1. Gausseliminering

Vi skall till att borja med soka losningen (losningarna) till ett s& kallat linjart ekva-
tionssystem. Ett sddant system med m ekvationer och n obekanta (m,n € Zy) har
formen

a11T1 + a12T2 + -+ 1Ty — bl
G21%1 + A22T2 + - -+ + G2, Ty = b2

(1)

Am1T1 + Am2aZ2 + - + App Ty = by, .

Talen a;; och b; (i = 1,...,m; kK = 1,...,n & givna reella tal och symbolerna z;
(j =1,...,n) dr sa kallade obekanta (ibland ocksé kallade variabler). Att lGsa systemet
innebér att finna alla n-tiplar (z1, z2, ..., x,) som satisfierar alla ekvationer i systemet.

Det finns olika metoder for 16sning av (1). Den mest praktiska #r metoden med
Gausseliminering. Det #r ocksd den som man anviinder da man loser ett linjirt ekva-
tionssystem pa dator.

Triangulira system och system i echelonform
Lat oss se pa ett exempel:

Exempel 1.1. For ekvationssystemet

201+ 12— 3=205
To+ x3 =3
3I3:6

dr 1osningsmetoden sjilvklar: Forst 16ses den tredje ekvationen och man far z3 = 2.
Detta utnyttjas sedan i ekvation tva, som ger zo = 3 — 3 = 3 — 2 = 1. Slutligen
ger den forsta ekvationen, att 1 = (5 — z2 + z3)/2 = 3. Man far den entydiga
losningen (z1, T2, z3) = (3, 1, 2).

Definition 1.1. Om alla obekanta i ekvationssystem (1) dr lika med antalet ekvationer
sdgs systemet vara kvadratiskt. Ett kvadratiskt system sigs vara uppdt trianguldrt om
a;r = 0 s& snart k < ¢ och neddt trianguldrt om a;;, = 0 sa snart k > 1.

Alla uppat triangulira system, sddana att a;; # 0 for alla ¢, kan som i exempel 1.1
l6sas genom s.k. bakdatsubstitution: Man borjar med den sista ekvationen, som ger virdet
pé den sista obekanta, och far tidigare obekanta i tur och ordning genom insittning av
redan kinda viirden. Som de foljande exemplen visar behover systemet ingalunda vara
trianguliirt for att denna losningsmetodik skall fungera.
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Exempel 1.2. Systemet
201+ 20— 3+ T4=0D5
To+ T3— T4=3
3r3+6x4 =6
dr inte triangulirt (det dr ju inte kvadratiskt). Ger vi diremot z4 ett godtyckligt
virde s (s € R), som sedan betraktas som bekant, och skriver om systemet,
201 + 29— 3 =5—35
To+ 3 =3+s
3xg3 =6 — 65,

sd blir det triangulért i de obekanta x1, x2, £3 och kan losas genom bakatsubstitu-
tion. Losningsmingden blir méngden av alla 16sningar

IE1:3—38
2 =1+4+3s (s€R)
1,‘3:2—28.

Vi siiger att x4 dr en fri variabel, eftersom vi ju valde denna godtyckligt (fritt). De
ovriga variablerna x1, x2 och z3 dr basvariabler.

Exempel 1.3. Systemet

$1+2ZE2+3£B3+£E4— I5:2
$3+$4+$5:—1
1)4—2:55:4

ar triangulirt i variablerna z1, z3 och z4. De tva ovriga far bli fria variabler och
tilldelas godtyckliga virden: z5 = s, 5 =t (s,t € R). Losningen, som fas genom
bakatsubstitution, blir

z1 = 13 —2s +8¢
To = —H -3t, (s,teR)

Systemen i exemplen 1.1-1.3 séigs ha s.k. echelonform:

Definition 1.2. Ett system har echelonform om den forsta icke-noll-termen (dvs. en
term med koefficienten a;; # 0) i varje ekvation ligger lingre till hoger &n i foregédende
ekvation. Den forsta koefficienten olik noll i varje rad séigs da vara ett pivotelement.

Exempel 1.4. Varje uppat triangulirt system &r uppenbarligen i echelonform.

Det &r klart att hogst ett pivotelement &r associerat med varje obekant och
att det finns hogst lika manga pivotelement som det finns rader. De obekanta
(eller variabler) som &r forbundna med nagot pivotelement dr just de som vi i exemplen
kallat basvariabler medan de 6vriga kallats fria variabler. Varje system i echelonform
kan skrivas som ett triangulirt system i sina basvariabler genom att man flyttar alla
termer som innehéaller fria variabler till ekvationernas hogra led.
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Omformning till echelonform

Definition 1.3. Tva ekvationssystem ségs vara ekvivalenta om de har samma 1osnings-
méngd.

Anmairkning. Denna definition pa ekvivalens &r den mest praktiska for vara behov.
Man kan visa att tva system (S7) och (S3) ér ekvivalenta i ovanstdende mening om och
endast om de #r ekvivalenta i logisk mening: (S;) <= (S2). Beviset for detta kriver
emellertid en visentlig del av den teori som vi star i berad att utveckla.

Véar strivan dr nu att skriva ett linjéirt ekvationssystem i form av ett echelonsystem,
som #r ekvivalent med det givna systemet. Losningarna kan ju sedan fas genom bakat-
substitution. Metodiken framgar genom négra exempel.

Exempel 1.5. Betrakta systemet

1+ 2c2+ 33 =6 (1)
221+ 52+ x3=19 (2)
1+ 4xy — 623 =1 (3),

dér vi har numrerat ekvationerna for att littare kunna forklara vad vi gor. Forst
bildar vi ett nytt system genom att eliminera z1 ur (2) och (3) med hjilp av (1).
Detta tillgar s&, att vi multiplicerar bigge leden i (1) med talet 2 och subtraherar
resultatet fran (2). D& forsvinner den term som innehéller z; ur (2). P4 samma
séitt subtraherar vi 1 ganger (1) fran (3), varvid termen innehallande z; forsvinner
ur (3). Dessa operationer kan i symbolsprak uttryckas genom

(2) = (2) —2(1)

dir t.ex. den forsta raden kan utlisas “ersiitt rad (2) med rad (2) minus 2 génger
rad (1)”. Det nya systemet blir nu

T+ 2:132 + 3!133 = 6 (]_,)
o — 5[133
2(1)2 - 9(1)3 =-5 (3,) .

I

|
w
—~
[\)
—

Det system som bildas av (2) och (3") behandlas sedan enligt samma monster, dvs.
xo elimineras ur (3') genom att man utfor operationen

(3") = (3") —2(2),
och man far ett system i echelonform (det &r t.o.m. trianguliirt):

1+ 2z2 + 323 =6
152—551,‘3:—3

ZE3:1.

Losningen fis nu genom bakatsubstitution och visar sig bli (z1, z2, z3) = (—1,2,1).
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Den operation som vi anvint i foregiende exempel kallar vi

Basoperation 1 (BO1): Subtrahera en multipel av en ekvation fran en annan ekvation:

(1) = (i) = A(k) (i # k).

Denna basoperation har vi anledning att dela upp i tva litet stringare delar:

(BO17%) Subtrahera en multipel av en ekvation frdn en senare ekvation.

(BO17) Subtrahera en multipel av en ekvation fran en tidigare ekvation.

Andra operationer, som uppenbarligen kan anviindas pa ett system utan att syste-
mets losningméngd dndras, dr

Basoperation 2 (BO2): Tvi ekvationer, sig (i) och (k), byter plats:

(3) © (k).

Basoperation 3 (BO3): En ekvation, sig ekvation (i), multipliceras med ett tal X som
inte d@r 0:

(4) = A(i) .

Anmérkning. Basoperationerna (BO1)—(BO3) dr beroende av varandra. Man finner
t.ex. liatt att (BO2) kan hirledas ur (BO1) och (BO3), vilket ju gor (BO2) éverflodig
ur teoretisk synvinkel. Vid praktiska kalkyler &r det emellertid bést att ha tillgdng till
dessa tre enkla regler.

En viktig sak aterstar att verifiera, namligen

Sats 1.1. De tre basoperationerna (BO1) — (BO3), tillimpade pa ett ekvationssystem,
ger upphov till ett system som dar ekvivalent med det ursprungliga.

Bevis. Om man later tva ekvationer byta plats i ett system, s gar det ju att byta
tillbaka, och om man multiplicerar en ekvation med A (# 0), sd kan man sedan multi-
plicera samma ekvation med 1/ och pa det siitter aterstiilla det ursprungliga systemet.
Det dr dérfor trivialt att anviindning av (BO2) och (BO3) ger upphov till nya system,
som ir ekvivalenta med det ursprungliga. Nistan lika enkelt ér det att bevisa satsens
pastéende for (BO1):

Om vi tillimpar operationen (k) — (k) — A(7) pa systemet
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dédr de vénstra leden kort betecknats med Vj, sa far vi

Vi = AV; = b — Ab; (k)
\ .

Och omviint, om vi anviinder operationen (k') — (k') + A(i') pa (S2), sa aterfar vi (S7).
Séledes dr systemen (S7) och (S3) ekvivalenta. ¢

Vi kan sammanfatta proceduren for hur man overfor ett system pa echelonform i
en algoritm:

Algoritm for echelonform:

1. Permutera ekvationerna (dvs. anviind (B0O2)), sa att koefficienten for den 1:a
variabeln i den 1:a ekvationen &r olik 0, om detta dr mojligt. I annat fall, be-
trakta niista variabel som den forsta och gor samma sak om det dr mojligt, osv.

2. Eliminera den forsta variabeln ur de ¢vriga ekvationerna (anvind (BO1%)).

3a. Upprepa genom att tillimpa 1. och 2. pa det mindre system som uppstir da
man bortser fran den forsta ekvationen.

3b. Sluta di det mindre systemet innehaller bara en ekvation eller ingen variabel
alls.

Rikneschemat

D3 man Gausseliminerar #r det faktiskt bara koefficienterna framfor variablerna och
talen i hogerleden som spelar nagon roll. Man kan i sjilva verket utfora elimineringen
helt och hallet i ett rikneschema (= matris), som innehéller enbart dessa tal:

Exempel 1.6. Om systemet

L1+ 3xo + 323 + 224 = 2

2:131 + 6I2 + 9!133 + 5I4 =4

—$1—3I2+3£B3 =1
skall omformas till echelonform, skriver man det forst som ett rikneschema
1 3 3 2 |
(2) S=1 2 6 9 5 |
-1 =3 3 0 |

Utgaende fran (2) ger nu elimineringen fljande riknescheman, dér en pil antyder
att basoperationer har anvints for att fa fram nista rikneschema:

— o N

BO1* (1 3 3 2 | 2\ BOl* /1 3 3 2 | 2
S - (0031 ]0] = [0031]0
006 2| 3 0000 | 3
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Fullstéindigt utskriven blir echelonformen alltsa
1+ 3z + 323 4+ 224 =2
3r3+ x4 =0
0=3.

Den tredje ekvationen &r inkonsistent, dvs. falsk (se definitionen nedan). Systemet
saknar alltsa losning.

Definition 1.4. En ekvation eller ett ekvationssystem #r konsistent om (minst) en
16sning existerar och inkonsistent om losningar saknas.

Exempel 1.7. Vi skall I6sa systemet
r1+ a2+ 23=1
207 —x9 +1x3 =2
To+x3 =1
T1— Lo+ x3 =2

och overfor det forst i echelonform,

1 1 1] 1 /11 1 |1
2—11|232>10—3—1|0
0 1 1 | 1 0 1 1 | 1
1 -1 1 | 2 0 -2 0 | 1

3) sor (L1 L LI\ poe /11 |1

oo -3 - o) T foo =3 -1 o) g

0 0 2/3 | 1 0 0 2/3 | 1]
0 0 2/3 | 1 00 0 | 0

Det sista rikneschemet S svarar mot echelonformen
1+ T2t+a3=1
—3]72 — T3 = 0
2
T3 =1
373
0=0.

Losningen fas sedan genom bakatsubstitution, dvs. vi sitter in viirdet z3 = 3/2 i
den andra ekvationen, vilket ger x5 osv. Men precis samma bakétsubstitutio-
nen kan ocksd goras i ett rikneschema med hjilp av (BO17). Man utgéir da
fran det sista rikneschemat S i (3) och borjar med att eliminera koefficienterna for
z3 ur de tva forsta ekvationerna med hjilp av den tredje:

11 1 ] 1
53330—3—1|0
0 0 1 | 3/2
00 0 | 0
110 | —1)2 /100 | 0
POV Lo 30 | 32 | P27 (010 | 12
0 0 1| 3/2 00 1 | 3/2
00 0| 0 000 ] 0
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Losningen kan avlisas lingst till hoger i det sista schemat: z; = 0, zo2 = —1/2 och
xr3 = 3/2

Det sista rikneschemat dr av en alldeles speciell form, reducerad echelonform:

Definition 1.4. Ett rikneschema (= matris) som svarar mot ett system i echelon-
form kallas en echelonmatris. En echelonmatris, i vilken alla pivotelement #r ettor och
dessa ettor dr de enda som inte #r noll i sin kolonn (= kolumn) siigs vara i reducerad
echelonform.

Exempel 1.8. T.ex. det sista rikneschemat i exempel 1.7 och t.ex. varje rikne-
schema av formen

01 « 0 0 % | x
000 1 0 * | |,
000 0 1 % | x

dér varje stjarna stér for ett godtyckligt tal, é#r i reducerad echelonform. De vari-
abler som svarar mot pivotkolonner, dvs. x5, x4 och x5, dr basvariabler medan de
ovriga, 1, 3 och xg dr fria variabler.

Losning av ekvationssystem

Vil motiverade av de tre senaste exemplen kan vi skriva ut en algoritm:

Algoritm for 16sning av ett ekvationssystem:

1. Omforma systemet till echelonform (enligt den algoritm som vi har beskrivit
tidigare).

2. Sluta om négon ekvation #r inkonsistent (systemet saknar 1osningar). I annat

fall, fortsiitt med bakétsubstitution dvs. med omformning av rikneschemat till
reducerad echelonform med hjilp av (BO17) och (BO3).

a. Om det inte finns fria variabler fas en entydig losning.

b. Om det finns fria variabler, s& kan basvariablerna skrivas som funktioner av de
fria varablerna (de senare ges godtyckliga viirden s, t,... och flyttas over till
det hogra ledet). Det finns alltsd odndligt ménga 16sningar.

I fortsittningen anviinder vi beteckningarna #(ekvationer), #(fria variabler), etc.

for antalet ekvationer, antalet fria variabler, etc.

Vi sammanfattar:
Sats 1.2. Foljande gdller for ett linjdrt ekvationssystem:

Systemet konsistent
#(fria variabler) =0

Systemet konsistent — #(l6sningar) = oo
#(fria variabler) > 0 0STAMGAr) = 005
(¢)  #(fria variabler) + #(basvariabler) = # (variabler) ;
(d)  #(basvariabler) = # (pivotelement);
(e) #(basvariabler) < #/(ekvationer).

} = Losningen dr entydig;
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Definition 1.5. Ett linjirt ekvationssysten dr homogent om varje hogerled dr en nolla.

Sats 1.3. Eitt homogent system

1121 + @122 + -+ + Q1 Ty = 0

(211 + Q22%2 + -+ + Qop Ty = 0

Am1Z1 + GmaTo + -+ + @y =0

ar alltid konsistent, ty det har atminstone losningen x1 = o = -+ = &, = 0 (den s.k.
triviala 16sningen). Om m < n har systemet oindligt mdinga losningar.

Bevis. Det dr uppenbart att den triviala losningen alltid &r en 16sning till ett homogent
system. Antag att m < n. D& dr #(basvariabler) < m < n och enligt Sats 2.3 (c)
#(fria variabler) > 0. Eftersom det finns fria variabler, ér antalet 1osningar oéndligt.

¢

D4a man loser ett homogent ekvationssystem &r det onodigt att skriva ut nollorna
i hogerledet i rikneschemat. Dessa nollor forblir ju nollor d& man anviinder basopera-
tioner.

Exempel 1.9. Vid l6sning av det homogena systemet

T1 + 229+ 323 =0
3x1 4+ 6x9 + 1023 =0
r1+2x2+ x3=0

gor man alltsé foljande kalkyler med riknescheman

1 2 3 1 2 3 1 2 0
3 6 00]—-10 0 1 |—=[0 01
1 2 1 0 0 -2 0 0 0
Eftersom variabeln x5 &r fri, sitter vi zo = s, dir s representerar ett godtyckligt
tal, och finner losningarna 21 = —2s, 22 = s, z3 =0 (s € R).
Ovningsuppgifter

1. Los systemet
u+ v+w=-2

Ju+3v—w==56

u— v4+w=-1.
2. Los systemet
201+ x2 + x3 + x4 =2
:I?2+1133 +I6:3
I3 =-1

ZE5+I6:4.
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Skriv foljande system i echelonform
T1+ To+ a3+ x4=1
L1+ 229 + 33 + 4xs = 2
1+ 229 + 423 + 514 = 3
I +2I2+4$3+6!B4 =4.

Los med Gausseliminering

L1+ To—23+ x4 =17
T1 + 225 + 224 = 15

T+ I =17.
Los
1+ Zo =1
T+ 229+ x3 =3
To+2x3+ x4 =3
3+ 224 + o5 =1
Tq+ 225+ 5 =-—3
Ty + 226 = —5.
Tva sjoar A och B dr forbundna med en kanal. Under en viss tidsperiod (ett ar)

simmar 10% av fiskarna fran A till B medan 20% av fiskarna i B simmar till A.
Om det vid arets slut fanns 20 000 fiskar i A och 3 000 i B, hur manga fanns det
vid &rets borjan i A respektive B7 (Vi antar att antalet fiskar, som fods och dor i
respektive sjo, ér lika.)

Om fiskarna i A och B har samma “rorlighet” som i uppgift 6 och det dessutom &r
sd att antalet fiskar i respektive sj6 dr lika vid arets borjan och vid &rets slut, vad
ar forhallandet mellan antalet fiskar i A och antalet fiskar i B?

Tre bakteriearter lever samtidigt i ett provror och livnir sig pa tre slag av fododm-
nen. Antag att en bakterie av en art ¢ (1 = 1, 2, 3) konsumerar i medeltal ay;
enheter av fodoimnet k& (K = 1, 2, 3) per dag. Antag att a;; = 1, a12 = as; = 1,
a13 = as1 — ]., a2 — 2, 23 = Q32 — 3 och aszs = 5. Antag vidare att det tillfors
15000 enheter av det forsta fodoamnet, 30000 enheter av det andra och 45000 av
det tredje per dag. Hur manga individer av de tre arterna kan leva i provroret, d&
vi antar att all foda konsumeras?

Undersok hur ménga losningar ekvationssystemet
z+ay=a—2
2—a)z—3y=-1
har for olika virden péd den reella konstanten a. Ange losningarna.

For vilka virden pa o har systemet
(a+2)z+ (a+1)y+ az =0
x — 2z=0
ar+ (2a —1)y+(a—2)z=0
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11.

12.

13.
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icke-triviala 1osningar?

Antag att de tre punkterna (1,—5), (—1,1) och (2,7) ligger pa en parabel y =
az? + bz + c. Bestim a, b och ¢ genom att losa ett linjirt ekvationssystem.

Ett arv pa 24 000 euro fordelades pa tre fonder si, att den andra fonden far dubbelt
sd mycket som forsta. Fonderna ger en arlig réinta pad 9%, 10% respektive 6% och
pengarna i alla tre fonderna avkastar tillsammans 2210 euro under det forsta aret.
Hur mycket pengar sattes i varje fond?

Visa att (BO2) foljer ur (BO1) och (BO3).



