10. Linjdra operatorer

En operator ér en funktion f, som avbildar en vektor x pé en annan vektor f(x). Funk-
tionsviirdet f(x) och argumentet x kan tillhora olika vektorrum. Vi kommer bara att
befatta oss med operatorer som &r linjéra. Linjira operatorer kan ndmligen associeras
direkt med matriser.

Foljande exempel pé en linjéir operator kan kallas typexemplet for alla linjira ope-
ratorer:

Exempel 10.1. Lit A vara en m/n-matris och 14t en funktion (dvs. en operator)
T :R™ — R™ vara definierad genom

T(x) =Ax for varje x € R™.
Riknereglerna for matrismultiplikation ger att for denna funktion giller
T(x+y)=Ax+y)=Ax+ Ay =T(x) + T(y) och
T(Ax) = A(Ax) = Mx = AT (x) .
En operator som har dessa egenskaper sigs vara linjér:
Definition 10.1. Lit E och F vara vektorrum. En linjdr operator T fran E till F &ar

en funktion 7' : E — F, som #r definierad for varje argument x € E, antar sina virden
i F' och dessutom uppfyller linearitetsvillkoren

Tx+y)=T(x)+T(y) forvarjex,y€E,
T(Ax) = AT'(x) for varje x € E, A € R.

Anmairkning. Dessa linearitetsvillkor dr uppfyllda ocksé for sammanséittningar: Om
S och T ar linjira operatorer frin F till F' och om ocksd operatorn U : F — G ér
linjér, s #r de sammansatta operatorerna S +7T : E — F ochU o T : F — G linjira
(6vningsuppgift 1). Dessa sammansittningar dr definierade genom

(S+T)(x) = S(x) +T(x),

(UeT)(x) =U(T(x)).

Exempel 10.2. Lat P beteckna vektorrummet av alla polynom. D3 &r derive-
ringsoperatorn D : P — P, vilkens virde for varje polynom p € P ir definierad

som derivatan
(D(p))(z) =p'(z),
en linjéir operator. Vilkinda deriveringsregler siger ju att

D(p1 + p2) = p1 + 05 = D(p1) + D(p2),
D(Ap) = Xp' = AD(p).
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Exempel 10.3. Ett annat exempel pa en linjir operator pa samma vektorrum P,
4r den operator T': P — P, som ér definierad genom

T(p) (z) = zp().

Eftersom z(p1(z) + p2(z)) = zp1(z) + zp2(z) och z(Ap(z)) = A(zp(z)), 4r lineari-
tetsvillkoren uppfyllda.

Sats 10.1. For en linjir operator T : E — F fran ett vektorrum E till ett vektorrum
F galler:

(¢) T(0)=0.
(i) Om vektorerna X1, ..., X, dr linjdrt beroende i E sd ar T(x1), ..., T(xp)

lingart beroende i F'.

Bewis. (i) For ett godtyckligt x € E ér T(0) = T(0x) = 07'(x) = 0.
(#7) Om x4, ..., X, 4r linjirt beroende si existerar icke-triviala koefficienter ¢; sddana
att cix1 +--- + ¢px, = 0. Men ur linearitetsvillkoren foljer da att

1T (x1)+ T (xp) =T(c1x1+ -+ +¢p%p) =T(0) =0.

for samma koefficienter. Alltsa dr T'(x4), ..., T(x,) linjirt beroende.

Vi betraktar ytterligare nagra exempel pa linjéira operatorer:

Exempel 10.4. Operatorn 7' : R3 — R3,
T ( 1 9 I3 )T = ( —T1 —I2 I3 )T ,
speglar vektorn x = (27 x2 x3 )T i z3-axeln.

Exempel 10.5. Operatorn 7 : R> — R?,
T(z1 zo £C3)T =(z1 z2 —$3)T )

speglar vektorn x = (21 z2 3 )T i 1z2-planet.

Anmirkning. Om {aj,...,a,} ir en bas i ett vektorrum E s blir en linjéir operator
T : E — F entydigt definierad om vi fastslar virdena T'(a1), ..., T'(a,). For ett
godtyckligt x = z1a; +. ..+ z,a, ir nimligen d3 med nédvindighet T'(x) = 21T (a1) +
...+ z,T(a,) (lineariteten hos T &r litt att verifiera p.g.a. att detta uttryck for 7'(x)
dr linjirt i koordinaterna x;).

Exempel 10.6. Den linjira operator 7 : R?> — R?, som vrider varje vektor en
vinkel § moturs kring origo, kan enligt anmérkningen ovan definieras genom

cos 6 —sinf
Tle1) = (sinﬁ) och  T(ey) = ( cos ) )
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I exemplen 10.4, 10.5 och 10.6 finns det en matris A sddan att 7'(x) = Ax. Lat oss
t.ex i exempel 10.4 sittay =T(x), ddry = (y1 2 U3 )T. D4 ar

Y1 =—x1 Y1 -1 0 0 z1
Yo=—22, dvs. y=|ly2 ] = 0 -1 0 o | = Ax.
Ys = T3 Y3 0 0 1 z3

For operatorn 7' i exempel 10.6 far ur y = 7'(x) = z17(e1) + z2T'(e3) att

Y1 cosf) —sinf T

Yo sin cos T
Detta &dr ingen tillfillighet. Vi kommer att se att mot varje linjir operator 7" fran ett
n-dimensionellt vektorrum till ett m-dimensionellt vektorrum entydigt svarar en m/n-
maftris samt att T entydigt kan rekonstrueras ur denna matris. Denna motsvarighet

mellan operator och matris dr dock beroende av valet av baser i vektorrummen. Vi
skall reda ut detta nirmare:

Sambandet mellan linjira operatorer och matriser

Lat E och F vara vektorrum och antag att {bsy,...,b,} respektive {vy,...,v,,} &r
(numrerade) baser i dessa. Lat dessutom 7" : E — F vara en linjir operator.

Varje x = z1b; + -+ + z,b,, éir entydigt definierat av sina koordinater, som vi
sammanfattar i en koordinatvektor

X=(z1 ... z,)".

P4 grund av lineariteten ir
n
(1) T(x) = 2:1T(b1) + -+ + 2, T(by) = Y axT(by).
k=1
Varje T'(by) i detta uttryck ér en linjirkombination av basvektorerna i F,

(2) T(bk) :iaikvia (k = 1,"'7”)'

Definition 10.1. Den matris som koefficienterna i (2) bildar,

aiy -t Q1
A= : : ,
Gm1 " Gmnp
kallas matrisen for T i baserna {by,..., by} och {vy,..., v, }.

Anmirkning. En matris A definierar entydigt en operator 7' d& (de numrerade)
baserna #r fastslagna. Genom (2) dr ju T'(bg) definierat for K = 1,...,n och genom (1)
dr sedan T'(x) definierat for varje x.
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Exempel 10.7. Lat operatorn 7' : R? — R? vara definierad genom

T(x) = Ax, dir A= (; _11) .
D& ér matrisen for 7' i den naturliga basen {e;, €2} just matrisen A, ty
T(e1) = (1 2)" =e;+2e,
T(es) = (-1 1)7 = —e;+es.

Betrakta nu den bas i R2, som bestar av vektorerna v; = (1 0)7 och v, =
(1 1)7. For att f& fram matrisen for T i denna nya bas, riknar vi ut

=3 ) (3)- (3) =2
= (3 7) (1) (3) -

och avliser att matrisen for 7" i basen {vq, vo} &r
(-1 -3
(7 7).

Exempel 10.8. Lat P, betecknar vektorrummet av polynom av hogst graden k
(k = 2, 3). Betrakta i P, den bas som bestar av polynomen p;(z) = 27 (j =
0,...,k). For operatorn T : P, — P5, T(p) (z) = zp(z), giller

T(po) (z) = zpo(z) =z = p1(z)
T(p1) (z) = zp1(=) =z’ = pa2(z)
T(pz) (z) = zpa(x) = z° = p3(x) .
Diarfor ar
0 0 O
1 0 0
A4=10 1 0
0 0 1

matrisen for T' i baserna {po, p1,p2} och {po,p1,p2,P3}-

Vi gar nu tillbaka till det allméinna fallet. Lat T : £ — F vara den linjira operator,
som vi betraktade i borjan av detta avsnitt och som har matrisen A i definition 10.1.
Avsikten #r att skriva likheten y = T'(x) i matrisform. Dérfor infor vi beteckningarna

X=(z1 ... z,)7 och Y=(pn ... ym)"

for koordinatvektorerna for x och y i respektive bas. Genom insiittning av i tur och
ordning (1) och (2) fas

x) = > axT(bk) = > oy awvi = Z (Z au&%) Vi
k=1 k=1 =1

=1
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Koeflicienterna for basvektorerna v; maste hir vara koordinaterna for y,
n
Yi; = Zaikxk, dvs. Y = AX.
k=1

Omvint kan likheten y = T'(x) entydigt hérledas ur ¥ = AX, da ju koordinatvek-
torerna entydigt bestimmer x och y och operatorn 7', som vi har sett, entydigt kan
rekonstrueras ur A.

Vi sammanfattar:

Sats 10.2. Antag att T : E — F dr en linjdr operator mellan vektorrum E och F med
baser {b1,...,b,} respektive {v1,...,vy,}. Dd gdller ekvivalensen

y=Tkx) <<= Y =AX,
dir X och Y betecknar koordinatvektorerna for x och y i respektive bas och A dr

matrisen for T i de nadmnda baserna.

Anmaéirkning. Observera att den identiska operatorn Id : E — E, definierad genom
Id(x) = x, har matrisen I i varje bas i E.

Matrisen for sammanséttningar

Lat T : E — F och § : F — @G vara linjira operatorer mellan dndligtdimensionella
vektorrum och betrakta sammanséittningen SoT : E — G. Vi antar att baser har valts
i E, F och G samt att T, S och S oT har matriserna B, A respektive C i dessa baser.
Enligt Sats 10.2 giller ekvivalenserna

y=T(x) < Y =BX,
z=Sy) < Z=AY,
z=(ToS)(x) <+—= Z=CX,

dir X, Y och Z ir koordinatvektorerna for x, y och z i respektive bas. Inséittning av
Y=BXiZ=AY ger Z = ABX. Saledes ir

CX =ABX for varje X,

dvs. C = AB. Vi har alltsd visat:

Sats 10.3. Antag att baser har wvalts i de dndligtdimensionella vektorrummen E, F
och G. Om de linjdra operatorerna T : E — F och S : F — G har matriserna B och
A i respektive baser sd har S o T matrisen AB i de valda baserna i E och G.
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Bastransformationer

Som vi har sett, #r matrisen for en operator T : E — F beroende av vilka baser man
anvinder i £ och F. D& man byter baser, dvs. utfor en bastransformation, éndras
matrisen pé ett visst sidtt. Vi skall studera detta ndrmare for det fall att operatorn T
har bade argument och virde i samma vektorrum. Det allménna fallet behandlas pa
liknande sitt men ér lite mera komplicerat och inte lika viktigt (se sid. 135).

Lat alltsd T : E — E vara en linjir operator med matrisen A = (a;) 1 basen
{b1,...,b,} och matrisen A" = (a},) i den nya basen {bj,..., b/, }:

T(bx) =Y awbi,  T(by) =) aib;.
=1 =1

Vi soker en formel som anger sambandet mellan A och A’. Det visar sig att vi ldtt
kan fa fram en sddan formel, om vi forst utreder hur koordinatvektorer forindras vid
basbyten.

Vi skriver de nya basvektorerna som linjirkombinationer av de gamla,

bll = Cllbl + -+ Cnlbn

b;L = cipb1 + + cppby,

eller i kortare form,
(3) by, => caxb; (k=1,...,n).
=1

Vi kan da séga att basbytet beskrivs av basbytesmatrisen (eller bastransformationsma-
trisen)

Ci1 - Cip
C= :

Chl " Cnn

Lat x vara en godtycklig vektor i E samt 1at X = (z;) och X’ = (z}) vara koordinat-
vektorena for detta x i den “gamla” respektive den nya basen. Da ger (3) att

n n n n n
! 1./ ! !
X = g by = g z, 5 cikb; = g E cikTy | bi,
k=1 k=1 =1 i=1 \k=1
ur vilket sambandet z; = Y_)_, cixz}, dvs. X = CX’, kan avlisas.

Sats 10.4. Lit E vara ett vektorrum med en ursprunglig bas {by,---,b,} och en ny
bas {bf,---,bl}, relaterade genom (3). D dar koordinatvektorerna X respektive X' for
en given vektor x 1 E i den ursprungliga och den nya basen relaterade gemom

X =Cx',

dar C ar basbytesmatrisen, som bestir av koefficienterna i (3).
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Anmirkning. R(C) = R", eftersom varje X € R" kan fis som en produkt CX'.
Foljaktligen #r C icke-singulir och dérmed inverterbar. Alltsi &r X' = C~1X.

Exempel 10.9. Antag att en vektor x i R? har koordinatvektorn X = (1 3)7 i
viss (for oss okéind) bas {b1, bo}. Vi infor en ny (okéind) bas genom att sitta

b} = 2b; — 3bs,
12: b1+ b2.

D& dr basbytesmatrisen

(2 1 : 11 -1
C—(_3 1), som har inversen C —5<3 2).

Koordinatvektorn for x i den nya basen blir alltsa
1/1 -1 1 1 /-2
I -1y 1 _*
veem=g (a3 (6)=s()-

Vi gér nu tillbaka till problemet att finna ett samband mellan matriserna A och
A’ for operatorn T i de tvi baserna. Lat vektorerna x och y i likheten y = T'(x) ha
koordinatvektorer X och Y respektive X’ och Y’ i den ursprungliga respektive den
nya basen. Enligt Sats 10.4 #ir nu X = CX’ och Y = CY” och vi far de ekvivalenta
relationerna

y=T(x) & Y=4X & COY'=ACX & Y =(Cl4AC)X’,
ur vilka vi kan avlisa den sokta formeln A’ = C~1AC.

Sats 10.5. Ldt E vara ett vektorrum med en ursprunglig bas {by,---,b,} och en ny
bas {b',---,bl} och lit baserna vara relaterade genom (3). Om T : E — E dr en
linjir operator med matriserna A och A’ i den ursprungliga respektive den nya basen,
sd dr dessa matriser relaterade gemom

(4) A'=CTAC.

Exempel 10.10. Betrakta operatorn 7 : R3 — R2, definierad genom

2 01 I
Tx)=Ax=|1 1 2 T
0 1 1 I3

D4 4r A matrisen for 7' i den naturliga basen {e1, ez, es}. Vi skall emellertid
bestdmma matrisen for 7' i den bas som bestar av vektorerna

bi=(1 2 0)7, by=(0 1 2)7, by=(2 0 1)".
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Da &r
b: = e; +2e;
by = e + 2e;
bs = 2e; + es.

Ur detta avliser vi basbytesmatrisen

1 0 2 1 1 4 2
C=1|(2 1 0| ochfar genom invertering C~! = 9 -2 1 4
0 2 1 4 -2 1
Matrisen A’ = C~*AC for T i basen {by, bs, bz} blir nu
1 1 4 2 2 01 1 0 2 18 28 23
A=-1-2 1 4 1 1 2 21 0)==|7 13 -2
Y\a 21/ \o11/)\o 21 41 13
I det allm#nna fallet d4 man har en operator 7' : E — F och olika baser by,...,b,}
och {v1,...,v,,} 1 E respektive F' s& kan man gora olika bastransformationer i de tvé
vektorrummen:

Lat {b%,...,bl} och {v},...,v],} vara nya baser i E respektive F. Betrakta
likheten y = T'(x) och 1at X, Y respektive X’ och Y’ vara koordinatvektorerna for x
och y i de ursprungliga respektive de nya baserna. L&t C och D vara basbytesmatriserna

i E respektive F' och 13t A vara matrisen for 7" i de ursprungliga baserna. D4 ér enligt
Sats 10.4

X=CX" och Y=DY'.

Genom inséttning av dessa i Y = AX fas ekvationen DY’ = ACX', vilket ger att
Y’ = (D71AC)X'. Matrisen for T i de nya baserna blir alltsa

A'=D"1AC.

Anmirkning. Eftersom den operation (4), som gors vid en bastransformation, &r
identisk med den som gors vid diagonalisering, s& kan vi tolka diagonalisering av en
matris A pa foljande sidtt: Om A #r diagonaliserbar, s kan matrisen for den linjira
operatorn 7T'(x) = Ax fas diagonal genom att man viljer ett limpligt nytt koordinat-
system, dvs. viljer en ny bas. Vi har sett att en diagonalisering alltid #r méojlig om
A #r symmetrisk och att det nya koordinatsystemet d& alltid kan viiljas ortogonalt.
Transformationen till den nya koordinatvektorn, X’ = Q!X formedlas i detta fall av
en ortogonal matris ). Om A &r en 2/2- eller 3/3-matris, kan man t.o.m. visa att Q
alltid kan viljas att vara en rotationsmatris.
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Inversa operatorer

Antag att T : E — FE &r en linjéir operator. Eftersom T #r en vanlig funktion, existerar
den inversa operatorn T~! (den inversa funktionen) om och endast om 7 &r bijektiv,
dvs. béade surjektiv och injektiv. Vi repeterar dessa begrepp:

(i) T ségs vara surjektivom {T'(x) | x € E} = E;
(13) T stgs vara injektivom T'(x) =T(y) = x=Y.

Om operatorn T~ existerar, ér den automatiskt linjéir (se 6vningsuppgift 2).

Vi skall strax visa att villkoren (i) och (47) i sjilva verket ér ekvivalenta for en linjéir
operator om E #r dndligtdimensionellt. Antag nu att {bs,...,b,} &r en (4ndlig) bas i
E och 13t A och B vara matriserna for T respektive 7! samt X och Y koordinatvek-
torerna for x respektive y i denna bas. Notera forst att relationen 7o T~ = Id enligt
Sats 10.3 medfor att AB = I, varfor B = A~!. Foljande kedja av ekvivalenser giller:

AX =0 baraom X =0
T(x) = 0 bara om x =0

T ar injektiv

T &r surjektiv < allay € E dr av formen y = T'(x)
& allaY € R™ dr av formen Y = AX
< R(A)=R"
< dimR(A)=n

A=l existerar < dimN(4) =0
<~
<~
<~

Den sista ekvivalensen bor kanske motiveras: Om vi vet att 7'(x) = 0 bara om x = 0,
s, giller:

Tx)=T(y) = Tkx-y)=Tx)-Ty)=0 = x-y=0 = x=y.

Alltsd ér T injektiv. Omvint géiller: Om T dr injektiv s& foljer ur T'(x) = 0 (= T'(0))
att x =0.

Vi sammanfattar allt detta:

Sats 10.6. Antag att T : E — E dr en linjdr operator och att T har matrisen A i en
bas {b1,...,b,}. Filjande pistienden dr dd ekvivalenta:

) T ar surjektiv;
) T ar injektiv;
iii) T~ existerar;
(éi7) ;
)

A1 ezisterar. Hirvid ar A= matrisen for T~ i basen {by,...,b,}.

Exempel 10.11. Betrakta den linjéira operator T : P, — P5 pa vektorrummet P
av polynom av hogst graden 2, vilken #r definierad av uttrycket T = D2 + D + I,
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dér D betecknar deriveringsoperatorn (se exempel 10.2). Om vi i P, betraktar den
bas som bildas av po(z) = 1, p1(z) = = och pa(z) = 22 och riknar ut

1 =po(z),
T(p1)(z) = 1+$—p0( ) +p1(z),
T(ps)(z) = 2+ 2z + 2° = 2po(x) + 2p1 () + pa(2)

sé kan vi avldsa matrisen for T,

kan vi med stod av Sats 10.6 sluta oss till att den inversa operatorn T-! : P, — P
existerar. Detta innebér att for varje polynom g € P, har differentialekvationen
T(p) = p”" +p' +p = g exakt en losning p € P,. Denna 16sning kan riiknas ut
med matrismetoder: Om t.ex. g(z) = 1 + 22, si har g koordinatvektorn G =
(1 0 1)". Koordinatvektorn X for p fis da som losningen till AX = G. Man
finner att X = (1 —2 1)7. Alltsa &r p(z) = 1 — 22+ 22 den enda losningen i P,
till differentialekvationen p”(z) + p'(z) + p(z) = 1 + 2.

Ovningsuppgifter

. Bevisa att om S och T ér linjira operatorer, si ér ocksd T o S en linjir operator.

. Visa att om T : E — E #r en omvindbar linjér operator (dvs. om 7! existerar)
s& dr ocksd T~! en linjir operator.

. Kan operatorn 7" vara linjir om

(@ T(1 0 1)=(-1 1 0), T(0 2 1)=(0 2 0),
och T(1 2 —-1)=(1 0 1)?
() T(2 4 2)=(1
och T(1 4 0)=(2 2 2)?
(¢ T(1 1 1)=(1
och T(2 0 -2

4. Vektorrummen E och F har baserna {by, by, bg} respektive {vy, vy, v3, v4} och

T : E — F #dr en linjir operator, sddan att T'(by) = vi + vii1, 1 < k < 3. Ange
matrisen fér T i de nimnda baserna.
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5. Lat T : R® — R3 vara den linjira operator som i den bas som bildas av v; =
(1 1 1) va=(1 1 0)Tochvs=(0 1 —1)7 har matrisen

I e I

0 2
1 3
10

Bestdm alla vektorer x € R3, som #r sddana att T'(x) = x.
6. Antag att {by, b, b3} 4r en bas i R3. Lat en ny bas {b], b}, b} vara definierad

genom
b, = by +bs 1 2 3
bl = b, . Satt A= |2 3 1
b} = by + 2by — bs 2 0 3

(a) Visa att {b), b}, bt} 4r en bas i R3.
(b) Bestim matrisen for den linjira operatorn 7' : R® — R? i basen {b}, b}, b}}
om A #r matrisen for T' i basen {by, bs, bs}.

7. Lat {by, by} vara en given bas i R?. Bestim en ny bas {vi, vo} i R? sadan att
vektorerna 2b; + 3bs och 4b; — by i denna har koordinaterna 1, 1 respektive 1, —1.

8. Betrakta en linjir operator 7' : R” — R” med matrisen A i basen {by,...,b,}.
Vi gor ett basbyte till en ny bas {bf,...,b/,} i R™ enligt formel (3) dér basbytes-
matrisen dr C. Visa att 7" har samma matris A i den nya basen om och endast om
AC = CA.

9. Lat D : P3 — P, (D(p))(z) = p'(z), vara deriveringsoperatorn (P, &r vektor-
rummet av polynom av hogst graden n). Betrakta foljande baser i de berorda

vektorrummen:
-Bl :{11$7$27$3}1 Cl :{1,.’E,.’E2},
By={l,1+z,1+x+2%1+z+ 2%+ 23}, Co={l,14+z,1+z+z%}.

Bestdm matrisen for D 1 baserna

(a) By och C;, (b) ByochCy, (c¢) BaochC;, (d) Bz ochCCsy.

10. Mellan baserna {bj, bs, b3} och {b}, b}, b5} i R? rader sambandet

! — by + 2by — 3bg
b, =b; + by
bg: bs + bs.

En vektor x har i basen {by, bs, b3} koordinatvektorn (z; z2 z3 )T och i basen

. T .
{b}, b}, b%} koordinatvektorn (z} =% z%) . Ange koordinaterna x;, 2 och z3
uttryckta i 2}, x5 och zf.

11. Antag att vektorerna by, by och bz har koordinatvektorerna

(1 0 0)", (2 1 0)7, respektive (3 2 1)7



12.

13.

14.

15.
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i en bas {b}, b}, b5} i ett vektorrum E. Visa att {bj, by, b3} &r en bas i E.
Bestdm koordinaterna for vektorn by + by i basen {bf, b}, b5}. Bestdm i basen
{b1, by, b3} koordinaterna for den vektor vars koordinatvektor i basen {b], b}, b5}

ar (2 0 7)%
En linjir operator 7' : R?2 — R? har matrisen

1 2
-1 1
2 1

i de naturliga baserna i R? och R3. For en linjir operator S : R3 — R? giiller att
S(f3) = (=1 1)7 och att SoT : R? — R? har matrisen

2 1
1 5
i den naturliga basen i R2. Bestim matrisen fér S i de naturliga baserna.

Antag att T : E — E #r en linjir operator och att A och A’ #r matriser for T i
olika baser. Visa att det(A) = det(A’).

Antag att S dr speglingsmatrisen i ett hyperplan i R™ (dvs. i ett (n — 1)-dimensio-
nellt underrum) samt betrakta den linjira operatorn 7'(x) = Sx. Visa med hjilp
av uppgift 13 att det(S) = —1. Ledning: Vilj en ON-bas, i vilken matrisen for T
ar en diagonalmatris.

Betrakta operatorn T : P, — P,

T(p) (z) = / e tpe — ) dt

definierad pé (t.ex.) vektorrummet P, av polynom av hégst graden 2.

(a) Bestéim matrisen A for T i basen {1, z, 7?} och dra av A:s utseende slutsatsen
att T~ existerar.

(b) Visa att T~! = Id + D (D #r deriveringsoperatorn) bade genom att invertera
A och jaimfora med matrisen for Id+ D och genom att anvinda partiell integration
pa uttrycket for T'(p’).



