
8. Ortogonala projektionerAntag att a (6= 0) och b är två vektorer iRn. Vi skall bilda den ortogonala projektionenav b på det endimensionella underrummet L = spn fag. Enligt resonemanget i bevisetav Schwarz olikhet är kb� tak2 minimalt då t har värdet t0 = aTb=kak2.
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t aa�g. 1Om vi sätter p = t0a, är b� p ortogonalt mot L så att b kan skrivas som en summab = p+ (b� p), där p 2 L och b� p 2 L?. Vektorn(1) p = t0a = aTbkak2 a ;som vi också kan skriva(2) p = aaTkak2b ;är alltså (den ortogonala) projektionen av b på L eller enklare projektionen av b på a.Vi vet redan att p och b� p är ortogonala men detta kan också veri�eras direkt medhjälp av (1): pT (b� p) = pTb� pTp = (aTb)2kak2 � aTbkak2!2 kak2 = 0 :På grund av denna ortogonalitet gäller (jfr. Pytagoras teorem):kbk2 = bTb = (p+ (b� p))T (p+ (b� p))= pTp+ 2pT (b� p) + (b� p)T (b� p) = kpk2 + kb� pk2 :Om a är en enhetsvektor v, antar (1) den enklare formenp = (vTb)v = (kbk cos')v ;där ' är vinkeln mellan b och a.



108 Björkfelt�BjonExempel 8.1. För att projicera b = ( 3 1 2 )T på a = ( 1 1 1 )T , räknar viförst ut enhetsvektorn v = akak = 1p3 ( 1 1 1 )T :Projektionen blir dåp = (vTb)v = � 1p3 � 6� 1p3 ( 1 1 1 )T = 2 ( 1 1 1 )T :I nästa avsnitt skall vi generalisera formel (2) till det fall att en vektor b proji-ceras på ett underrum med godtycklig dimension. Först behöver vi emellertid någraförberedande resultat:Sats 8.1. För en m=n-matrix A gäller:(i) ATA är en symmetrisk n=n-matris;(ii) ATA och A har samma rang :Bevis. (i) Matrisen ATA är en n=n-matris. Att den är symmetrisk följer ur(ATA)T = ATATT = ATA :(ii) Vi visar först att ATA och A har samma nollrum: Enligt Sats 5.7 (ii) gäller attN(ATA) � N(A). Den omvända inklusionen följer urx 2 N(ATA) ) ATAx = 0 ) xTATAx = 0 ) (Ax)TAx = 0) kAxk2 = 0 ) Ax = 0 ) x 2 N(A) :Alltså är N(ATA) = N(A). Enligt Sats 4.14 är nur(ATA) = n� dimN(ATA) = n� dimN(A) = r(A) :}En följd av Sats 8.1 (ii) är:Korollarium 8.1.1. Om A är en m=n-matris med rangen n så är ATA inverterbar.Bevis. Eftersom ATA är en n=n-matris med rangen n, är ATA icke-singulär ochdärmed inverterbar (Sats 3.9). }Exempel 8.2. I matrisen A = 0@ 1 42 03 11Aär kolonnerna linjärt oberoende. Därför är den symmetriska matrisenATA = � 14 77 17�inverterbar (vilket också lätt veri�eras direkt).



Ortogonala projektionen 109Inkonsistenta ekvationer och projektionsmatriserAntag att A är enm=n-matris och betrakta en ekvation Ax = b, där b är en godtyckligkolonnvektor iRm. Om ekvationen är inkonsistent så har den naturligtvis ingen lösningmen i detta fall kan man i stället försöka bestämma ett sådant x att Ax ligger så närahögerledet b som möjligt:De�nition 8.1. En vektor x, som gör talet kAx� bk2 så litet som möjligt, kallas enminstakvadratlösning till ekvationen Ax = b.
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R(A)�g. 2Talet kAx� bk2 är ju kvadraten på avståndet från b till en variabel vektor Ax ikolonnrummet R(A). Då detta tal är så litet som möjligt, kommer Ax således att varaden ortogonala projektionen p av b på R(A).Sats 8.2. Minstakvadratlösningarna till ekvationen Ax = b är precis lösningarna tillATAx = ATb :Om A = ( a1 � � � an ) och kolonnerna ai i A är linjärt oberoende, är ATA in-verterbar, varför minstakvadratlösningen till Ax = b i detta fall kan skrivas x =(ATA)�1ATb. Den ortogonala projektionen av b på R(A) blir alltsåp = Ax = A(ATA)�1ATb :Bevis. På grund av att R(A) = fAy j y 2 Rng fås följande kedja av ekvivalentapåståenden:kAx� bk2 är minimalt , Ax� b?Ay för varje y, (Ay)T (Ax� b) = 0 för varje y, yT (ATAx�ATb) = 0 för varje y, ATAx = ATb :Minstakvadratlösningarna till Ax = b fås alltså genom att man löser ekvationenATAx = ATb. Om a1, : : : , an är linjärt oberoende så är enligt Korollarium 8.1.1



110 Björkfelt�Bjonn=n-matrisen ATA inverterbar. Då är x = (ATA)�1ATb den enda minstakvadratlös-ningen. För projektionen p = Ax av b fås då den formel som anges i satsen. }Anmärkning. Observera att oändligt många vektorer x ibland kan ge upphov tillsamma minimala värde på kAx� bk. Detta inträ�ar varje gång ekvationen Ax = 0har icke-triviala lösninger, eftersom ATA och A har samma nollrum enligt Sats 8.1.Låt oss se vad som händer om b 2 R(A). Då är kAx� bk2 minimalt, dvs. noll,precis då p = Ax = b. Minstakvadratlösningarna till Ax = b kommer alltså i dettafall att vara precis lösningarna till Ax = b.Ett annat extremt fall har vi om b är ortogonal mot R(A). Då är b ortogonalmot kolonnerna i A så att ATb = 0. Minstakvadratlösningarna består då av allax 2 N(ATA) = N(A) och projektionen av b på R(A) blir p = Ax = 0, vilket mankunde vänta sig.Exempel 8.3. Räkneschemat för att bestämma minstakvadratlösningarna till ek-vationen Ax = b är (ATA j ATb). Detta räknar man enklast ut genom att bildamatrisprodukten AT (A j b). OmA = 0@ 1 1 20 1 22 1 21A och b = 0@ 4301A ;ställer vi alltså uppAT (A j b) = 0@ 1 0 21 1 12 2 21A0@ 1 1 2 j 40 1 2 j 32 1 2 j 01A= 0@ 5 3 6 j 43 3 6 j 76 6 12 j 141A! � � � ! 0@ 1 0 0 j �3=20 1 2 j 23=60 0 0 j 0 1A ;vilker ger minstakvadratlösningarnax = 0@�3=223=60 1A+ t0@ 0�20 1A (t 2 R) :Antag nu att U är ett underrum av Rn.De�nition 8.2. Den n=n-matris P , för vilken Px för varje x 2 Rn är (den ortogonala)projektionen av x på U , kallas projektionsmatrisen (för ortogonal projektion) på U .Projektionsmatrisen P på U kan konstrueras på följande sätt: Om fa1; : : : ;akg ären bas i U , kan man låta A vara den matris som har a1, : : : , ak som kolonner. Då ärju U = R(A) och matrisen(3) P = A(ATA)�1ATär enligt Sats 8.2 den sökta projektionsmatrisen på U .



Ortogonala projektionen 111Anmärkning. Om matrisen A innehåller bara en kolonn a så är ATA = aTa = kak2en 1=1-matris, dvs. en skalär. Dess invers är därför 1=kak2 och enligt (3) är aaT =kak2projektionsmatrisen på R(A) = spn fag. Detta visar att (2) är ett specialfall av (3).Sats 8.3. (a) Antag att P är projektionsmatrisen på ett underrum U av Rn. Då harP egenskaperna (i) P 2 = P ;(ii) P T = P :Omvänt gäller att om en matris P har egenskaperna (i) och (ii), så är P projektionsma-trisen på underrummet U = R(P ).(b) I � P är projektionsmatrisen på U? = N(P ).Bevis. (a) Tag en bas i U och bilda en matris A som innehåller basvektorerna somkolonner. Då kan P skrivas som i (3). Alltså ärP 2 = A(ATA)�1AT A(ATA)�1AT = A(ATA)�1AT = P ;eftersom ATA(ATA)�1 = I. Vidare är enligt Sats 3.10P T = (A(ATA)�1AT )T = ATT ((ATA)�1)TAT= A((ATA)T )�1AT = A(ATA)�1AT = P ;så att både (i) och (ii) gäller. Om vi omvänt antar att P har egenskaperna (i) och (ii)så gäller för ett godtyckligt men �xerat x att(Py;x � Px) = (Py)T (x� Px) = yTP Tx� yTP 2x = yTPx� yTPx = 0för varje y. Alltså är x � Px ortogonal mot R(P ), dvs. Px är projektionen av x påunderrummet R(P ).

U = R(A) = R(P)

U

x

Px

x - Px

�g. 3(b) Vi har just visat att vektorn (I �P )x = x�Px är ortogonal mot U = R(A) =R(P ) för varje x. Alltså är (I�P )x 2 U?. Varje x kan alltså skrivas som en summa x =



112 Björkfelt�BjonPx+(I�P )x, där Px 2 U och (I�P )x 2 U?, vilket ger att I�P är projektionsmatrisenpå underrummet U?. }Exempel 8.4. Om man skall räkna ut projektionsmatrisen på det plan U i R3,som har ekvationen x+ 3y + z = 0 i R3, kan man först bestämma en bas fa1; a2gi planet, sätta A = ( a1 a2 ) och sedan använda (3). Det är emellertid enklare attförst bestämma projektionsmatrisen P 0 på det lågdimensionella U? = spn fag,där a = ( 1 3 1 )T är normalvektorn till U , och sedan räkna ut P = I � P 0 (seSats 8.3). I detta fall innehåller A bara kolonnen a. Enligt (3) ärP 0 = A(ATA)�1AT = aaTkak2 = 111 0@ 1311A ( 1 3 1 ) = 111 0@ 1 3 13 9 31 3 11A ;ochP = I � P 0 = 111 0@ 11 11 111A� 111 0@ 1 3 13 9 31 3 11A = 111 0@ 10 �3 �1�3 2 �3�1 �3 10 1A :SpektralframställningenEn viktig användning av projektionsmatriser har vi i samband med egenvärden ochegenvektorer:Sats 8.4. Antag att A är en symmetrisk n=n-matris. Låt �1; : : : ; �p vara de olikaegenvärdena för A. Låt vidare Pi beteckna projektionsmatrisen på egenrummet V (�i)(i = 1; : : : ; p). Då gäller den s.k. spektralframställningen av A:A = �1P1 + �2P2 + � � �+ �pPp :Bevis. Eftersom Pi dimV (�i) = n och egenrummen V (�i) är parvis ortogonala, kanvarje x 2 Rn skrivas x = x1 + � � �+ xp ;där xi = Pix 2 V (�i) (i = 1; : : : ; p). Genom att multiplicera från vänster med A fåsAx = Ax1 + � � �+Axp= �1x1 + � � � + �pxp= �1P1x+ � � �+ �pPpx= (�1P1 + � � �+ �pPp)x :Eftersom detta gäller för varje x, så är A = �1P1 + � � �+ �pPp. }Låt oss se hur spektralframställningen kan användas i praktiken. Eftersom A ärsymmetrisk, är V (�i)? V (�k) om i 6= k. Följaktligen ärPiPk = 0 om i 6= k ;



Ortogonala projektionen 113ty för varje x 2 Rn är Pkx 2 V (�k) � N(Pi), varför Pi(Pkx) = 0 för varje x. Om vinu bildar potenser av A, t.ex. A:s kvadrat, försvinner alla korstermer:A2 = (�1P1 + � � �+ �pPp)(�1P1 + � � �+ �pPp)= �21P 21 + � � �+ �2pP 2p = �21P1 + � � � + �2pPp :Allmänt fås på samma sätt för en godtycklig heltalsexponent m � 1:(4) Am = �m1 P1 + � � �+ �mp Pp :Om �i 6= 0 för varje i så gäller denna formel också om exponenten är 0 eller ettnegativt heltal, förutsatt att vi de�nierar A0 och A�m genom A0 = I och A�m =(A�1)m: För m = 0 har vi ju för varje x den uppdelning i en summa som vi har använtovan, Ix = x = x1 + � � �+ xp = P1x+ � � �+ Ppx :Ur (�1P1 + � � �+ �pPp)� 1�1P1 + � � �+ 1�pPp� = P1 + � � �+ Pp = Iföljer att A�1 = 1�1P1 + � � �+ 1�pPp :Då bägge leden i denna formel upphöjs till potensen m, ser vi att (4) gäller också förnegativa heltalsexponenter.Exempel 8.5. En kalkyl visar att matrisenA = � 2 11 2�har egenvärdena 3 och 1 och att vektorn a1 = ( 1 1 )T respektive a2 = (�1 1 )Tbildar en bas i V (3) respektive V (1). Projektionsmatriserna på dessa egenrum äralltså P1 = a1aT1ka1k2 = 12 � 11� ( 1 1 ) = 12 � 1 11 1�P2 = a2aT2ka2k2 = 12 � 1�1� ( 1 �1 ) = 12 � 1 �1�1 1 �och spektralframställningen av A blir A = 3P1 + P2. Heltalspotenser An av A fåsnu genom att att man upphöjer egenvärdena till potensen n:An = 3nP1 + P2= 3n � 12 � 1 11 1�+ 12 � 1 �1�1 1 �= 12 � 3n + 1 3n � 13n � 1 3n + 1�för varje n 2 Z. Notera att detta kan användas t.ex. till att bestämma gränsvärdetav An då n! �1: Eftersom gränsvärden av matriser bildas elementvis, ärlimn!�1An = 12 � 1 �1�1 1 � = P2 :



114 Björkfelt�BjonOrtogonala matriser och projektionsmatriserVi har tidigare visat att om matrisen A har linjärt oberoende kolonner så är ATAkvadratisk, symmetrisk och inverterbar. Låt oss nu göra det strängare antagandet attkolonnerna a1, : : : , ap i A bildar ett ON -system (se de�nition 5.5). I detta fall blirmatrisen ATA speciellt enkel:(5) ATA = 0@aT1:ap 1A ( a1 : : : ap ) = 0@aT1 a1 : : : aT1 ap: :aTp a1 : : : aTp ap1A = Ip :För projektionsmatrisen P = A(ATA)�1AT på R(A) får vi därför uttrycket(6) P = AAT :Eftersom vi får minstakvadratlösningarna till Ax = b som lösningar till ATAx = ATb,är nu x = ATb den entydiga minstakvadratlösningen.Formel (6) kan också skrivas med hjälp av beteckningarna för kolonnerna i A:(7) P = AAT = ( a1 : : : ap )0@aT1:ap 1A = a1aT1 + � � �+ apaTp :Eftersom varje ai är en enhetsvektor, dvs. ett ON -system bestående av en enda vektor,så är varje term aiaTi i summan projektionsmatrisen på spn faig enligt (6).De�nition 8.3. En kvadratisk matris Q är ortogonal om kolonnerna i Q bildar ettON -system.Ur (5) följer att en kvadratisk matris Q är ortogonal om och endast om QTQ = I.Detta är i sin tur ekvivalent med att QT är Q:s invers (Sats 4.17 (ii)). Vi har alltsåföljande karakterisering av en ortogonal matris:Sats 8.5. En kvadratisk matris Q är ortogonal om och endast om Q�1 existerar ochQ�1 = QT .Enligt Sats 3.10 är (QT )�1 = (Q�1)T om Q�1 existerar. Om Q är ortogonal, ärdärför (QT )�1 = (QT )T , dvs. också QT är en ortogonal matris:Korollarium 8.5.1. Om matrisen Q är ortogonal, är också QT ortogonal, dvs. ocksåraderna i Q bildar ett ON -system.Ortogonala matriser har en geometrisk betydelse eller tolkning, som vi nu skallstudera närmare:Antag att Q är en ortogonal n=n-matris och låt x och y vara godtyckliga vektoreri Rn. Mellan dessa har vi en viss vinkel u (om vektorerna är olika noll). Då manmultiplicerar från vänster med Q erhålls två nya vektorer Qx och Qy, mellan vilka vihar en vinkel v. För t.ex. Qx gällerkQxk2 = (Qx)TQx = xTQTQx = xTx = kxk2 ;



Ortogonala projektionen 115eftersom QTQ = I. Efter kvadratrotsutdragning fåskQxk = kxk :Motsvarande formel gäller för vilken vektor som helst, t.ex. för x� y, så attkQx�Qyk = kQ(x� y)k = kx� yk :Denna formel säger att avstånd bevaras vid multiplikation från vänster med Q.
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�g. 4Om avstånd bevaras så bevaras också vinklar: En triangel för�yttas ju i Rn (se �g.4) och då bevaras triangelns vinklar. Men man kan också direkt visa att u = v medhjälp av att QTQ = I:cos v = (Qx)TQykQxk kQyk = xTQTQykxk kyk = xTykxk kyk = cos u :Sats 8.6. Då vektorer i Rn multipliceras från vänster med en ortogonal n=n-matrisbevaras både avstånd och vinklar.Exempel 8.6. Som ett exempel på en ortogonal matris betraktar viQ = � cos � � sin �sin � cos � � ;dvs. den matris som �roterar� xy-planet en vinkel � moturs (se exempel 5.8).De två kolonnerna är ortogonala mot varandra och är enhetsvektorer (ty cos2 � +sin2 � = 1). Alltså är Q en ortogonal matris. Vi säger att Q är en rotationsmatris.Rotationsmatriser i R3 åstadkommer på motsvarande sätt en rotation med en vissvinkel kring en given rotationsaxel. Dessa matriser är också ortogonala men kanvara betydligt mera komplicerade.Andra exempel på ortogonala matriser har vi i speglingsmatriserna. Låt V vara ettunderrum i Rn och låt P vara projektionsmatrisen på V . För varje vektor x i Rn ärvektorn Sx = x+ 2(Px� x) = 2Px� x = (2P � I)x
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�g. 5speglingen av x i V . Den matris som åstadkommer denna spegling, dvs.(8) S = 2P � Ikallas speglingsmatrisen i V . Uttryckt med hjälp av projektionsmatrisen P 0 = I � Ppå V ? har S formen(9) S = I � 2P 0 :Eftersom P T = P = P 2, ärST = (2P � I)T = 2P T � I = 2P � I = S ;S2 = (2P � I)2 = 4P 2 � 4P + I = I :Följaktligen är STS = S2 = I, dvs. S�1 = ST . Alltså är S en ortogonal matris.Exempel 8.7. För att räkna ut speglingsmatrisen i planet V i R3 med ekvationen2x�y+3z = 0 är det enklare att använda formel (9) än formel (8) på grund av attV ? har lägre dimension än V . Planet V har normalvektorn a = ( 2 �1 3 )T .Således ärS = I � 2P 0 = I � 2 aaTkak2= 0@ 1 1 11A� 2 � 114 0@ 2�13 1A ( 2 �1 3 ) = 17 0@ 3 2 �62 6 3�6 3 �21A :Anmärkning. Man kan visa att varje ortogonal n=n-matris är en produkt av högst nstycken speglingsmatriser i hyperplan iRn, dvs. i underrummed dimensionen n�1. Vi-dare kan man visa att en produkt av två sådana speglingsmatriser är en rotationsmatriskring en �axel� med dimensionen n�2. T.ex. de ortogonala 3=3-matriserna kan därförindelas i (i) speglingsmatriser i ett plan, (ii) rotationsmatriser och (iii) rotationsspeg-lingar. En rotationsspegling är en produkt av en rotationsmatris och en speglingsmatrisför spegling i ett plan. Observera att varje permutationsmatris är en ortogonal matris:En enkel permutationsmatris är ju en speglingsmatris i ett hyperplan.



Ortogonala projektionen 117Gram�Schmidt-procedurenAntag att ett antal linjärt oberoende vektorer a1, : : : , ap är givna. Vår uppgift är attkonstruera ortonormala vektorer q1, : : : , qp (dvs. att ortonormera), sådana attspn fq1; : : : ;qpg = spn fa1; : : : ;apg :Med hjälp av Gram�Schmidt-proceduren utförs detta i två steg. I det första stegetkonstrueras ortogonala vektorer med samma spann som de ursprungliga (man ortogo-naliserar). I det andra steget ändras längden av de ortogonala vektorerna så att de blirenhetsvektorer (man normerar).Steg 1: Vi konstruerar stegvis nya vektorer v1, : : : , vp på följande sätt: Sättv1 = a1. Sätt v2 = a2 � �v1 och välj � så att v1?v2. Vi kräver följaktligen att0 = vT1 v2 = vT1 a2 � �kv1k2 ;vilket ger att � = vT1 a2=kv1k2. Alltså ärv2 = a2 � vT1 a2kv1k2v1 :Sätt sedan v3 = a3 � �1v1 � �2v2 och välj �1 och �2 så att v1?v3 och v2?v3.Eftersom v1 och v2 redan är ortogonala, antar dessa krav formen0 = vT1 v3 = vT1 a3 � �1kv1k2 ;0 = vT2 v3 = v2a3 � �2kv2k2 :Detta ger att �1 = vT1 a3=kv1k2 och �2 = vT2 a3=kv2k2, så attv3 = a3 � vT1 a3kv1k2v1 � vT2 a3kv2k2v2 :På detta sätt kan man fortsätta: Ansatsen för varje vi är den gamla vektorn aiminus en linjärkombination av de tidigare de�nierade v1, : : : , vi�1. Därefterväljs koe�cienterna i linjärkombinationen så att vi faktiskt blir ortogonal mot v1, : : : ,vi�1. Som sista ekvation fåsvp = ap � vT1 apkv1k2v1 � � � � � vTp�1apkvp�1k2vp�1 :Efter insättningar blir varje vi en linjärkombination av vektorer ai och omvänt kanvarje ai lösas ut som en linjärkombination av vektorer vi. Således ärspn fv1; : : : ;vpg = spn fa1; : : : ;apg :Steg 2: Nu återstår bara att normera vektorerna: För varje i = 1; : : : ; p sätter viqi = vikvik ; varvid kqik =  vikvik = 1kvikkvik = 1 :



118 Björkfelt�BjonVektorerna q1, : : : , qp bildar nu ett ON -system med samma spann som de ursprungligavektorerna a1, : : : , ap.Gram�Schmidt-proceduren används ofta på egenvektorer till symmetriska matriser:Exempel 8.8. Den symmetriska matrisenA = 0@ 3 1 11 3 11 1 31Avisar sig ha den karakteristika ekvationen (2 � �)2(5 � �) = 0. Efter uträkning�nner vi i egenrummen V (2) och V (5) baser fa1; a2g respektive fa3g, dära1 = (�1 1 0 )T ; a2 = (�1 0 1 )T ; a3 = ( 1 1 1 )T :Vektorn a3 är automatiskt ortogonal mot a1 och a2 (Sats 7.2 (ii)) men a1 och a2är inte sinsemellan ortogonala. Vi tillämpar Gram�Schmidt-proceduren på dem,dvs. vi sätter v1 = a1 och v2 = a2 � �v1 samt kräver att0 = vT1 v2 = vT1 a2 � �kv1k2 = 1� 2� :Ur detta följer att � = 1=2. Alltså ärv2 = a2 � 12v1 = 0@�101 1A� 12 0@�110 1A = 12 0@�1�12 1A = 12w2 :Vektorerna v1 och v2 skall sedan normeras i steg 2 (observera att v2 och w2harsamma normering!). Samtidigt passar vi på att normera också a3:q1 = v1kv1k = 1p2 0@�110 1A ; q2 = v2kv2k = w2kw2k = 1p6 0@�1�12 1A ;q3 = a3ka3k = 1p3 0@ 1111A :Vektorerna q1, q2 och q3 bildar nu ett ON -system av egenvektorer till A. Medhjälp av (7) kan vi lätt skriva ut spektralframställningenA = 2(q1qT1 + q2qT2 ) + 5q3qT3 :Exempel 8.9. Om vektorernaa1 = ( 1 1 0 )T ; a2 = ( 1 0 1 )T ; a3 = ( 0 1 1 )Tskall ortonormeras, sätter vi v1 = a1 = ( 1 1 0 )T ochv2 = a2 � �v1



Ortogonala projektionen 119samt kräver att 0 = vT1 v2 = vT1 a2 � �kv1k2 = 1� 2� :Ur detta följer att � = 1=2 och då ärv2 = a2 � �v1 = 0@ 1011A� 12 0@ 1101A = 12 0@ 1�12 1A = 12w2 :Sedan sätter vi v3 = a3 � �1v1 � �2v2 och kräver att0 = vT1 v3 = vT1 a3 � �1kv1k2 = 1� 2�1 ;0 = vT2 v3 = vT2 a3 � �2kv2k2 = 12 � 32�2 :Detta ger att �1 = 1=2 och �2 = 1=3. Alltså ärv3 = 0@ 0111A� 12 0@ 1101A� 16 0@ 1�12 1A = 23 0@�111 1A = 23w3 :I steg 2 sätter vi till slutq1 = v1kv1k = 1p2 0@ 1101A ; q2 = v2kv2k = w2kw2k = 1p6 0@ 1�12 1A ;q3 = v3kv3k = w3kw3k = 1p3 0@�111 1A :QR-faktoriseringenQR-faktoriseringen av en matris är i själva verket en skrivning i matrisform av Gram�Schmidt-ortonormeringen av matrisens kolonner:Exempel 8.10. I föregående exempel ära1 = v1a2 = 12v1 + v2a3 = 12v1 + 13v2 + v3 = p2q1= p22 q1 + p62 q2= p22 q1 + p66 q2 + 2p33 q3 :Om vi sätter A = (a1 a2 a3 ) och Q = (q1 q2 q3 ), kan dessa likheter skrivasi matrisformA = QR = 0@ 1=p2 1=p6 �1=p31=p2 �1=p6 1=p30 2=p6 1=p3 1A0@p2 p2=2 p2=20 p6=2 p6=60 0 2p3=31A :Detta är QR-faktoriseringen av matrisen A.



120 Björkfelt�BjonAv exempel 8.10 inser man att varje matris A med linjärt oberoende kolonner kanfaktoriseras på motsvarande sätt:Sats 8.7. Varje matris A med linjärt oberoende kolonner kan genom ortonormeringav kolonnerna QR-faktoriseras, A = QR ;där kolonnerna i Q är de ortonormala vektorer, som är resultatet av Gram�Schmidt-proceduren, och R är en uppåt triangulär matris, som är inverterbar. Diagonalelemen-ten i R är rii = kvik, där vi är de vektorer som de�nieras under ortogonaliseringsfasen.Om A är kvadratisk, är Q en ortogonal matris.VolymerMed hjälp av Gram�Schmidt-proceduren och QR-faktoriseringen skall vi härleda enformel för volymen V av den �parallellepiped� i Rn som spänns upp av n vektorer a1,: : : , an, dvs. den parallellepiped som har vektorerna ai som �kanter�.Vi antar först att vektorerna ai är parvis ortogonala. Då är V = ka1k � � � kank. Omvi sätter A = ( a1 : : : an ) är å andra sidanATA =0@aT1:aTn 1A ( a1 � � � an ) = 0@ ka1k2 : : kank21A ;vilket ger attdet(A)2 = det(AT ) � det(A) = det(ATA) = ka1k2 � � � kank2 = V 2 :Således är(10) V = jdet(A)j :Vi skall visa att volymformeln (10) gäller generellt. Först konstaterar vi att dengäller om vektorerna a1, : : : , an är linjärt beroende, eftersom både volymen V och de-terminanten då är noll. Vi kan därför i fortsättningen anta att a1, : : : , an är linjärt obe-roende men annars godtyckliga. Vi ortogonaliserar enligt Gram�Schmidt-procedurenoch får ortogonala vektorer v1, : : : , vn samt erhåller en QR-faktorisering A = QR avA. Av �g. 6 ser vi att det parallellogram, som a1 och a2 uppspänner i R2, har sammaarea som den rektangel, som v1 och v2 uppspänner. Motsvarande kommer att gälla förvolymer i R3 och i högre dimensioner.
a 2

v   = a 11

v 2

�g. 6



Ortogonala projektionen 121Med stöd av detta och räkneregel 8 för determinanter fåsdet(A) = det(Q) � det(R) = �kv1k � � � kvnk = �V :Här har vi dessutom utnyttjat att diagonalelementen i R är kvik (Sats 8.7) samt attdeterminanten av en ortogonal matris är �1 (övningsuppgift 4 i kap. 6). Formel (10)är alltså giltig i varje tänkbart fall.Övningsuppgifter1. Konstruera en ortonormal bas i planet x � y + z = 0 i R3 samt bestäm projek-tionsmatrisen P på planet.2. Bestäm på den räta linje som uppspänns av a = ( 1 1 1 )T den punkt p1, somligger närmast punkten b = ( 2 4 4 )T . Bestäm också den punkt p2 på spn fbg,vilken ligger närmast a.3. (a) Bestäm minstakvadratlösningen till Ax = b genom att lösa ATAx = ATb, därA = 0@ 1 00 11 11A ; x = �x1x2� ; b = 0@ 1341A :Bestäm projektionen p av b på R(A).(b) och (c): Utför samma uppgift då A och b är följande matris respektive högerled:(b) 0@ 1 32 23 11A ; 0@ 1211A ; (c) 0@ 1 11 21 31A ; 0@ 4211A :4. Antag att P är projektionsmatrisen på en rät linje genom origo i xy-planet. Ritaen �gur för att beskriva e�ekten av speglingsmatrisen H = I � 2P . Förklara bådegeometriskt och algebraiskt varför H2 = I.5. (a) Projicera vektorn b = ( 0 3 0 )T på var och en av de ortonormala vektorernaa1 = 13 ( 2 2 �1 )T och a2 = 13 (�1 2 2 )T och bestäm sedan dess projektionpå planet spn fa1; a2g.(b) Bestäm också projektionen av b = ( 0 3 0 )T på a3 = 13 ( 2 �1 2 )T , adderade tre projektionerna på endimensionella underrum och tolka resultatet. Varför ärP = a1aT1 + a2aT2 + a3aT3 = I?6. Bestäm en bas i N(A) då A = � 1 0 21 1 4�och veri�era att N(A)?R(AT ). Skriv vektorn x = ( 3 3 3 )T i formen x =x1 + x2, där x1 2 R(AT ) och x2 2 N(A). Vilka är koordinaterna för x1 i basenf( 1 0 2 )T ; ( 1 1 4 )T g i R(AT )?7. Räkna ut spektralframställningen för matrisen A då(a) A = � 3 22 3� ; (b) A = 0@ 0 �1 �1�1 0 �1�1 �1 0 1A :Skriv ut en formel för An samt bestäm en tredjerot ur A, dvs. en matris X sådanatt X3 = A.



122 Björkfelt�Bjon8. Visa att om Q1 och Q2 är ortogonala matriser så är också Q1Q2 en ortogonalmatris.9. Räkna ut en formel för avståndet från en punkt y iR3 till planet nTx = b. Ledning:Antag temporärt att x0 är en punkt i planet och projicera y � x0 på n.10. Ortonormera med hjälp av Gram�Schmidt-proceduren vektorerna(a) a1 = ( 0 0 1 )T ; a2 = ( 0 1 1 )T ; a3 = ( 1 1 1 )T ;(b) a1 = (�1 2 2 )T ; a2 = ( 4 �5 �2 )T ; a3 = ( 5 �2 1 )T :samt QR-faktorisera matrisen A = (a1 a2 a3 ).11. (a) Konstruera en ortonormal bas (dvs. en bas som är ett ON -system) till det planV i R3 som har ekvationen x� y + 2z = 0.(b) Räkna ut projektionsmatrisen (för ortogonal projektion) på V .(c) Räkna också ut speglingen Sx i V av en godtycklig punkt x = ( x y z )T (härär S speglingsmatrisen i V ).12. Visa att för varje m=n-matris A med rangen r gäller att matrisen AAT är symmet-risk och har rangen r.13. Vilken är volymen av den parallellepiped, som har sina hörn i punkterna ( 0 0 0 ),(�1 2 2 ), ( 2 �1 2 ) och ( 2 2 �1 )?14. (a) Låt A vara en m=n-matris. Visa att ATA bara har icke-negativa egenvärden.(b) Låt �1 � � � � � �k > 0 vara en uppräkning av ATA:s positiva egenvärdenoch sätt �j = +p�j för j = 1; : : : ; k (dessa tal kallas A:s singulärvärden). Låtvidare fv1; : : : ;vng vara ett ON-system av motsvarande egenvektorer. Visa attvTj ATAvi = �j2�ji för j = 1; : : : ; k och i = 1; : : : ; n.(c) Sätt uj = ��1j Avj för j = 1; : : : ; k. Visa att fu1; : : : ;ukg är ett ON-system.(d) Komplettera fu1; : : : ;ukg till en ON-bas fu1; : : : ;umg i Rm.(e) Låt U och V vara de ortogonala matriser som innehåller uj :na resp. vi:na somkolonner och låt � vara denm=n-matris som diagonalt från övre vänstra hörnet hartalen �1; : : : ; �k; 0; : : : medan övriga matriselement är nollor. Visa att A = U�V T .Detta är singulärvärdesfaktoriseringen (singulärvärdesdekompositionen) av A.


