8. Ortogonala projektioner

Antag att a (5 0) och b &r tva vektorer i R™. Vi skall bilda den ortogonala projektionen
av b pa det endimensionella underrummet L = spn{a}. Enligt resonemanget i beviset
av Schwarz olikhet r ||b — ta||> minimalt d& ¢ har virdet t, = a”b/||a|’.

Om vi sétter p = tpa, dr b — p ortogonalt mot L s att b kan skrivas som en summa
b=p+(b-p), dir p € L och b —p € L*. Vektorn

Tp
(1) p =toa= a—za,
all
som vi ocksé kan skriva
T
aa
(2) p=—5b,
all

ar alltsd (den ortogonala) projektionen av b pa L eller enklare projektionen av b pd a.
Vi vet redan att p och b — p &r ortogonala men detta kan ocksa verifieras direkt med
hjilp av (1):

2
alb)? a’b
pT(b—p)Zpr—prz( 2) —( 2> laf* =0.
lal| llal|

P& grund av denna ortogonalitet giller (jfr. Pytagoras teorem):

b =b"b = (p+ (b—p)) ' (p+(b—p))
=p'p+2p (b—p)+ (b—p)'(b—p)=|p|*+Ib-p|*.

Om a ér en enhetsvektor v, antar (1) den enklare formen
p=(vb)v = (|b]cosp)v,

dér ¢ &dr vinkeln mellan b och a.
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Exempel 8.1. For att projicera b = (3 1 2)T pia=(1 1 1)T, riknar vi
forst ut enhetsvektorn

Projektionen blir d&

_ (L) L T _ T
p—(va)v—(\/g 6)\/3(1 1 1) =2(1 1 1) .

I niista avsnitt skall vi generalisera formel (2) till det fall att en vektor b proji-
ceras pa ett underrum med godtycklig dimension. Forst behover vi emellertid négra
forberedande resultat:

Sats 8.1. For en m/n-matriz A gdller:
(i) AT A dr en symmetrisk n/n-matris;

(ii) AT A och A har samma rang.

Bevis. (i) Matrisen AT A #r en n/n-matris. Att den dr symmetrisk foljer ur
(ATA)T = ATATT = AT A,

i) Vi visar forst att AT A och A har samma nollrum: Enligt Sats 5.7 (i) giller att
N(ATA) D N(A). Den omviinda inklusionen foljer ur

x € N(ATA) = ATAx=0 = xTATAx=0 = (Ax)TAx=0
= |4x]*=0 = Ax=0 = xeN(A).
Alltsa dar N(ATA) = N(A). Enligt Sats 4.14 &r nu
r(ATA) =n —dimN(ATA) =n —dimN(A) = r(A).
En foljd av Sats 8.1 (i) &r:

Korollarium 8.1.1. Om A dr en m/n-matris med rangen n si dir AT A inverterbar.

Bevis. Eftersom AT A #r en n/n-matris med rangen n, ir AT A icke-singulir och
ddrmed inverterbar (Sats 3.9). ¢

Exempel 8.2. I matrisen
1 4
A=12 0
3 1
ar kolonnerna linjért oberoende. Dérfor dr den symmetriska matrisen
14 7
Ty
wa= ()

inverterbar (vilket ocksa litt verifieras direkt).
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Inkonsistenta ekvationer och projektionsmatriser

Antag att A &r en m/n-matris och betrakta en ekvation Ax = b, dir b dr en godtycklig
kolonnvektor i R”. Om ekvationen dr inkonsistent sa har den naturligtvis ingen 16sning
men i detta fall kan man i stéllet forsoka bestimma ett sddant x att Ax ligger sd néra
hogerledet b som mojligt:

Definition 8.1. En vektor x, som gor talet ||Ax — b||* s& litet som majligt, kallas en
minstakvadratlosning till ekvationen Ax = b.

R(A)

fig. 2

Talet |Ax — b||> &r ju kvadraten pa avstandet fran b till en variabel vektor Ax i
kolonnrummet R(A). Da detta tal dr sa litet som mojligt, kommer Ax saledes att vara
den ortogonala projektionen p av b pa R(A).

Sats 8.2. Minstakvadratiosningarna till ekvationen Ax = b dar precis losningarna till

ATAx = ATb.
Om A = (a; --- a,) och kolonnerna a; i A dr linjirt oberoende, ir ATA in-
verterbar, varfor minstakvadratidsningen till Ax = b i detta fall kan skrivas x =

(ATA)=tATb. Den ortogonala projektionen av b pi R(A) blir alltsd

p=Ax = A(ATA)*4ATb.

Bevis. Pa grund av att R(A) = {Ay | y € R"} fas foljande kedja av ekvivalenta
pastaenden:

Ax — b L Ay for varje y

(Ay)T (Ax — b) = 0 for varje y
yT (AT Ax — ATb) = 0 for varje y
ATAx = A"b.

|Ax — b||* &r minimalt

T ¢ 0

Minstakvadratlosningarna till Ax = b fas alltsd genom att man loser ekvationen
ATAx = ATb. Om ay, ..., a, ir linjirt oberoende sa #r enligt Korollarium 8.1.1
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n/n-matrisen AT A inverterbar. D4 ir x = (AT A)~!ATb den enda minstakvadratlos-
ningen. For projektionen p = Ax av b fas d& den formel som anges i satsen. <

Anmiérkning. Observera att odndligt ménga vektorer x ibland kan ge upphov till
samma minimala virde pd [|[Ax — b||. Detta intriffar varje gang ekvationen Ax = 0
har icke-triviala losninger, eftersom AT A och A har samma nollrum enligt Sats 8.1.

Lt oss se vad som hinder om b € R(A). DA #r ||Ax — b||> minimalt, dvs. noll,
precis dd p = Ax = b. Minstakvadratlosningarna till Ax = b kommer alltsd i detta
fall att vara precis losningarna till Ax = b.

Ett annat extremt fall har vi om b &r ortogonal mot R(A). D& &r b ortogonal
mot kolonnerna i A si att A”b = 0. Minstakvadratlosningarna bestar da av alla
x € N(ATA) = N(A) och projektionen av b pa R(A) blir p = Ax = 0, vilket man
kunde vinta sig.

Exempel 8.3. Rikneschemat for att bestimma minstakvadratlosningarna till ek-
vationen Ax = b ir (ATA | ATb). Detta riknar man enklast ut genom att bilda
matrisprodukten A7 (A | b). Om

11 2 4
A=[0 1 2 och b=1{3],
2 1 2 0
stiller vi allts& upp
1 0 2 11 2 | 4
ATA|b)=(1 1 1 01 2 | 3
2 2 2 21 2 | 0
5 3 6 | 4 1 00 | —=3/2
=3 3 6 | 7]—=---—=101 2 | 23/6 |,
6 6 12 | 14 0 0 0 | 0
vilker ger minstakvadratlosningarna
—3/2 0
x=123/6 | +t| —2 (teR).
0 0

Antag nu att U &r ett underrum av R".

Definition 8.2. Den n/n-matris P, for vilken Px for varje x € R"™ ir (den ortogonala)
projektionen av x pa U, kallas projektionsmatrisen (for ortogonal projektion) pa U.

Projektionsmatrisen P pa U kan konstrueras pa foljande sitt: Om {a;,...,a;} ér
en bas i U, kan man lata A vara den matris som har a;, ..., a; som kolonner. D& ér
ju U = R(A) och matrisen

(3) P = AATA)7tAT

ar enligt Sats 8.2 den sokta projektionsmatrisen pa U.
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T 2
a = |lall
en 1/1-matris, dvs. en skalir. Dess invers &r dirfor 1/||al|> och enligt (3) ar aa”/||al|?

projektionsmatrisen pa R(A) = spn{a}. Detta visar att (2) &r ett specialfall av (3).

Anmirkning. Om matrisen A innehéller bara en kolonn a sa ir ATA = a

Sats 8.3. (a) Antag att P dr projektionsmatrisen pa ett underrum U av R™. Dd har
P egenskaperna
(i) P*=P,

(i) PT =P.

Omuant gdller att om en matris P har egenskaperna (i) och (i7), sd ar P projektionsma-
trisen pd underrummet U = R(P).

(b) I — P dr projektionsmatrisen pi UL = N(P).

Bevis. (a) Tag en bas i U och bilda en matris A som innehéller basvektorerna som
kolonner. D& kan P skrivas som i (3). Alltsd &r

P? = A(ATA)TTAT A(ATA)7TAT = A(ATA) AT =P,
eftersom AT A(AT A)~! = I. Vidare #r enligt Sats 3.10

PT — (A(ATA)—IAT)T — ATT((ATA)—I)TAT
— A((AT A)T)"1AT = A(ATA)~1AT = P,

sd att bade (7) och (i7) giller. Om vi omvént antar att P har egenskaperna (i) och (i)
s& giller for ett godtyckligt men fixerat x att

(Py,x — Px) = (Py)T(x — Px) = y"PTx —y"P>x = y"Px —yT Px =0

for varje y. Alltsd &r x — Px ortogonal mot R(P), dvs. Px dr projektionen av x pé
underrummet R(P).

1
U
________ X

X - Px
[
/I
|
Px
| U=R(A) =R(P)

fig. 3

(b) Vi har just visat att vektorn (I — P)x = x — Px #ér ortogonal mot U = R(A) =
R(P) for varje x. Alltsi ér (I—P)x € UL. Varje x kan alltsi skrivas som en summax =
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Px+(I—P)x, dir Px € U och (I-P)x € U™, vilket ger att I — P #r projektionsmatrisen
pa underrummet U+. ¢

Exempel 8.4. Om man skall rikna ut projektionsmatrisen pa det plan U i R3,
som har ekvationen z + 3y + z = 0 i R?, kan man forst bestimma en bas {a;, as}
i planet, sitta A = (a; az) och sedan anviinda (3). Det &r emellertid enklare att
forst bestaimma projektionsmatrisen P’ pa det ldgdimensionella U+ = spn{a},
dira= (1 3 1)7 &r normalvektorn till U, och sedan rikna ut P = I — P’ (se
Sats 8.3). I detta fall innehéller A bara kolonnen a. Enligt (3) &r

T 1 AT aal 1 L 1 13 1
P = A(AT A~ AT = 2:ﬁ 3](1 3 l)zﬁ 3 9 3],
[l 1 1 3 1
och
1 11 1 1 3 1 1 10 -3 -1
P:I—P’:ﬁ 11 11 3 9 3 :ﬁ -3 2 =3
11 1 3 1 -1 -3 10

Spektralframstéllningen

En viktig anvindning av projektionsmatriser har vi i samband med egenviirden och
egenvektorer:

Sats 8.4. Antag att A dr en symmetrisk n/n-matris. Ldat Aq,...,\, vare de olika
egenvirdena for A. Lit vidare P; beteckna projektionsmatrisen pd egenrummet V(\;)
(i=1,...,p). Da gdller den s.k. spektralframstillningen av A:

A=MP + P+ + AP,

Bewvis. Eftersom ). dimV();) = n och egenrummen V();) ér parvis ortogonala, kan
varje x € R" skrivas
X:X1+"'+Xp,

dir x;, = Px € V()\;) (1 =1,...,p). Genom att multiplicera fran vinster med A fas

Ax = Ax; +--- + Ax,
= X+ A%,
=MPix+---+ APx
= MPL+-+ A P,)x.

Eftersom detta giller for varje x, sd &ar A= M P+ + A\ FPp. O

Lat oss se hur spektralframstillningen kan anviindas i praktiken. Eftersom A ér
symmetrisk, dr V(A;) L V(A\x) om i # k. Foljaktligen &r

PP.=0 omi#k,
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ty for varje x € R™ dr Prx € V(\;) C N(B;), varfor P;(Pyx) = 0 for varje x. Om vi
nu bildar potenser av A, t.ex. A:s kvadrat, forsvinner alla korstermer:
A2 = (M PL+ -+ 2P (M P+ + A\ P)
=XNPl+- + NP = AP+ + AP,.
Allmént fas pd samma séitt for en godtycklig heltalsexponent m > 1:

(4) A™ = X['Py 4 -+ AP, .

Om \; # 0 for varje ¢ si giiller denna formel ocksd om exponenten ér 0 eller ett
negativt heltal, forutsatt att vi definierar A° och A=™ genom A° = I och A™™ =
(A=1)™: For m = 0 har vi ju for varje x den uppdelning i en summa som vi har anviint
ovan,

Ix=x=x%X1 + - +%x,=Pix+ -+ Px.

Ur
1 1
(MPL+ -+ X Pp) (—P1+'--+—Pp> =P +--+P,=1
A1 Ap
foljer att
1 1
Al=—P +...+ =P,.
VR W

D& bigge leden i denna formel upphojs till potensen m, ser vi att (4) giller ocksé for
negativa heltalsexponenter.

Exempel 8.5. En kalkyl visar att matrisen

NG

har egenviirdena 3 och 1 och att vektorn a; = (1 1)7 respektive a, = (=1 1)%
bildar en bas i V(3) respektive V(1). Projektionsmatriserna pa dessa egenrum &r

alltsd .
ajaj 1/1 1/1 1
P = — - 1 1)=-=
TR 2<1>( ) o\1 1

T
ara; 1/ 1 1/ 1 -1
P2: 2:—( >(]_ —1):—
lazl” ~ 2 \ 1 2\-1 1

och spektralframstillningen av A blir A = 3P; + P,. Heltalspotenser A™ av A fas
nu genom att att man upphojer egenviirdena till potensen n:

A" =3"P + P,
_gn. 1711 n 11 -1
S0 o2\ 1) T2 -1 1
L3+l 3r -1
S 2\3"—-1 3" +1
for varje n € Z. Notera att detta kan anviindas t.ex. till att bestimma grinsvirdet
av A" dd n — —oo: Eftersom grinsviirden av matriser bildas elementvis, dr

R A TR
nlilllooA_i(q 1>_P2'
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Ortogonala matriser och projektionsmatriser

Vi har tidigare visat att om matrisen A har linjirt oberoende kolonner si ir AT A
kvadratisk, symmetrisk och inverterbar. Lat oss nu gora det stringare antagandet att
kolonnerna ay, ..., a, i A bildar ett ON-system (se definition 5.5). I detta fall blir
matrisen AT A speciellt enkel:

al afa; ... ala,

(5) ATA=1| : |(ay ... a,)= : : =1,.
a ala ala
P paL ... » &p

For projektionsmatrisen P = A(ATA)~1 AT pa R(A) far vi darfor uttrycket
(6) P=AAT.

Eftersom vi far minstakvadratlosningarna till Ax = b som losningar till AT Ax = ATb,
ar nu x = ATb den entydiga minstakvadratlosningen.

Formel (6) kan ocksé skrivas med hjilp av beteckningarna for kolonnerna i A:
aj
(7) P=AAT =(a; ... a,)| : :a1a1T+---+apag.
a,

Eftersom varje a; dr en enhetsvektor, dvs. ett ON-system bestaende av en enda vektor,

s& dr varje term a;al i summan projektionsmatrisen pa spn{a;} enligt (6).

Definition 8.3. En kvadratisk matris ) #r ortogonal om kolonnerna i () bildar ett
ON-system.

Ur (5) foljer att en kvadratisk matris @ dr ortogonal om och endast om QT Q = I.
Detta #r i sin tur ekvivalent med att Q7 &r Q:s invers (Sats 4.17 (4i)). Vi har alltsa
foljande karakterisering av en ortogonal matris:

Sats 8.5. En kvadratisk matris QQ dr ortogonal om och endast om Q™! existerar och
-1 _ QT-
Enligt Sats 3.10 dr (QT)~! = (Q71)T om Q™! existerar. Om @ &r ortogonal, &r
darfor (QT)~! = (QT)7, dvs. ocksd QT ar en ortogonal matris:

Korollarium 8.5.1. Om matrisen Q dr ortogonal, dr ocksi QT ortogonal, dvs. ocksd
raderna i @ bildar ett ON -system.

Ortogonala matriser har en geometrisk betydelse eller tolkning, som vi nu skall
studera nirmare:

Antag att @ dr en ortogonal n/n-matris och lit x och y vara godtyckliga vektorer
i R". Mellan dessa har vi en viss vinkel v (om vektorerna #r olika noll). D& man
multiplicerar frin vinster med @ erhélls tva nya vektorer @Qx och Qy, mellan vilka vi
har en vinkel v. For t.ex. Qx giiller

lx]1* = (Qx)"@x = x"QTQx = x"x = |x|*,
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eftersom Q7 Q = I. Efter kvadratrotsutdragning fas
1Qx| = [|x]|-
Motsvarande formel giiller for vilken vektor som helst, t.ex. for x — y, s att

1Qx — Qyll = R =)l = Ix =¥l

Denna formel siger att avstadnd bevaras vid multiplikation fran vinster med Q).

Qy
y v A X

fig. 4

Om avstdnd bevaras si bevaras ocksa vinklar: En triangel forflyttas ju i R™ (se fig.
4) och da bevaras triangelns vinklar. Men man kan ocksi direkt visa att v = v med
hjslp av att QTQ = I:

sy = O@X)TQy _ xTQTQy _ xy

lQx[IlQyll [yl [l Iyl

= COosu.

Sats 8.6. Dd vektorer i R™ multipliceras fran vanster med en ortogonal n/n-matris
bevaras bade avstand och vinklar.

Exempel 8.6. Som ett exempel pé en ortogonal matris betraktar vi

Q= (cos@ —sin0>

sinf@ cosf

dvs. den matris som “roterar” zy-planet en vinkel # moturs (se exempel 5.8).
De tva kolonnerna #r ortogonala mot varandra och &r enhetsvektorer (ty cos? 6 +
sin?@ = 1). Alltsa ir Q en ortogonal matris. Vi siiger att Q &r en rotationsmatris.
Rotationsmatriser i R® &stadkommer p4 motsvarande sitt en rotation med en viss
vinkel kring en given rotationsaxel. Dessa matriser dr ocksd ortogonala men kan
vara betydligt mera komplicerade.

Andra exempel pé ortogonala matriser har vi i speglingsmatriserna. Lat V vara ett
underrum i R™ och lat P vara projektionsmatrisen pa V. For varje vektor x i R™ &r
vektorn

Sx=z+2(Px—x)=2Px—x= (2P —-I)x
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| X
|
| Px - x

X W

O ' Y,

: Px - x
RS

fig. 5

speglingen av x i V. Den matris som astadkommer denna spegling, dvs.
(8) S=2P—-1

kallas speglingsmatrisen i V. Uttryckt med hjilp av projektionsmatrisen P' =T — P
pa V+ har S formen

9) S=1I-2P".

Eftersom PT = P = P?, ir
ST=@P-nNtT=2P" - 1=2P-1=38,
S?2=(02P-1)?=4P> 4P +1=1.

Foljaktligen dir STS = §2 =1, dvs. S~ = ST, Alltsa #ir S en ortogonal matris.

Exempel 8.7. For att riikkna ut speglingsmatrisen i planet V' i R3 med ekvationen
2z —y+ 3z = 0 ér det enklare att anviinda formel (9) &n formel (8) pa grund av att
VL har ldgre dimension #n V. Planet V har normalvektorna = (2 —1 3)’.
Saledes &r

T
S=1-2P =1-222
lall
1 L2 (3 2 6
- 1 o212 -1 3)==[ 2 6 3
| 141 3 "\_6 3 —2

Anmérkning. Man kan visa att varje ortogonal n/n-matris dr en produkt av hogst n
stycken speglingsmatriser i hyperplani R™, dvs. i underrum med dimensionenn—1. Vi-
dare kan man visa att en produkt av tva sddana speglingsmatriser &r en rotationsmatris
kring en “axel” med dimensionen n —2. T.ex. de ortogonala 3/3-matriserna kan dérfor
indelas i (7) speglingsmatriser i ett plan, (i) rotationsmatriser och (7i7) rotationsspeg-
lingar. En rotationsspegling ér en produkt av en rotationsmatris och en speglingsmatris
for spegling i ett plan. Observera att varje permutationsmatris dr en ortogonal matris:
En enkel permutationsmatris dr ju en speglingsmatris i ett hyperplan.
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Gram—Schmidt-proceduren

Antag att ett antal linjért oberoende vektorer ay, ..., a, &r givna. Var uppgift ar att
konstruera ortonormala vektorer qq, ..., q, (dvs. att ortonormera), sadana att

spn{qi,...,qp} =spn{a;,...,a,}.

Med hjilp av Gram-Schmidt-proceduren utfors detta i tva steg. I det forsta steget
konstrueras ortogonala vektorer med samma spann som de ursprungliga (man ortogo-
naliserar). I det andra steget dndras lingden av de ortogonala vektorerna sa att de blir
enhetsvektorer (man normerar).

Steg 1: Vi konstruerar stegvis nya vektorer vy, ..., v, pa foljande sdtt: Séatt
vy = aj. Sitt vo = as — Avy och vilj A sd att vy L vo. Vi kriver foljaktligen att

0=vIvy =vTay, — A|vy|?,
vilket ger att A = vlay/|vy|°. Alltsa &r

vTa2
1
——5 V1.

Vo = ag — 2
[[va

Satt sedan vy = az — A1vy — A2va och villj A1 och Ay s& att vy L vy och vy L vs.
Eftersom v; och v, redan &r ortogonala, antar dessa krav formen
T T 2
0=vyvs=vjas—Af[va]]”,

0= v3vs = voaz — Xoflva.
Detta ger att A, = vTag/||v1|]* och Ay = vlas/||va|?, si att

V{a;), v2Ta3
2 Vo .

V3 =asg — 3V1 —
[vall [vall

Pa detta sétt kan man fortsitta: Ansatsen for varje v; #r den gamla vektorn a;
minus en linjirkombination av de tidigare definierade v, ..., v;_;. Dérefter
viljs koefficienterna i linjéirkombinationen s att v; faktiskt blir ortogonal mot vy, ...,
v;_1. Som sista ekvation fis

T T
Viay Vp—18p
Vi— > — ————=V,_1.
[

Vp = ap — 2
vl

Efter insdttningar blir varje v; en linjirkombination av vektorer a; och omviint kan
varje a; losas ut som en linjirkombination av vektorer v;. Saledes r

spn{vy,...,v,} =spn{a;,...,a,}.
Steg 2: Nu aterstar bara att normera vektorerna: For varje 1 = 1,...,p sitter vi
Vi . Vv, 1
Qi =7, varvid gl = = [vill = 1.
[[vill Ivalll] - llvill
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Vektorerna qq, ..., q, bildar nu ett ON-system med samma spann som de ursprungliga
vektorerna ag, ..., a,.

Gram—Schmidt-proceduren anviinds ofta pa egenvektorer till symmetriska matriser:

Exempel 8.8. Den symmetriska matrisen

A=

— =W
e

1

1

3

visar sig ha den karakteristika ekvationen (2 — \)2(5 — \) = 0. Efter utrikning

finner vi i egenrummen V' (2) och V(5) baser {a;, ax} respektive {az}, dir
ap=(-1 1 0)", ay=(-1 0 1), az=(1 1 1)".

Vektorn az ér automatiskt ortogonal mot a; och ay (Sats 7.2 (i¢)) men a; och a,
ar inte sinsemellan ortogonala. Vi tillimpar Gram—Schmidt-proceduren pé dem,
dvs. vi sdtter vi = a; och vy = ay — Av; samt kriver att

0=vlvy=vTay — \|vi|>=1-2x.
Ur detta foljer att A = 1/2. Alltsa ar

-1 1 -1 -1

Vektorerna v; och vy skall sedan normeras i steg 2 (observera att vy och wohar
samma normering!). Samtidigt passar vi pa att normera ocksd ags:

-1 -1
Vi1 1 1 Vo Wo 1 1
Q=7 = 7= ’ =y =T = - ’
vall - v2 \ lvall - lwall V6 \ o
as 1 1

q3: = ]_
lasll ~ V3 \

Vektorerna qi, g2 och qs bildar nu ett ON-system av egenvektorer till A. Med
hjilp av (7) kan vi ldtt skriva ut spektralframstillningen

A=2(q1q] +q2q%) + 5q3q? .

Exempel 8.9. Om vektorerna
ap=(1 1 0)', aa=(1 0 1)", az=(0 1 1)"
skall ortonormeras, sitter vivy =a; = (1 1 0)" och

Vo = ag —>\V1
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samt kriver att
0=vlvy=vTay — A|vi[>=1—2x.

Ur detta foljer att A = 1/2 och da &r

L\ oy 1 1
vo=az—Avy = | 0 3 1 :i —1 :§w2.
1 0 2

Sedan siitter vi v3 = ag — A\;v; — Ayvy och kriver att

0= VfV3 = V{a3 — )\1“\1’1”2 =1- 2)\1 y
3
0= VgV3 = Vga3 — )\2“\1’2”2 = - — —>\2 .
2 2
Detta ger att Ay = 1/2 och Ay = 1/3. Alltsa ér
0 1 1 1 9 -1 9
V3 = 1 - 5 1 - 6 -1 = g 1 = §W3
1 0 2 1
I steg 2 satter vi till slut
1 1

Vi1 1 Vo Wo 1

Q=7 =7= (1] @@= = =—=|-1],
vill - v2 \ vl llwell V6 \ o

-1
q3 = — — = —— 1
sl ~ Twsl ~ V3 \ 4

V3 W3 1

Q R-faktoriseringen

QR-faktoriseringen av en matris dr i sjilva verket en skrivning i matrisform av Gram-—
Schmidt-ortonormeringen av matrisens kolonner:

Exempel 8.10. I foregaende exempel ér

a; =V :\/qu
1 V2 V6
Ay = — + = — R
2 2V1 V2 2Q1+ 2(12
1 1
a3:§V1+§V2+V3 =§Q1+?Q2+2T\/§QS-

Om vi siitter A= (a; as az)och@=(q: q2 qs3), kan dessa likheter skrivas
i matrisform

1/vV2  1/v6 —1/V3\ (V2 V2/2 V2/2
A=QR=|1/V2 -1/V6 1/V3 0 v6/2 V6/6
0 2/V6  1/V3 0 0 2V3/3

Detta dr () R-faktoriseringen av matrisen A.
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Av exempel 8.10 inser man att varje matris A med linjéirt oberoende kolonner kan
faktoriseras pa motsvarande sitt:

Sats 8.7. Varje matris A med linjiart oberoende kolonner kan gemom ortonormering
av kolonnerna QR-faktoriseras,

A=CQR,

déir kolonnerna © QQ dr de ortonormala vektorer, som dr resultatet av Gram-Schmidt-
proceduren, och R ar en uppat trianguldr matris, som ar inverterbar. Diagonalelemen-
ten i R arry; = ||v;||, dar v, dr de vektorer som definieras under ortogonaliseringsfasen.
Om A dr kvadratisk, dr QQ en ortogonal matris.

Volymer

Med hjéilp av Gram—Schmidt-proceduren och @) R-faktoriseringen skall vi hérleda en
formel for volymen V' av den “parallellepiped” i R™ som spidnns upp av n vektorer aq,
..., Ay, dvs. den parallellepiped som har vektorerna a; som “kanter”.

Vi antar forst att vektorerna a; ér parvis ortogonala. D3 dr V = ||ai]|-- - ||a,]. Om
visitter A= (a; ... a,) ir & andra sidan
aj s |
ATA=1| : |(a; -+ a,)= - ,
2
a;, [EA

vilket ger att
det(A)? = det(AT) - det(A) = det(ATA) = |lay||*-- - |Jan||* = V2.
Séledes ar

(10) V = |det(A)|.

Vi skall visa att volymformeln (10) giller generellt. Forst konstaterar vi att den
géller om vektorerna ai, ..., a, #r linjirt beroende, eftersom bade volymen V och de-
terminanten da ér noll. Vi kan dérfor i fortsittningen anta att ay, ..., a, ir linjirt obe-
roende men annars godtyckliga. Vi ortogonaliserar enligt Gram-Schmidt-proceduren
och far ortogonala vektorer vy, ..., v,, samt erhéller en Q) R-faktorisering A = QR av
A. Av fig. 6 ser vi att det parallellogram, som a; och a, uppspéinner i R?, har samma
area som den rektangel, som vy och vy uppspéinner. Motsvarande kommer att gilla for
volymer i R? och i hogre dimensioner.

) aos

fig. 6
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Med stod av detta och rikneregel 8 for determinanter fas

det(A) = det(Q) - det(R) = %|vyi|| -+ ||va]| = £V .

Hér har vi dessutom utnyttjat att diagonalelementen i R &r ||v;|| (Sats 8.7) samt att
determinanten av en ortogonal matris d&r £1 (6vningsuppgift 4 i kap. 6). Formel (10)
ar alltsa giltig 1 varje tiankbart fall.

Ovningsuppgifter

1. Konstruera en ortonormal bas i planet z —y + z = 0 i R® samt bestim projek-
tionsmatrisen P pé planet.

2. Bestim pa den rita linje som uppspédnns ava = (1 1 1)T den punkt p;, som
ligger ndrmast punkten b= (2 4 4 )T. Bestdm ocksd den punkt ps pa spn{b},
vilken ligger nidrmast a.

3. (a) Bestiam minstakvadratlosningen till Ax = b genom att losa AT Ax = ATb, dir

10 1
A=10 1], x:(“>, b= |3
11 2 4
Bestdm projektionen p av b pad R(A).
(b) och (¢): Utfor samma uppgift da A och b ir fsljande matris respektive hogerled:
1 3 1 1 1 4
® (2 2, (2]; © [1 2], [2
3 1 1 1 3 1

4. Antag att P ér projektionsmatrisen pa en rit linje genom origo i zy-planet. Rita
en figur for att beskriva effekten av speglingsmatrisen H = I — 2P. Forklara bade
geometriskt och algebraiskt varfor H? = I.

5. (a) Projicera vektorn b= (0 3 0)” p4 var och en av de ortonormala vektorerna
a =3 (2 2 —1)% och a, = (-1 2 2)T och bestam sedan dess projektion
pa planet spn{a;, a}.
(b) Bestém ocksa projektionenavb = (0 3 0)” paas = 3(2 -1 2 )T, addera
de tre projektionerna pa endimensionella underrum och tolka resultatet. Varfor dr
P =ajal + ayal + azal =17

6. Bestdm en bas i N(A) da

1 0 2
A= (1 1 4)

och verifiera att N(A) L R(AT). Skriv vektorn x = (3 3 3)T i formen x =
X1 + X, diir x; € R(AT) och x5 € N(A). Vilka &r koordinaterna for x; i basen
{(r 0o )7, (1 1 4)"}iRAT)?

7. Rikna ut spektralframstéllningen for matrisen A da

0o -1 -1
m)A:(g§>, b A=|-1 0o -1
-1 -1 0

Skriv ut en formel for A™ samt bestdm en tredjerot ur A, dvs. en matris X sddan
att X3 = A.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

Bjorkfelt—Bjon

Visa att om (); och ()2 dr ortogonala matriser s dr ocksd (Q1()2 en ortogonal
maptris.

Rikna ut en formel for avstandet fran en punkt y i R? till planet n”x = b. Ledning:
Antag temporirt att xg dr en punkt i planet och projicera y — xg pé n.

Ortonormera med hjilp av Gram—Schmidt-proceduren vektorerna

(@ a=(0 0 1)7, aa=(0 1 1), az=(1 1 1)7;
B ap=(-1 2 2)7, ay=(4 -5 —2)", az=(5 -2 1)7.

samt @) R-faktorisera matrisen A = (a; as as).

(a) Konstruera en ortonormal bas (dvs. en bas som &r ett ON-system) till det plan
V i R3 som har ekvationen z — y + 2z = 0.

(b) Rikna ut projektionsmatrisen (for ortogonal projektion) pa V.

(¢) Ritkna ocksi ut speglingen Sx i V av en godtycklig punkt x = (z y z)” (hér
ar S speglingsmatrisen i V).

Visa att for varje m/n-matris A med rangen r giller att matrisen AAT &r symmet-
risk och har rangen r.

Vilken ér volymen av den parallellepiped, som har sina horn i punkterna (0 0 0),
(=1 2 2),(2 -1 2)och(2 2 —1)?

(a) Lat A vara en m/n-matris. Visa att AT A bara har icke-negativa egenvirden.
(b) Lat A\; > --- > A > 0 vara en upprikning av AT A:s positiva egenvirden
och sitt o; = +\/A; for j = 1,...,k (dessa tal kallas A:s singuldrvirden). Lat
vidare {vy,...,v,} vara ett ON-system av motsvarande egenvektorer. Visa att
vaATAvi =020 forj=1,...,kochi=1,...,n.

(c) Sétt u; = oj_lAvj for j =1,...,k. Visa att {uy,...,u;} dr ett ON-system.
(d) Komplettera {uy,...,ur} till en ON-bas {uy,...,u,,} i R™.

(e) Lat U och V vara de ortogonala matriser som innehaller u;:na resp. v;:na som
kolonner och 1at ¥ vara den m/n-matris som diagonalt fran ovre vinstra hornet har

talen oy, ...,0,0,... medan 6vriga matriselement #r nollor. Visa att A = ULV,
Detta &r singuliarvirdesfaktoriseringen (singulidrvirdesdekompositionen) av A.



