1. Vektorrum

Deﬁmtlonsmangderna och vérdemé#ngderna fér de linjira avbildningar som studeras i denna kurs
utgdrs av vektorrum. I detta kapitel introduceras grundbegrepp sasom vektorrum, underrum, sum-
mor och direkta summor av underrum, linjért oberoende, linj4ra héljen, baser och dimension. Vi
kommer frimst att studera avbildningar mellan 4ndligtdimensionella vektorrum, varvid matrisre-
presentationer av olika typ 4r viktiga. Frst definieras begreppet vektorrum:

Definition 1.1. Lit K vara kroppen R av de reella talen eller kroppen C av de komplexa talen.
En mingd V sdges utgora ett vektorrum (lingdrt rum) éver K om V' har foljande egenskaper,

(i) Till varje ordnat par (u,v) av element i V finns ordnat ett element u+v i V (V slutet under

“addition”). Semmansdtiningen + (“addition”) har egenskaperna:

Lutv=v+4+u, forallau,veV,
2. (u+v)+w=u+ (v+w), forallauyv,weV,
3. I miingden V' finns ett element 0 (nollelement) sddant att uw+ 0 = u for allau €V,

4. For varje v € V existerar w € V sadant att v+w =0 (w additiv invers till ).

(43) Till varje tal a € K och varje v € V finns ordnat ett element a - v i V, ofta betecknat av, (V
stuten under “multiplikation” med skalir). Denna “multiplikation” har egenskoperna:

L. a(bv) = (ab)v, for varjev €V ochalla a,be K,
2.1-v=v, forallaveV.

(i4i) For alla u,v € V och alla skaldrer a,b € K giiller:

1 a(u+v) = au + av,

2. (a+b)u = au + bu.

Om den underliggande skalarkroppen K = R siiger vi att V #r ett reellt vektorrum, om K =
stiger viatt V 4r ett komplext vektorrum. Elementen i V kallas vektorer. I fortsittningen betecknar
V' ett vektorrum 8ver skaldrkroppen K (= R eller C).

Anmérkning 1.2. Nollelementet i Definition 1.1(3)3 &r entydlgt bestdmt, ty om 0,0/ € V och
bada &r nollelement erhalls:

0'=0+4+0=0+0 =0,
dér forsta likheten ghller d& O &r ett nollelement, den andra ges av 1. 1(4)1 och den sista likheten
géller d& 0" 4r ett nollelement. . .




Varje vektor v € V har en entydig additiv invers i 1.1(¢)4, ty om w,w’ € V 4r additiva inverser

till v € V giiller:
w=w+0=w+@+v)=(w+v)+v' =@v+w)+w =0+uw =vw +0=1

med stdd av axiomen i Definition 1.1. P& grund av entydigheten infdr vi beteckningen --v for
inversen till v € V. Med beteckningen u — v avses vektorn u + (—v).

Sats 1.3, For varje v € V och varje a € K gdller:
(1) Ov =0,
(%) a0 =0,
(131) (—1)v = —v.

Bevis: Hemuppgift.

Exempel 1.4. Exempel pa vektorrum. (Se foreldsningsanteckningar).
Underrum

Definition 1.5. Lt V vara ett vektorrum dver K och U en icke-tom delmdngd avV, U CV. D&

dr U ett underrum av'V om det gdller att:

() u+veU, forallauvel,
(i) au € U, for varje u € U och for varje a € K.

Genom att vilja a = 01 1.5(47) f&s med stod av 1.3(3) att nollelementet 0 1 V' tillhor U. For varje
u € U ghller att —u € U, ty 1.5(41) med a = —1 ger att (—1)u € U och 1.3(4i7) ger att (—1)u = —u,
Vidare galler 1.1(3)1, 1.1(4)2, 1.1(45) och 1.1(444) eftersom U C V. : '

D#rmed har vi att varje underrum U av V' #r ett vektorrum &ver X med de operationer (+,-)
som definierats i V.

Por att utreda om en delméngd U av vektorrummet V' 4r ett underrum bér man alltsg kontrollera
tre saker: 1) att 0 € U, 2) att U 4r sluten under addition och 3) att U 4r sluten under multiplikation

med skaldr ur K.

Exempel 1.6. (a) U = {0} och U =V #r de triviala underrummen av V.
(b) Méingden U = {(z1,3,0) : 1,25 € K} 4r ett underrum av K3,
(c) Méngden M = {(z1,23) : 15 € R, T3+T2 = 2} §r inte ett underrumav R?, ty 0 = (0,0) ¢ M.
(d) Méngden P, (K) definieras som mingden av alla polynom av gradtal hdgst » med koefficienter
1 K. D& #r Pp(K) ett underrum av P(K) med de operationer som definierats i Exempel 1.4(c).




For tvd delmdngder U; och U, av en méngd V giller det att Uy U Us 4r den minsta delméngd av
V som innehaller bade U; och Us. Om V #r ett vektorrum och Uy, U, 4r underrum kan man fraga
sig vilket r det minsta underrum av V som innehéller bade U; och Uy, Svaret pa frégan ges i nésta
avsnitt, men vi kan konstatera att unionen av tv4 underrum &r i allménhet inte ett underrum, Vi

har n#mligen:

Sats 1.7. Antag att Uy och Uy dr underrum av vektorrummet V. Unionen av Uy och Up ér eit
underrum av V. om och endast om Uy C Uy eller Uy C Uj.

Bevis: Se foreldsningsanteckningar.

D4remot géller:

Sats 1.8, Snittet av ett godtyckligt antal underrum av V' dr ett underrum.

Bevis: Hemuppgift.

Summor och direkta summor av underrum

Definition 1.9. Antag att U, ...,Uy dr underrum av vektorrummet V. Summan ov Uy, ...,Up
betecknas Uy + ... + Up, och definieras genom

Ut..+Up={u+..+tm:u €Uy, ..., upn € Un}

Antag att V = Uy + ... + Up,. Dd kan varje element v € V utiryckas som v =u; + ... + up, med en
eller flera kombinationer av element u; € U;, § = 1,...,m. Om denna framstilining dr entydig for
varje v € V sdger vi att V &r direkta summan av Uy, ...,Un. Detta betecknas med '

V=U,eU;®..0Up,.

Anmérkning 1.10, Om Uy, ..., Uy, 4 underrum av V s& 4r 4ven summan Uy + ... + Uy, ett
underrum av V. Vidare giller att Uy, ..., Un #r delméngder av U; + ... + Up, (vilj turvis alla
ujm utom ett till noll). A andra sidan, om U 4r ett underrum av V som innehéller Uy, ..., Un, s&
innehéller U ven Uy + ... + Up, ty alla indliga summor av element i U, speciellt u; + ... + up, dé
u; € U;, ingér i U. Dérmed géller det att U, + ... + Uy, 8ir det minsta underrummet av V

som inneh8ller U;,...,Up.

Exempel 1.11. (a) Lat V = K™ och 18 E; = {(0,..,0,2,0,..,0) : z € K}, j = 1,..,n.
Underrummen E; bestdr av de n-tiplar i K™ {or vilka alla utom eventuellt den j:té koordinaten &r
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lika med 0. D4 géller:
K'=E®.. .0 F,.

(b) Lat U, vara underrummet av P(X) bestdende av alla polynom p av formen

p(z) =ag + asz? + ...+ aom 2™,

och 1&t U, vara underrummet bestiende av alla polynom av formen

3 2 1
p(2) = a1z + az2® + ... + agm41 22,

dér m 4r ett icke-negativt heltal och ag, ..., aam+1 € K. Da ghller:
PE)=U,®U,.
(c) Betrakta foljande underrum av R%; Uy = {(z,9,0) € R® : z,y € R}, Up = {(0,0,2) € R® : z €

R} och Us = {(0,y,y) € R® : y € R}. En godtycklig vektor (z,y,2) € R® kan framstillas som
(z,7,2) = (z,5,0) + (0,0, 2) + (0,0,0). Dérmed ghller R* = U; + U + Us. Men

(0,0,0) = (0,1,0) +(0,0,1) + (0,-1,-1)
= (O>O)0) -+ (O)an) + (0>0;0))

$3, framstsllningen av (0,0,0) #r inte entydig varfér R3 inte kan framstéllas som direkta summan
av Ul ’ U. % U3.

Om ett vektorrum V kan skrivas som summan av ett givet antal underrum s rticker det faktiskt
att kontrollera om nollelementet har en entydig framstillning for att bedémma om summan &r en

direkt summa, vi har ngmligen:

Sats 1.12. Antag att Uy, ...,Up @r underrum av vektorrummet V. Dd drV =U, @ ... ® U, om och
endast om bdde (a) och (b) gdller:

(@) V=U+..4+Uy,

(b) den enda framstiliningen 0 =u; + ... + Uy, dir u; € Uj,ges av uy = up = ... = up, = 0.

Bevis: Se forelisningsanteckningar.

Ntista sats ger ett enkelt villkor fr nir V' kan framstéllas som direkta summan av tv8 underrum.

Sats 1.13. Antag att U och W dr underrum av vektorrummet V. Dd drV =U@®W om och endast
omV =U+W och UNW = {0}.

Bevis: Se foreldsningsanteckningar.

Anmérkning 1.14, Om V §r summan av flera #n tvA underrum sé ricker det inte att kontrollera

om de parvisa snitten Hr lika med {0}, jamfsr Exempel 1.11 (c).
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I resterande delen av kapitel 1 behandlas begrepp som 4r centrala i teorin fér Andligtdimensionella

vektorrum, némligen linjirt oberoende, linj4ra holjet, baser och dimension.
Linjirt oberoende

Definition 1.15. Vektorerna vy, ..., v, ¢ ett vektorrum V dver kroppen K dr linjdrt beroende om

det finns tal ay,..,an t K som alla inle dr noll och som dr sddana att
a1y + GV + ... + Gpvp = 0.

Att vektorerna vy, ..., v inte @r linjdrt beroende innebdr att ovanstdende ekvation dr uppfylld endast
foray = ... =a, = 0. Vi sdger i detta foll att vektorerna dr linjirt oberoende.

Exempel 1.16. (a) Polynomen z och z? i P(R) 4r linjirt oberoende, ty om a;,as € R har vi att
a1 + ayz? = 0 for alla £ € R om och endast om a; = a; = 0.
(b) Polynomen 3z — 2z%, z, z? 4r diremot linjirt beroende, ty 1(3z — 22%) + (=8)z + 2z% = 0

for varje z € R.
(¢) Vektorn vy 1 V 4r linjirt oberoende om och endast om v; # 0.
(d) Om M = {vy,...,vn} 4r en méngd av linjirt oberoende vektorer i V' s8 bestir varje icke-tom

delméingd av M av linjirt oberoende vektorer (hemuppgift).

Definition 1.17. En lnjirkombination av vektorerne vy,...,vn t vektorrumet V dr en vektor av .

formen
a1v1 + aguy + ... + ApUn, (1.1)

ddr ay,...,an € K. Mingden av alla linjérkombinationer av vektorerna vy, ..., v, kallas lingira holjet
av Vi, ..., Up och betecknas med |v1,...,v,]. Med andra ord giller:

[v1,.yun) = {a1v1 + ... + Gpun 1 4y, . 0n € K}
Anmérkning 1.18. Om vektorerna u och w kan skrivas som linjirkombinationer av vektorerna

V1, ..., Un 8& Hr ocksd u + w och au fdr ¢ € K linjirkombinationer av vy,...,v,. D& dessutom

0 € [vy,...,vn), 58 8r [v1, ..., vy] ett underrum av V.




Exempel 1.19. Givet polynomen 1,z,...,z" i P(R). D4 giller
[1,{13‘, '-')a}n] = Pn(R)a

dér P, (R) betecknar underrummet av polynom med reella koefficienter och gradtal hégst n.

L&t vy, ..., un vara vektorer i V. D3 ghller v; € [v1,...,0s], § = 1,...,n, vilket inses genom att vilja
a; =1ocha;=0fr¢+#7i(L1). A andra sidan mAste varje underrum som innehéller vy, ..., v,
4ven innehalla [vy, ..., v,] p8 grund av slutenheten med avseende p& addition och multiplikation med
skalgr. DA #r [vy, ..., vp] det minsta underrummet i V som innehéller vektorerna vy, ..., vp.

Definition 1.20. Ldt vy, ..., v, vara vektorer i vektorrummet V. Om (v1,...,v,] = V siger vi
att vektorerna vy, ..., v, spinner upp (genererar, alstrar) vektorrummet V. BEit vektorrum V dr
dndligtdimensionellt (av dndlig dimension) om det spinns upp av en dndlig méngd av vektorer. Ett
vektorrum som inte kan spinnas upp av en dndlig mingd av vektorer dr odndligtdimensionellt (av

odndlig dimension).

Exempel 1.21. (a) Vektorrummet K™ 4r av 4ndlig dimension, ty
K™ =|(1,0,..,0),(0,1,0,...,0), ..., (0, ...,0, 1)].
(b) Vektorrummet Py (K) tr av #ndlig dimension, ty
Pu(K) = [1,2,2%, .., 2"

(c) Vektorrummet P(K) 4r av oindlig dimension, ty givet en godtycklig 4ndlig mingd M =
{p1,...,pn} av polynom i P(K), d4r m m3 beteckna det maximala gradtalet av polynomeni M, s&
giiller det for polynomet 2™*+! € P(K) att 2™+ ¢ [py, ..., pn].

Foljande hjilpresultat 4r anvindbart i fortsittningen:

Lemma 1.22. Om vektorerna vi, ..., vy r linjdrt beroende i vektorrummet V' och vy # 0, 8d finns
det ett indez j, 2 < j < n, sddant att bide (a) och (b) gdller:

(@) vj € [v1, .., V1],

(b) [v1y o Vjm1, V41, cooy Un = [V1, ) Vn].

Bevis: Se foreldsningsanteckningar.
Vi avslutar detta avsnitt med tva viktiga resultat.

Sats 1.28. Antag att V dr ett dndligidimensionellt vektorrum och att V = [v1, ..., vs], dér vy, ..., vn
gr vektorer i V. Om vektorerna %y, .., um € V dr linjart oberoende sd galler det att m < n.
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Bevis: Antag att V = [vy, ..., v,] och att vektorerna uy, ..., un € V 4r linjirt oberoende. Vi visar
att m < n genom att stegvis infora ett u; och stryka ett-v; ur en ordnad méngd.

Steg 1: Den ordnade méngden My = {v1,...,vn} sptinner upp V. Vi tillfogar u; # 0 till méngden
och erhéller M’ = {uy,v1,...,Un}, som d8 blir en m#ngd av linjirt beroende vektorer. D4 ger
Lemma 1.22 att vi kan stryka ett av v;:na och erhller d& en ordnad méngd M; med n vektorer

som spinner upp V.

Steg j: Den ordnade m#ngden M;_; med n vektorer fran Steg j—1 spinner upp V, s& genom att
tillfoga vektorn wy # 0 till M;_y, precis efter uy,...,u;—; far vi en ordnad mingd M’ av linjrt
beroende vektorer. Enligt Lemma 1.22 finns det en vektor i A’ som tillhor linjira héljet av
vektorerna som fdreghr vektorn. Eftersom wg,...,u; 4r linjért oberoende mste denna vektor vara
en av v; ma. Vi stryker denna vektor v; ur méngden M’ och erhaller den ordnade mingden M;
med n stycken vektorer av vilka w;,...,u; 4r de forsta vektorerna i méngden. Enligt Lemma 1.22

spsnner vektorerna i M; upp V.

Efter Steg m har vi tillfogat alla u; : n och proceduren avstannar. Om vi i ndgot Steg j kunde
lagga till ett u; men inget v; skulle finnas att stryka skulle vi f& en motstigelse, ty dé skulle mingden
{uy,...,u;} vara en méngd av linjért beroende vektorer. Dirmed méste proceduren fortgh till Steg

m och m < n.

Sats 1.24. Varje underrum U av ett dndligtdimensionellt vektorrum V' dr dndligidimensionellt.
Bevis: Antag att V #r av 4ndlig dimension och att U #4r ett underrum av V.

Steg 1: Om U = {0} s& 4 U 4ndligtdimensionellt och proceduren avstannar. Om U # {0}, s&
viljer vi v; € U sidant att v; # 0.

Steg j: (j > 2) Om U = |vy,...,vj—1] s& #r U #ndligtdimensionell och proceduren avstannar. Om
U # [v1,...,vj—1], 5& viljs v; € U sddant att v; & vy, ..., vj-1).

Efter Steg j, (j = 2), giller v; & [v1,...,vj-1], vj—1 & [v1,...,Vj-2],..,v2 & |v1] och vy # 0.
D3 ger Lemma 1.22 att vy,...,v; 8r linjirt oberoende i U (och dirmed &ven i V). Eftersom V #r
tindligtdimensionellt finns det vektorer wi, ..., wm s att V = |wy, ..., wn|. Med stéd av Sats 1.23
far vi att ovanstiende procedur méaste avstanna i Steg n+1 med U = [vy, ..., vn] fOr ndgot n sddant
att n < m. Dirmed 4r U #ndligtdimensionell.




Baser

Definition 1.25. Vektorerna vi,...,vn € V utgdr en bas for vektorrummet V om bide (a) och (b)

gdller:
(a) vektorerna vi, ..., vp 4r linjért oberoende,

() V = o1,y vn].

Exempel 1.26, De naturliga baserna for K™ och Pp(K) utgérs av (1,0,...,0),...,(0,...,0,1) re-

spektive 1,2,..., 2™

Observera att en bas for ett vektorrum 4r ingalunda entydigt bestimd. Déremot, om vi har fixerat
en bas for V, s& giller det att varje vektor i V har en entydig framst#lining som linjérkombination

av basvektorerna.

Sats 1.27. Vektorerna wvi,..., v, € V dr en bas for vektorrummet V' om och endast om varje vektor

v &V har en entydig framstilining
V= aiV1 + ... + anln, (12)

dér ay,...,an € K. Talen ay, ..., an, kallas koordinaterna for v med avseende pd basen vy, ..., n.

Bevis: Se forelisningsanteckningar.

En bas for ett 4ndligtdimensionellt vektorrum kan alltid erhallas ur en méngd vektorer som spénner

upp vektorrummet:

Sats 1.28. Antag att vektorerna vi,...,un € V, V # {0}, spdnner upp vektorrummet V. Dd finns .

det en delmingd {uy,...,um} av {v1,...,vp} sddan att vektorerna uy,..., um uigor en bas for V.

Bevis: Om n = 1 4r saken klar med u; = v; # 0. Antag att n > 2 och att [v1,...,vn] =V # {0}.
Definiera den ordnade méngden B = {vy, ..., un }, f6r vilken giller att [B] = V.

Steg 1: Om v, = 0, stryk v; ur B. G&r ingen #ndring i B om v; # 0.

Steg j: (j > 2) Lat D beteckna den delméngd av {v;,...,vj—1} som ej strykits efter Steg j-1. Om
D = och v; =0, stryk v; ur B. Om D # @ och v; € [D], stryk v; ur B.

Stoppa proceduren efter Steg n. For vir slutliga mingd B = {uy, ..., um} giller (w1, ..., um] =V,
ty vi har strykit vektorer som lag i linjira holjet av de kvarvarande. Vidare ghller for varje u; i
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var slutliga méngd B = {u1,...,um} att u; # |u1,...,uj—;]. D& ger Lemma 1.22 att vektorerna
U1, ..., Uy 4r linjért oberoende. Dérmed har vi erh8llit en bas vy, ..., us, for V.

Korollarium 1.29, Varje dndligtdimensionellt vektorrum V, V # {0}, har en bas.

Bevis: Antag att V #4r 4ndligtdimensionellt och # {0}. P4 basen av Definition 1.20 existerar det
vektorer vq,...,v, € V sddana att [v1,...,v,] = V. Med stéd av Sats 1.28 har d& V en bas.

Sats 1.80. Varje linjirt oberoende méngd av vektorer ¢ ett dndligtdimensionellt vektorrum V kan

uwtvidgas till en bas fér V.

Bevis: Antag att vy, ..., vy, 8r linjirt oberoende vektorer i ett &ndligtdimensionellt vektorrum V.
Det finns d3 vektorer ws,...,w, sidana att {wl,...,wn] = V. Definiera den ordnade m#ngden

B={v1,..,upn}.
Steg 1: Limna B oféréndrad om wy € [vy, ..., 0] Sitt B = {v1,..., Um, w1} om wy & [vg, vooy U]
Steg j: Lamna B ofsrindrad om w; € [B]. Légg till w; som sista element i B om w; ¢ [B].

Efter varje steg ger Lemma 1.22 att vektorerna i B #r linjirt oberoende. Efter Steg n ghller det
att w; € [B], j =1,..,n. Men d& giller det att [B] = V, och vektorerna i méngden B erhéllen

efter Steg n 4r en bas for V.

Med hjilp av foregdende sats erhiller vi ftljande uppdelning av ett &ndligtdimensionellt vektor-

ruin 1 en direkt summa av tvd underrum:

Sats 1.31. Antag att vi har eit dndligtdimensionellt vektorrum V och ett underrum U av V. D@
finns det ett underrum W av V sddant att V =U @ W.

Bevis: Om V = {0} s8 ghller V = {0} & {0}. Antag att V 5 {0} 4r indligtdimensionellt. L&t U
vara ett underrumav V. Om U ={0}sair V=U®V ochom U=V sd ir V=U & {0}. Antag
da att U # {0},V. D4 #r U #ndligtdimensionellt (Sats 1.24) och har déirmed en bas u, ..., um
(Koroll. 1.29). Denna bas #r linjirt oberoende i V' och kan uttkas till en bas uy,..., Um, w1, ..., Wn
for V (Sats 1.30). Definiera W = [wy, ..., w,|. Enligt Sats 1.13 bor vi visa att V = U + W och att
UNW = {0}. Antag att v € V. D4 finns det ay,...,am, b1, ..., bn € K shdana att

v=(a1u; + .. +apum)+brw; +...Fbpwn) =u+wW,

Alltshv=u+wdiru € U ochw € W,sd v € U+ W. Dérmed géller V =U + W. Antag nu att
veUNW. D& finns aq, ..., am, b1, ..., by € K sdana att

V=01 U1 + ... + QmUp = biwy + ... + by wy, ‘
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a1 Uy + ot O U — biwy — . —bpwy, =0.

Eftersom ug, .., Um, Wi, ..., W, & linjirt oberoende har via; = ... = ap, = b = ... = b, = 0,
Dérmed 4r v = 0 och UNW = {0}. Alltsa géller V = U @ W och satsen 4r bevisad.

Dimension

Vi har behandlat 4ndligtdimensionella vektorrum utan att definiera begreppet dimension. Det
i forra avsnittet inférda begreppet bas ger en limplig grund fér definitionen. Det giller ndmligen

att:

Sats 1.32. Om vekforerna vi,...,Un och Ui, ..., Um utgor tvd baser for det dndligidimensionella

vektorrummet V' sé dr m = n.

Bevis: Vi har att V = [vy,...,v,] och att uy,...,uy, 8¢ linjirt oberoende. D& ger Sats 1.23 att
m < n. Det giller dven att V = [uy,...,um| och att v1,...,v, & linjlirt oberoende, s& n < m med

stdd av Sats 1.23. Darmed giller m = n.

Definition 1.83. Dimensionen av ett dndligtdimensionellt vektorrum V, V # {0}, definieras som
antalet vektorer 1 en bas fér V' och betecknas med dim V. Vidare defineras dim {0} = 0.

Exempel 1.34, Med stéd av de naturliga baserna fér K™ och P,(K), jimfsr Exempel 1.26, har
vi d& att dim K™ =n och dim Pp(K) =n+ 1.

Om U #r ett underrum av ett 4ndligtdimensionellt vektorrum V' s8 r &ven U 4ndligtdimensionellt
med st8d av Sats 1.24. Om U = {0} s& tr 0 = dimU <dim V. Om U # {0} ger Korollarium 1.29 .
att U har en bas us, ..., 4m. Eftersom denna bas 4r linjirt oberoende i V' s8 ger Sats 1.30 att basen
for U kan utvidgas till en bas vy, ...,v, f0r V, dir m < n. Dirmed har vi bevisat:

Sats 1.35. Antag alt V dr ett andligtdimensionellt vektorrum och att U dr ett underrum av V. Dd
géller det alt dimU <dim V. '

Antag att V &r ndligtdimensionellt med dim V = n > 1 och att vektorerna vy, ..., v, € V splinner
upp V. Enligt Sats 1.28 finns det d& en delméngd u;,...,um av v1,...,vn som utgdr en bas for V
och eftersom dim V' = n s& méaste m = n gilla och vi har bevisat satsen:

Sats 1.36. Antag att V dr ett dndligtdimensionellt vektorrum med dimV = n > 1 och att vekto-

TETNG V1, .., Un € V spdnner upp V. D4 dr vektorerna vy, ..., v, en bas for V.
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En linjért oberoende méngd av vektorer for ett &ndligtdimensionellt vektorrum utgdr en bas om

antalet vektorer sammanfaller med dimensionen:

Sats 1.87. Antag att V dr ett Gndligidimensionellt vektorrum med dimV =n > 1 och ait vekto-

TeTNG V1, ..., Un € V dr linjdrt oberoende. Dd dr vektorerna vy, ...,Un €n bas for V.

Bevis: Antag att V 4r #indligtdimensionellt med dim V = n > 1 och att vektorerna vy,..,v, € V
41 linjtirt oberoende. Enligt Sats 1.30 kan méngden {v1, ..., un } utvidgas till en bas uz, ..., um for V.
Eftersom dim V = n s8 méste m = n gilla och v; = 4, ..., Up = Um. Dérmed 4r satsen 4r bevisad.

Avslutningsvis bevisas tva satser, den forsta ger en formel for dimensionen av summan av tvé
underrum av ett 4ndligtdimensionellt vektorrum och den andra ett resultat om framstéllningen av

V som en direkt summa av underrum. Satserna bevisas pd foreldsningen.

Sats 1.38. Om U, och U, dr underrum av ett dndligtdimensionellt vektorrum V, sé gdller

dim (Uy + Up) = dim U + dim U — dim (Uy N Uy). (1.3)

Sats 1.39. Antag ott vektorrummet V dr dndligtdimensionellt med dim'V 2> 1 och att Uy,....Up dr

underrum av V sddana ott
V=U+..+U, (1.4)

och
dimV =dimUj + ... +dimU,. (1.5)

Dé gdller det att V=U, @ ... ® Un.
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Appendix A

Vi ger hir axiomen for en talkropp K, I denna kurs 4r K den reella eller den komplexa talkroppen
(R eller C). ’

Definition En kropp dr en mdngd K som dar forsedd med tvd operationer kallade addition och

maultiplikation och som uppfyller axiomen (3), (i) och ().

(i) Till varje ordnat par (z,y) av element i K finns ordnat ett element z+vy 1 K (K slutet under

“addition”). Semmansdtiningen + (“addition”) har egenskaperna:

lL.et+y=y+=z, forallazyeElkK,

2. (z+y)+z=z+ (y+2), forallazyz€K,
3. I méngden K finns ett element 0 (nollelement) shdant att z + 0 =z for alla =z € I,

4. For varje z € K existerar y € K sédant att t +y =0 (y additiv invers till ).

(i¢) Till alla tal z,y € K finns ordnat ett element -y i K, ofta betecknat zy, (K sluten under
“multiplikation” med skalir). Denna “multiplikation” har egenskaperna:

1. z(yz) = (zy)z, for alla z,y,z € K,

2. xy=yz, [for alla z,y € K,

3. K har ett element 1 # 0 sddant att 1 - ¢ ==, forvarjes € K,

4, Om z € K och z # 0 s finns ett element y € I sédant att z -y = 1.

(i) For alla z,y,z € K gdller:

L z(y+ 2) = 2y + z2.
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2. Linjira avbildningar

Exempel 2.1. L&t Mat(m,n, K) beteckna méngden av m X n matriser med element i X = R eller
C. D4 bestdmmer A € Mat(m,n,K) en avbildning T': K™ — K™ genom tilldelningen z +— A,
dsir vektorerna i K™ och K™ tolkas som kolonnveltorer. Bgenskaperna for matrisaddition och

multiplikation av matris med skaldr ger att for alla 2,y € K™ och alla a € K ghller:

T(z+y)=A@z+y)=Az+Ay="T(z) +T(y),
T(az) = A(az) =aAz=aT(z)

Ovanstaende egenskaper tar vi som definition pa en linjar avbildning.
Definition 2.2. En linjdr avbildning (linjér trdnsformatz’on) frén vektorrummet V' till vektorrum-
met W dr en funktion T : V — W som uppfyller

T(az +by) = aT(z) +bT(y)
for alla z,y € V och alla skaldrer a,b € K. Vi kallar V definitionsrummet for T. Mdngden av alla
linjéra avbildningar frén V till W betecknas med L(V,W).

Anmérkning 2.8, Det #r klart att 7(0) = 0. Man betecknar ofta T(z) med T z.

Exempel 2.4, Exempel pd linj4ra avbildningar. (Se foreltisningsanteckningar).
Vektorrummet L(V,W)

Om V och W #r tva vektorrum s& kan L(V, W) goras till ett vektorrum genom att definiera addition

och multiplikation med skalir p& L(V,W).
For S,T € L(V,W) definerar vi avbildningen S+ T € L(V, W) genom

(8 + T)(z) = 8(z) + T(z), for varjezeV.

Man verifierar litt att S+7T € L(V, W), ((yom z,y € V, a,b € K ghiller: (S+T)(az+by) = Slaz+
by)+T(az+by) = ... = a(S(z) +T(z))+b(S(y) +T () = a((S+T) () +b((S+T)(y)). Vidare
s5r det Litt att verifiera att axiomen for addition & uppfyllda. Nollelementet ges av funktionen
0(z) =0 for varjex € V.

For T € L(V,W) och a € K definerar vi avbildningen oT € L(V, W) genom

(aT)(z) = a(T(z)), for varjexz € V. ;
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Man verifierar Sven nu latt att ol € L£(V, W) och att axiomen for multiplikation med skaldr &r
uppfyllda, likvil som de distributiva axiomen. Dérmed &r L(V, W) ett vektorrum.

Produkter av linjira avbildningar

Antag att U, V och W 4r vektorrum tver K. L&t T' € LU, V) och § € L(V,W). D& definieras
produkten ST € L(U, W) genom

(ST)(w) = S(T u) for varje u € U.

D#rmed utgér produkten ST den vanliga sammanséttningen S o T av funktionerna S och T. Om
uv € U och a,b € K s& galler: (ST)(au + bv) = S(T(au + bv)) = S(aT(u) +bT(v)) =
aS(Tu) +bS(Tv) = a(ST)(u) -+ b(ST)(v). Dirmed har vi att ST € L(U, w).

Foljande egenskaper for produlkter 4r latta att verifiera:

1. Associativitet: (717%)T5 = T1(73T3) sésnart de linjéra avbildningarna 73,77 och T3 4r

vildefinierade.
2. Produkt med identitet: 71 =T och IT =T om T' € L{V,W). I den forsta ekvationen &r

I den identiska avbildningen p& V och i den andra ekvationen den identiska avbildningen p4d W.
3, Distributivitet: (Sl + Sz)T =5.T+ SeT' och S(Tl + Tz) = ST, + ST, sésnart T,77,Ty €
L(U,V) och 8,581,852 € L(V,W).

I allméinhet 4r produkten inte kommutativ. Lat exempelvis T" € L(P(R),P(R)) svara mot att’
derivera polynom och 18t S € L(P(R), P(R)) svara mot att multiplicera ett polynom med z%. D&
i (ST)(p) = S(T'p) = S(p') = &P/ (x), men (T'S)(p) = T(Sp) = Tz’ p(x)) = 2zp(z) + 2* p'(2).

Nollrum och virderum

Definition 2.5. Nollrummet N(T) fér en linjir avbildning T' € L(V, W) definieras som mdngden

av alla element 1 V vilke av T avbildas pd nollelementet 1 W,

N(T)={veV:Tv=0}

Exempel 2.6, Antag att T € L(P(R),P(R)) definieras av T'(p) = p' for varje p € P(R), dér p’
betecknar derivatan av p. D3 #r N(T) mingden av konstanta funktioner pd R.
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Sats 2.7. Om T € L(V,W), s ir N(T) ett underrum av V.

Bevis: Se foreldsningsanteckningar.

Definition 2.8. En linjir avbildning T : V — W kallas injektiv om for alla u,v € V géller att

Tu=Tuv medfor att v = v,

For att forsikra sig om att en linjsr avbildning &r injektiv krévs att enbart nollelementet i V

avbildas p3 nollelementet i W:

Sats 2.9. Lat T € L(V,W). Dé ér T injektiv om och endast om N(T') = {0}.

Bevis: Se foreldsningsanteckningar.

Definition 2.10. Virderummet R(T) for en linjdr avbildning T € L(V,W) definieras som del-
mingden av W bestéende av alla vektorer Tv, vE V),

R(T)={Tv:veV}

Sats 2.11. Om T € L(V,W) sé dr R(T) ett underrum av W.

Bevis: Se forelisningsanteckningar.
Definition 2.12. En linjir avbildning T € L(V,W) kallas surjektiv om R(T) = W.

Exempel 2.18. Avbildningen T' € L(P(R),P(R)) som definieras av T'(p) = p' for varje p € P(R),
dér p’ betecknar derivatan av p, 4r surjektiv men inte injektiv, ty f8r varje polynom g € P(R) finns
det ett polynom p € P(R) shdant att p avbildas p& g och vidare avbildas dven p+7 € P(R) pa g .
da r 4r ett godtyckligt konstant polynom. :

Foljande resultat 4r av central betydelse:

Sats 2.14, (Dimensionssatsen) Om 'V dr ett dndligtdimensionellt vektorrum och T € L(V,W) s

dr R(T) ett dndligtdimensionellt underrum av W och

dimV = dim N(T) + dim R(T).

Bevis: Se forelisningsanteckningar.

Korollarium 2.15. Om V, W dr éndligtdimensionella vektorrum med dimV > dim W sd dr ingen
linjér avbildning T € L(V, W) injektiv.
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Bevis: Antag att ¥ och W #r 4ndligtdimensionella med dimV > dimW och antag att T' €
L(V,W). Med stdd av Sats 2.14, (och Sats 1.35 “dimensionen for ett underrum U till ett dndligt-

dimensionellt vetorrum W &r inte stérre #n dimensionen for W), erhalls da:
dim N(T) = dimV — dim R(T")
> dimV —dimW
> 0.

Alltsd & dim N(T) > 0 och d& #r T inte injektiv (Sats 2.9).

Korollarium 2.16, Om V, W dr dndligtdimensionella vektorrum med dimV < dimW sd dr ingen

lingér avbildning T € L(V, W) surjektiv.

Bevis: Antag att V och W &r #ndligidimensionella med dimV < dimW och antag att T' €
L(V,W). Med stod av Sats 2.14 ghller da:

dim R(T) = dimV — dim N(T)
<dimV
< dim W.
Allts #r dim R(T) < dim W och d& lkan inte R(T) = W gilla. Dérmed &r avbildningen T inte

surjektiv,
Vi tillimpar ovanstdende korollarier pé linj4ra ekvationssystem:

Exempel 2.17. Antag att vi har givet tv positiva heltal m och n samt m - n skalérer a; € K
dsr j=1,..,m och k=1,...,n. Vi definierar T € L(K™, K™) genom '

n n
T(ZU]_, amn) = (Z Q1 b Thy ooy Za'm,k "Dk)v
k=1 k=1

for varje vektor @ = (zy, ..., Tn) € K™. Ekvationen T'z = 0, (dar 0 &r nollelementet i K™), kan d&

skrivas som ett homogent system av linjira ekvationer:

a1,1T1 +G12%2+ ... + 010 T = 0

Am.1 1+ Gm,2 Ty + o+ Gmp Tn = 0.

Skaltirerna aj;, € K 4r bekanta och vi sbker Wdsningar z = (zy,...,3n) € K™ till ovanstdende
ekvationssystem, dsr benimningen homogen avser att hogra ledet i varje ekvation utgdrs av skaliren
0eK.

Vi har alltsd m ekvationer och n obekanta. Ekvationssystemet har givetvis den triviala 16sningen
z, = ... = @, = 0, men har vi mdjligen icke-triviala ldsningar? Svaret pd frigan ges av nollrummet
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fér T vi har lsningar z # 0 om och endast om N(T) # {0}. Detta intraffar d& T inte &r injektiv
(Sats 2.9). Om n > m ger kovollarium 2.15 att T inte 4r injektiv. Alltsé: ett homogent system av
linjira ekvationer med flera obekanta &n ekvationer, n > m, har icke-triviala l6sningar.

Betrakta nu ekvationen T'z = ¢ d&ir 0 # ¢ = (¢1, ..., ¢m) € K™. Vi kan skriva ekvationen som ett

inhomogent system av linjira ekvationer:

11T+ 012%2+ .+ 0L Tn =G

Om,1 L1+ Qm,2 T2 + .. + G Tn = Cm.

Igen #r skalirerna a; x € K bekanta och vi stker 18sningar ¢ = (zy,...,zn) € K™ till ekvationssyste-
met, dir bensmningen inhomogen avser att minst en av skalirerna ¢; € K &r olika noll.

Nu frégar vi oss om det for varje val av skalirer c;,...,cm € K existerar en l0sning till ekva-
tionssystemet. Detta giller om R(T) = K™, det vill siga om T & surjektiv. Om n < m ger
Korollarium 2.16 att 7' inte 4r surjektiv. Alltsd: Btt ekvationssystem med flera ekvationer 4n

obekanta, n < m, kan inte l6sas for varje val av hogersida 3, ...,cm € K.
Matrisframstéllning av linjira avbildningar

Vi noterade i Exempel 2.1 att varje m X n matris definierar en linj4r avbildning frdn K™ till K™,
Vi skall nu visa att varje linjsr avbildning mellan tv4 #ndligtdimensionella vektorrum V' och W kan
framstéllas med en matris som beror av valet av baser for de tv& vektorrummen,

Antag att vy, ..,vn &t en bas for vektorrummet V och att avbildningen T' : V' +— W 4r linj4r.
Vektorerna T'v;, j = 1,...,n, bestdmmer virdet pa Tv € W for varje v € V, ty givet den entydiga

framstéllningen v = ¢; vy + ... + ¢ Un S8 har vi
Tv=ciTvy+...+cnTvp.

Antag nu att wi, ..., Wy, 4r en bas for vektorrummet W. For varje k, k = 1,...,n, kan da T v,

framst#llas pd ett entydigt sitt,
Tog=aypw; + ... + Gk Wi, (2.1)

dér a; ) 4r skalirer ur K. Den linjtra avbildningen T € L(V,W) bestéms av skalirerna ayx,
eftersom 7T bestims av sina véirden T' vy, p4 basen vy, ..., vn. Vi kan dé representera 7' med matrisen

ay1 0 G1n
(2.2)

Am,1 " OGmn
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Matrisen (2.2) kallas matrisen for 7' med avseende p& baserna v,...,v, och wy,...,wy och be-
tecknas
M(T) (’Ul, --';'Un)> (wl) '”)wm)))

eller kortare M(T) om det av sammanhanget #r klart vilka baser for V och W som avses. Vi ser att
den k:te kolonnen i (2.2) innehaller koordinaterna for framstéllningen av T vy i basen wy, ..., Wn.
Vid avbildningar fran K™ till K™ avses de naturliga baserna, (se Exempel 1.26), ifall inte annat

anges. Vi atergdr till att studera linjira ekvationssystem:

Exempel 2.18. Antag att vi har givet tva positiva heltal m och n samt m - n skaldrer a;, € K
dirj=1,..,moch k=1,..,n. Videfinierar T' € LK™, K™) genom

n n
T(21,18n) = (D 016 Tk: s ) Am s Tk),
k=1 k=1

for varje vektor z = (zy, ..., 2n) € K™ Nu antar vi att K™ och K™ #4r forsedda med sina naturliga

baser v1, ..., v, respektive wy, ..., wn. For k=1,...,n erhdlis d&

T'{)k = (a‘l,k ' 1) v Gmyk 1)

= a1, W1 + Ay, We .. o Qm ks Wi

Dérmed ges M(T) av (2.2). LAt oss beteckna den k:te kolonnen i M(T') med ay, k=1,...,n.
Betrakta nu det inhomogena linjira ekvationssystemet T’z = ¢, dir ¢ = (c1,...,cm) € K™ och

z = (21, ...,zn) € K™ Ekvationssystemet kan skrivas i formen
riay+ ..+ oTpayp =C

D#rmed har systemet en 18sning om ¢ € [ay, ..., an] = R(T).
Ifall n > m kan systemet losas for varje ¢ € K™ om K™ C [ay, ...,a]. Om n < m sig vi redan i

Exempel 2.17 att systemet inte kan l8sas for alla ¢, ty K™ Z [a1, ..., an).

Antag att T'z = ¢, alltsd att o € K™ 4r en ldsning for ett givet c € K™. D4 4r 4ven z + z; en
18sning for g € N(T), ty T(z + x9) = T'(z) + T(mp) = c+ 0 = c. Antag att Ty =c for y € K™
Ditry=a+(y—x)ochT(y—z)=T(y) —T(x) =c—c=0, 88 y—a € N(T). Dirmed 4r alla
18sningar av formen z + xg, dér o € N(T'). Losningen #r alltsh entydigt bestdmd om och endast
om N(T) = {0}.

Exempel 2.19, Rotation i B?. Se forelisningsanteckningar.

Antag nu att vi har baserna vy, ...,vn och wy, ..., wy for vektorrummen V respektive W. Varje
T € L(V,W) har d& en matris M(T") med avseende p8 de givna baserna. For 5,1 € L(V,W) har
vifér k=1,...,n att

Top=a1,W + ...+ G Wm och Svgp=0b1pwi + ... + by Wn.
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Alltsh ghller:

(S + TY(vg) =Svp+ Ty, = (a1, + bl,k) wi + ...+ (@mk + bm,k) W,

och vi har dirmed att
M(S+T)=M(S)+M(T). (2.3)

For ce€ I{ och T € L(V, W) giller

(T (v) = e(Tvg) = carpwr + ... + COm kW,

och vi har da att
M(cT) = e M(T). (2.4)

Om vi med Mat(m, n, K) betecknar alla mxn matriser med element i K s& &r det 1att att kontrollera
att axiomen for ett veltorrum i Definition 1.1 #r uppfyllda med de vanliga rékneoperationerna for
matriser. Nollelementet i Mat(m,n, K) ges av m x n matrisen dér alla element &r noll.

Betrakta nu 8 € L(U,V) och T' € L(V, W), dtr vy, ...,un &r en bas for V, wy, ..., wn br en bas
fsr W och wy, ..., up r en bas for U. L&t matriserna for S och T' ges av

a1 v Oin b1,1 bip
MT)=1{ ; och M(S)=1{ : N

Gm,1 ' OGmmn bpa bn,p

For k€ {1,...,p} giller da

n
TS) ug) T(E br.k Ur) Z by k1" vy
Z aj,r wy)
n
Z Qg,r b'r k
r=1

Tydligen ges M(T'S) av en m X p matris vars element i position (4, k) 8 > p_y @y by . Déirmed
ghller det att

Il

Il

MS RM;!

1

.
1l

M(TS) = M(T) M(S). (2.5)
Antag nu att vy, ..., v, 4 en bas for vektorrummet V. For v € V har vi en entydig framst&llning:
v="bv,+..+byun, b €K

Matrisen f8r v betecknas M (v, (v, ..., vp)) eller enbart M(v) och definieras som den n x 1 kolonn-

vektor som best&r av koordinaterna for v:

b1
M) = ( : ) .
bn ‘




Nista sats ger oss ‘veceptet” pd hur man givet T' € L(V,W) och v € V, dtir V och W 4r

sndligtdimensionella, bersknar koordinaterna for T'v i bagen for W.

Sats 2.20. Antag att T € L(V,W) och att vi,...,Vn OCh Wi,...,; W, 4T baser for V respektive W.

Dé gdller:
M(Tv) = M(T) M(v)

for varje v € V.

Bevis: Se forelisningsanteckningar.

Inverterbarhet

Definition 2.21. Lit V,W wvara vektorrum och ldt T € L(V,W). Dd dr T inverterbar om det
finns en linjdr avbildning S € L(W,V) sddan att ST = I, dér I ér identiska avbildningen pd V', och
TS = I, dir I dr identiska avbildningen pé W. En linjér avbildning S e L(W,V) som uppfyller
ST =T och T'S = I kallas for inversen till avbildningen T' € L(V,W).
Anméirkning 2.22. Om S och S’ #r inverser till T' s& galler

S =8I=8(TS) =TS =158 =5,
varfor inversen 4r entydigt bestimd och vi betecknar den vanligen med T 1. Alltsa giiller TTr =T
och T73T =1

Vi har foljande karakterisering av inverterbara avbildningar:

Sats 2.23. En linjar avbildning dr inverterbar om och endast om den dr wnjekiiv och surjektiv.

Bevis: Se foreldsningsanteckningar.

Definition 2.24. Vektorrummen V och W kallas isomorfa om det finns en snverterbar linjdr
avbildning T € L(V,W).

Andligtdimensionella vektorrum av olika dimension kan inte vara isomorfa, vi har ndmligen att:

Sats 2.25. Twé dndligtdimensionella vektorrum dr isomorfa om och endast om de dr av samma

dimension.
Bevis: Se forelisningsanteckningar. . !
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Korollarium 2.26, Varje dndligtdimensionellt vektorrum V med dim V = n dr isomorft med K™.

Bevis: Fbljer direkt ur Sats 2.25.
Exempel 2.27. Vektorrummen Py, (K) och K™t! 4r isomorfa.

Om vy, ..., vp 4 en bas for V och wy, ..., wm &r en bas for W, s tillordnas varje T € L(V, W)
en matris M(T) € Mat(m,n, (). Med fixerade baser 4r d& M en avbildning, M : L(V, W)
Mat(m,n, K).

Sats 2.28. Antag att vy, ..., vn 0ch Wy, ..., Wy dr baser for V respektive W. Dd dr M en inverterbar
linjér avbildning fran L(V, W) till Mat(m, n, K).

Bevis: Se foreldsningsanteckningar.

Den naturliga basen for Mat(m, n, K) ges av alla sinsemellan olika m X n matriser med ett element
lika med 1 och de 6vriga lika med 0. Det finns m - n sddana matriser, s dim Mat(m,n, K) = m n.

Sats 2.29. Om V och W dr dndligtdimensionella vektorrum, V,W # {0}, sd dr dven vektorrummet
LV, W) éndligtdimensionellt och

dim £(V, W) = (dim V) (dim W).

Bevis: Sitt dimV = n och dim W = m. Sats 2.28 ger att £(V, W) och Mat(m,n, K) #r isomorfa
och de har d& med stdd av Sats 2.25 samma dimension, m - n =dim L(V, W).

Definition 2.80. En linjér avbildning T : V v V kallas for en operator. Beteckningen L(V) stdr

for vektorrummet av alla operatorer pé V, med andra ord dr L(V) = L(V,V).

P8 otindligtdimensionella veltorrum réicker inte enbart injektivitet eller enbart surjektivitet for
att garantera inverterbarhet for en operator (se Exempel 2.13). P4 &ndligtdimensionella vektorrum

4r salkforhallandet ett annat:

Sats 2.31. Antag ait V dr ett dndligtdimensionellt vektorrum. Om T € L(V) sd dr foljande

pastdenden ekvivalenta:
(a) T #r inverterbar,

(b) T &r injektiv;
(¢) T &r surjektiv.
Bevis: Se foreldsningsanteckningar, : ‘
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For en linjir avbildning mellan vektorrum av lika dimension ger den kvadratiska matrisen sva-
rande mot avbildningen ett kriterium for inverterbarhet. En kvadratisk matris A #r ju som bekant
inverterbar om det finns en kvadratisk matris B av samma dimension och AB = BA = I, varvid

B #r entydigt bestdmd och betecknas med B = A"

Sats 2.32. Antag att T € L(V,W), dir dimV =dimW =n 2 1, och ldt vy, ..., vn och wy, ..., wy
vara baser for V respektive W. Matrisen for T' med avseende pd de givna baserna dr M(T). Dé
ar T inverterbar om och endast om M(T) dr inverterbar. Matrisen for den inversa avbildningen

T-1 e L(W,V) ges av
M(TY) = M(T)™H

Bevis: Se foreltsningsanteckningar.

Den identislka avbildningen I € £(V, V) #r inverterbar, ty den #r injektiv och surjektiv. D& 4r
fsljande korollarium en f8ljd av Sats 2.32:

Korollarium 2.38. Om U1, ..., Un 0ch vy, ...,V Gr baser for vektorrummet V, sd dr matrisen for

den identiska avbildningen, M(I, (u1, ..., un), (v1, U )) inverterbar och
MU, (U ooy Un)y (V1 00 0n)) ™ = ML (Ve o ¥n), (1,5 Un))-
Med hjilp av ovanstdende korollarium kan vi nu utreda sambandet mellan matriserna for en
operator T' vid basbyte:

Sats 2.84. Antag att T € L(V) samt att u, ..., Un och vy, ..., vp Gr baser for V. Infér beteckningen
A= M(I, (ug, ..., un), (V1, .., ¥n)). Dé gdller:

AT (g i) (11 s t60)) = A=Y M(T, (01, 0), (01, r0m)) A (2.6)

Bevis: Se forelisningsanteckningar.

Definition 2.85. Om A och B dr n x n matriser och Q dr en inverterbar n X n matris sédan att
B=Q tAQ, (2.7

sé dr A och B likartade (similira) och (2.7) dr en likhetstransformation.

Sats 2.34 ger dérmed vid handen att matriserna for en operator i olika baser 4r likartade.
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3. Tabellerade fakta om komplexa tal och polynom

Detta kapitel 4r en sammanstillning av resultat frén (komplexa) analysen. Inga nya begrepp inom
linjér algebra presenteras och vi redogdr inte for bevisen av satserna. Kapitlet utgdér ndrmast en

kalla for referens for senare kapitel.

Komplexa tal

L&t i beteckna den imagin#ra enheten, i2 = —1. Som bekant & d& z = a + bi, dér a,b € R,
ett komplext tal med realdelen Rez = a och imaginsrdelen Im 2z = b. For varje z € C tr d3

z=Rez+ (Im z)1.
Det komplexa konjugatet av z = a + bt betecknas Z och definieras av

Z=ua—Dbi
Absoluta beloppet av z = a + b1 betecknas |z| och definieras av
|z| = Va? + b2

For alla z,w € C ghller det att:

Re(w+2) = Rew + Rez,

Im(w+ 2) =Imw +Imz,

z+7Z=2Rez,
z—Z=2(Imz)1,
27 = |7|%,
UFzZ=T+7,
WE=UF,
@ =2

lwz| = |w||z|.
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Polynom

En avbildning p : K +— K #r ett polynom med koefficienter i K om det finns ag,...,am € K

sédana att
p(z) =ap+ayz+ ..+ am 2™, (3.1)

for alla z € K. Som tidigare definieras P(X’) som méngden av alla polynom med koefficienter 1 K.
Om p kan skrivas i formen (3.1) med a,, # 0 siger vi att gradtalet for p r m.
Ett tal A € K kallas for ett nollsttille f6r p € P(K) om p(A) = 0.

Sats 3.1. Antag att p € P(K) dr ett polynom av gradtal m > 1. Dé ér A € K ett nollstdlle fér p
om och endast om det finns ett polynom g € P(K) av gradtal m — 1 sddant att

p(z) = (z = A) g(2)
fér allo z € K.

Korollarium 3.2. (aj Antag att p € P(K), p # 0, dr ett polynom av gradtal m > 0. Dd har p
hégst m nollstillen 1 K.
(b) Antag att ag,...,am € K. Om

ag+a 2+ .. +tams =0
for allo z € K, 8d drag = ... = am = 0.
Sats 3.8. Antag att p,q € P(K), med p# 0. Dé finns det polynom s,r € P(K) sidana att
q(z) = s(z) p(2) + r(2)
for alla z € K och gradialet for r dr mindre dn gradialet for p.

Sats 8.4, Algebrans fundamentalsats. Varje icke-konstant polynom p € P(C) har ett nollstdlle 1
C.

Korollarium 3.5. Om p € P(C) dr ett icke-konstant polynom, sd har p en entydig fakiorisering

av formen
p(2) =c(z—A1)...(z = Am),

dir ¢, A, ..., Am € C.
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Sats 3.6. Antag ait p € P(R). Om A € C dr ett nollstille for p, s dr dven X ett nollstdlle for p.
Sats 3.7. Ldt a, 8 € R. Dé har vi en foktorisering av formen.

ooz = (z— )z~ N),
med M\, Ay € R, om och endast om a® > 4 3.

Sats 3.8. Om p € P(R) dr ett icke-konstant polynom, sé har p en entydig faktorisering av formen
p(z) =c(z—M)..(2 = Am)(@® +arz+ fr)...(a° + e &+ fu),
dir ¢, M1,y Am € R och (a1, 1), -, (an, Bar) € R? med ajz- < 4f; for varge j.

Bevisen till ovanstiende satser kan studeras i t.ex. kursboken av Axler.
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4. Egenvirden och egenvektorer for linjira operatorer

I detta kapitel studeras linjéra operatorer, det vill siga linjira avbildningar T med vérderummet i
definitionsrummet, T € L(V,V) = L(V). Fokuseringen &r nu p& #ndligtdimensionella vektorrum,
ty en stor del av de resultat som presenteras giller ej i o#ndligtdimensionella velctorrum.

Invarianta underrum

Antag att vi har ett sndligtdimensionellt vektorrum V' och en operator T € L(V). For att utreda
vilka egenskaper T" har kan det vara fordelaktigt att studera egenskaperna for restriktionen av T
till en delmangd av V. Antag att V kan uppdelas i direkta summan

V=Ui®.. 0U , (4.1)

Lat T|y; beteckna restriktionen av T till underrummet Uj, j = 1,..,n. Om uppdelningen i (4.1)
har egenskapen att varje T|y; tr en operator p& Uj, Tly, € L(U;), sb 4r de #ndliga produkterna
av operatorn T'|y; vildefinierade. Detta &r en dnskvird och viktig egenskap.

Definition 4.1. Antag att T € L(V), ddr V dr ett dndligtdimensionellt vektorrum. Om U dr ett
underrum av V sddant att u € U = T'(u) € U sdger vi att U ér invariant under T. Med andra ord

@r U invariant under T om R(T|y) CU.

Exempel 4.2. (a) De triviala underrummen {0} och V av vektorrummet V' &r invarianta under
varje T' € L(V).

(b) Nollrummet N(T') och vérderummet R(T) & invarianta under T'.

(c) L&t T € L(P1o(R)) vara derivataoperatorn Tp =p'. D& #ir Ps(R) ett invariant underrum under
T, ty p € Ps(R) = Tp=7p" € Ps(R).

Man kan fraga sig om ett 4ndligtdimensionellt vektorrum alltid har icke-triviala invarianta un-
derrum under en given operator 7', Exempel 4.2 besvarar inte denna friga, ty om T #r inverterbar
¢4 sammanfaller N(T) och R(T) med de triviala underrummen {0} respektive V. Vi skall senare
se att 4ndligtdimensionella komplexa vektorrum av dimension stérre #n 1 och dndligtdimensionella
reella vektorrum av dimension storre &n 2 alltid har invarianta underrum som &r icke-triviala.
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Egenvirden och egenvektorer

Vi 8vergdr nu till att undersska de enklaste mdjliga icke-triviala invarianta underrummen, ném-
ligen sidana som har dimensionen 1. Underrum av dimension 1 till vektorrummet V' &r 14tta att

beskriva, Fbér ett godtyckligt u € V, sddant att u # 0, &
U={au:a€ K} (4.2)

ett underrum av V med dimU = 1. Vidare 4r varje 1-dimensionellt underrum av V av formen
(4.2). Antag att 0 # u € V och att underrummet U som ges av (4.2) #r invariant under T' € L(V).
Eftersom det d giller att 7w € U, 88 finns det ett A € K sidant att

Tu=Au. (4.3)

Omvint, om T € L(V), 0 # u € V och det finns ett A € K sidant att T'u = Au, s8 4r underrummet
U= {au:a€ K} invariant under T', ty for a € K glller T(au) =aTu=alu € U.

Definition 4.3. En skalir A € K dr ett egenvirde till T € L(V) om det existerar en vektor u # 0
iV sddan att Tu= Au. Om X dr ett egenvirde 6l T och w € V dr en vektor sddan att Tu = A,

86 kollas u en egenvektor till T svarande mot egenvirdet .

Anmirkning 4.4. Med den ovangivna definitionen 4r u = 0 en egenvektor till varje egenviirde A.
Vidare &r méngden av egenvektorer svarande mot ett givet egenvirde A alltid olika m#ngden {0}.

Utredningarna kring formel (4.3) ger di att vektorrummet V' har ett invariant underrum U av
dimension 1 under T' € £(V) om och endast om T har ett egenvirde A € K.

Sats 4.5. Egenvektorerna till T € L(V) svarande mot egenvirdet A € K bildar underrummet
NT-AI)av V.

Bevis: Antag att T' € L(V) och att A € K #r ett egenviirde till T'. D& géller for u € V att

Tu=Aue (T-2Hu=0ue NT-AI).

Beaktande definitionen pd egenviirden och egenvektorer samt satserna 4.5,2.9 och 2.31 erhaller

vi ftljande karalcteriseringar:
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Korollarium 4.6, Antag att T € L(V) och att A € K. Dad gdller:
a) A i ett egenvirde till T om och endast om T — Al inte 4r injektiv,

b) \ 4r ett egenvirde till T om och endast om T — Al inte &r surjektiv,
¢) X 4r ett egenviirde till T om och endast om T — A1 inte &r inverterbar,

dér V dr dndligtdimensionell i fallen b) och c).

Exempel 4.7. Exempel pa egenviirden och egenvektorer. (Se foreldsningsanteckningar).

Sats 4.8. Antag att T € L(V) och att Ay, ..., A\n € K dr olika egenvirden svarande mot T'. Lét
vy, ..., Un vara egenvektorer som alla &r olika noll och svarar mot de ovangivna egenvirdena. Dé dr

Vy,..., Un lingdrt oberoende vektorer i V.

Bevis: Se frelisningsanteckningar.
Korollarium 4.9. Varje operator T € L(V) har hdgst dimV olika egenvirden.

Bevis: Lat T' € L£(V) och antag att Ag,..., Am € K 4r olika egenvirden fér T med korresponderande
egenvektorer vy, ..., um alla olika noll. D& &r egenvektorerna linjért oberoende i V' (Sats 4.8) och

dérmed giller m < dim V' (Sats 1.23).

Exempel 4.10. Antag att A &r en n X n matris med elementen a; ; € K. Ett tal A € K kallas ett
egenvirde till A om det finns en n X 1 matris (kolonnvektor) z # 0 sidan att

Az =)z (4.4)

Om A € K #4r ett egenvirde till A kallas alla n x 1 kolonnvektorer « som uppfyller (4.4) for
egenvektorer till A svarande mot egenvirdet A.
Om ) € K #r ett egenviirde till A ghller

’ (A=AD)z =0, : (4.5)
dsir T 8r n x n enhetsmatrisen. Med andra ord & A ett egenvirde till A om och endast om det
homogena ekvationssystemet (4.5) har icke-triviala lsningar z # 0, vilket intréffar d& och endast
da

p(A) =det (A—AI) =0,

dér det (A — A I) betecknar determinanten av matrisen A— AT, som #r ett polynom p()) av gradtal
n. Polynomet p()\), med koefficienter i K, kallas karakteristiska polynomet till A. Nollstillena i K
for p(A) utgbr mingden av egenvirden till A i K.

Om exempelvis A = (I g) har vi det karakteristiska polynomet

p(A)=det(A—U)=‘7]A 5?_>\'=(7—>\)(5~>\)~8=/\2—12>\+27

:()‘—3)(/\'—9)a
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med nollstillena A; = 3 och Ay = 9, som d& utgdr egenvirdena till A i R (och C). For A =3
kontrollerar man latt att (2,—1)T &r en egenvektor, och fér A = 9 &r (4, )T en egenvektor.

Om A = g) _01), 8 har A inga reella egenvirden, ty p(A\) = ‘ _.1,\ :i = A% + 1, varfor

A\ = &1 4r egenviirdena till Ai C.

(Exempel. Overkurs. Numeriska nirmevirden for egenvirdena till en n X n matris A bertknas
beh#indigt i Matlab med kommandot

>> eig(A)
Kommandot

>> |E, L] = eig(A)

ger egenvirdena till 4 i diagonalmatrisen L och motsvarande egenvektorer i kolonnerna for E.)

Antag att A och B #r likartade n X n matriser. D3 finns det en inverterbar n x n matris Q) s&
att B=Q 1AQ. Om nu A € K och z # 0 s& ghller det att
Bz=Mz & (Q'AQ)z= Az
@ AQz)=A(Qz)
S Ay=2y, y=Qz
Dirmed har likartade matriser samma egenvirden. Sats 2.34 ger d& vid handen att om T € L(V)
s #r egenvirdena for matrisen for T, M(T'), oberoende av valet av bas for vektorrummet V.

Nu bér vi utreda om egenvirdena for operatorn 7' sammanfaller med egenvirdena for M(T).
Detta vore 8nskviirt med tanke pa numerisk bestfmning av nirmevirden till egenvérdena for T'.

Sats 4.11. Antag att T € L(V) och att M(T) dr matrisen for T med avseende pd ndgon bas for
V. Dé har T och M(T') samma egenvirden.

Bevis: Se freldsningsanteckningar.
Operatorpolynom

Om T € L(V) 4r en operator pd V s& &r 4ven produkten T'T en operator pd V. For heltaliga

m > 0 definierar vi
=1 T =T,

T =TT™ Y m>2.
Vi har d& att T™ € L(V) fosr m > 0. Om T € L£(V) 4r inverterbar har vi att 77! € L(V). Vi
definierar d& for m > 0 operatorn 7™ € L(V') genom

T=m _ (T——l)m, m> 0.
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Med hjalp av ovanstdende definitioner och induktion verifieras potenslagarna
TmT™ = T™m" och (T™)"=T"",
for T € L(V), dir m, n &r godtyckliga heltal om T &4t inverterbar och m,n > 0 om T saknar invers.
Antag att T € L(V) och att p € P(K) ar polynomet givet av
p(z)=ao+arz+ ..+ am 2™,
for alla z € K. D4 definieras operatorpolynomet p(T") € £(V) genom
p(M=al+a, T+ .. +anT™

For fixt T € L£(V) #r avbildningen frin P(K) till L(V) given av p — p(T) for alla p € P(K)
linj4r,
(ap+bg)(T) = ap(T) + by(T),

for p,q € P(K) och a,b € K, (Hemuppgift).
Om p, q € P(K) 8 definieras polynomet pg € P(K) genom

(pq)(2) = p(2) 9(2),
for varje z € K. Om T € L(V) s4 ghller
(pg)(T) = p(T") ¢(T),
for alla p,q € P(K), (Hemuppgift). Vidare kommuterar operatorpolynom, ty
p(T) o(T) = (pa)(T) = (ap)(T) = a(T) p(T),

for alla p,q € P(K).

Uppét trianguléra matriser

Om K #r skalirkroppen C och V # {0} 4r ett sndligtdimensionellt vektorrum s& har vi ftljande

viktiga resultat:

Sats 4.12. Lit T € L(V), dir V # {0} dr ett dndligtdimensionellt komplext vektorrum. Dd har

operatorn T' ett egenvdrde.
Bevis: Se forelisningsanteckningar.

Anmérkning 4.13. Foregdende sats gller ej om V' &r ett komplext vektorrum av o#ndlig dimen-

sion. Exempelvis om T' € L{C*°) definieras genom
T(zla 22, ) = (0> 21,22, )1
for varje z = (21,2, ...) € C%, s& har T inga egenviirden i C. (Hemuppgift).
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Betrakta den kvadratiska n x n matrisen

ayr o G1n

Qn,1 '+ Gngn

vars diagonal bestir av elementen a; 1,022, ., Gnyn- En matris kallas uppat triangulfr om alla

element nedanfor diagonalen #r 0. Speciellt 4r varje 1 X 1 matris uppat trianguldr.
En uppat triangulir matris for vilken vi inte kéinner till, eller inte vill ange, elementen ovanftr

diagonalen betecknas med
a1,1 *

0 Gn,n
Ett viktigt m&l i linjir algebra 4r att utreda, givet en operator T' € L(V), om det existerar en bas
for V med avseende pa vilken matrisen for T', M(T), tr av enlkel form. Man efterstrivar vanligen
en framstéllning M(T') med ménga element lika med 0. I detta avseende kan en upplt trianguldr
matrisframstallning M(T) anses vara t4mligen enkel. Ftljande sats plvisar ett samband mellan

uppst triangulsra matriser och invarianta underrum.

Sats 4.14. Antag att T € L(V) och att vy,...,vn Gr en bas for V. D& ér féljande pdstdenden
ekvivalenta:

(a) Matrisframstéliningen M(T) med avseende pa vy, ..., vp 87 uppht triangulir;

(b) Tvy € |v1, ..., v} for varje k=1,..,n;

(¢) [v1,..., v| 8r invariant unde?" T forvarjek=1,..,n.

Bevis: Se foreldsningsanteckningar.

Om V #r ett komplext 4ndligtdimensionellt vektorrum kan vi garantera att en operator L(V)
har en uppat triangulir matrisframsttllning M(T") med avseende p& nigon bas for V.

Sats 4.15. Antag att V dr ett dndligtdimensionellt komplezt vektorrum och att T € L(V). Dé finns
det en bas vy, ...,vn for V sé att M(T) dr uppdt trianguldr.

Bevis: Se forelisningsanteckningar.

Vi har tidigare sett (Sats 2.32) att T € L(V) 4r inverterbar om och endast om M(T) &r inverter-
bar. Speciellt 15tt 4r detta att kontrollera om M(T') &r uppét triangulir med avseende pd négon

bas for V:

Sats 4.16. Antag att M(T) for T € L(V) dr uppét triangulir med avseende pd ndgon bas for V.
Dé ér T inverterbar om och endast om alla diagonalelement 1 M(T') dr olika noll.
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Bevis; Se freldsningsanteckningar.

I allm#nhet kan man inte exakt bestdmma egenviirdena for en operator 7 € L(V) om dim V' > 4.
Ett viktigt undantag 4r dock fallet d& M(T") 4r uppht trianguldr:

Sats 4.17. Antag att M(T) fér T € L(V) dr uppdt trianguldr med avseende pd ndgon bas for V.
Dé ges alla egenvirden till T' av diagonalelementen for M(T').

Bevis: Se forelisningsanteckningar.

De diagonala matriserna har nollelement bdde nedanfér och ovanfor diagonalen, och 4r dérmed
enkla specialfall av uppt trianguléra matriser. Vi betecknar en diagonalmatris med

a1 0

0 an,n

d4r diagonalen ay 1, ...,an,n € K. For en diagonal matrisframstéllning av en operator giller:
Sats 4.18. Antag att T € L(V) och att v1,...,vn 47 en bas for V. Dé dr M(T') en diagonalmatris
om och endast om vy, ..., vy &r egenvektorer till T

Bevis: Antag att T € L(V') och att v1,...,v, 42 en bas for V. D4 giller:

A1 0
M(T) = S Tvr=Mv, 0T o= A vy
0 An
© v1,..., Uy 8r egenvektorer till T

En operator T' pd ett #ndligtdimensionellt komplext vektorrum har minst ett egenviirde, men
det behtver inte finnas ngon bas for V sddan att M(T') svarande mot basen 4r diagonal, vilket

foljande exempel belyser:
Exempel 4.19. (Se foreldsningsanteckningarna).

Om en operator har tillriickligt ménga olika egenvérden pd ett dndligtdimensionellt vektorrum
V, s& & M(T') diagonal med avseende p& nigon bas for V:

Sats 4.20. Antag att T' € L(V) har dim V' = n olika egenvirden. D& har V en bas vy, ..., vy sddan

att M(T) med avseende pd basen dr diagonal.
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Bevis: Antag att T € £(V) har n olika egenvirden A, oy An. LAt vy, ..., v, vara egenvektorer olika
noll svarande mot egenvirdena. DA &r vy, ..., vn linjért oberoende (Sats 4.8). Men d& &r vy,...,vn
en bas for V (Sats 1.37). Med avseende pa denna bas &r M(T') diagonal (Sats 4.18).

Anmérkning 4.21. Sats 4.20 kan inte omvéndas. L&t exempelvis T' € L(K?) vara given av
T(21,22,23) = (22,3 29,323).

D4 Hr M(T) med avseende pd den naturliga basen for K3 en diagonalmatris med diagonalen
a1, = 2,092 = a3 ;3 = 3. Men T har enbart 2(# 3 = dim K3) olika egenvirden, A; = 2, Ay = 3.

Vi avslutar detta avsnitt med en sats som ger flera ekvivalenta villkor for att en operator pé ett
tndligtdimensionellt vektorrum V skall ha en diagonal matrisframstéllning M(T") med avseende pd

négon bas for V.

Sats 4.22. Antag att V dr ett dndligtdimensionellt vektorrum och att T € L(V). Lit A1,...,Am
vara olika egenvirden for T. Dé dr foljande pdstdenden ekvivalenta:

a) M(T) ar diagonal fned avseende ph nagon bas for V;

b) V har en bas bestdende av egenvektorer till T

c) det finns endimensionella underrum Ui, ..., Up av V, alla invarianta under T,

sddana att V=U,® ... ®Uy;
A V=NT-\D®..0 NT-InI);
€) dimV = dim N(T = A\ I) + .. + dim N(T' — A I).

Bevis: Se forelidsningsanteckningar.

Invarianta underrum pé reella vektorrum

Vi har visat att varje operator pi ett komplext #ndligtdimensionellt vektorrum har minst ett
egenvirde. Detta giller ej for operatorer pd 4ndligtdimensionella reella vektorrum, (se Exempel
4.7). D#rmed kan en operator pa ett reellt vektorrum sakna invarianta underrum av dimension 1,

men d& maste det finnas ett invariant underrum av dimension 2:

Sats 4.28. Varje operator T pd ett andligtdimensionellt reellt vektorrum V # {0} har ett invariant

underrum ov dimensionen 1 eller 2.

Bevis: Se forelisningsanteckningar.
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Definition 4.24. Antag oft U och W dr underrum av vektorrummet V' och att
V=UspW
Varje vektor v € V' har dé en entydig framstdlining:
v=u+w, u€lUweW
D¢ betecknar Py w € L(V) projektionen pd U med nollrummet W, och definieras genom
Py w(v) = u.

Omw; = uy +wy, Vg = Ug+wgq, u; € U,w; € W, 58 ghller det for a,b € K att Pyw(avy+bvy) =

auy +bug = aPU,W('ul) -+ bPU,W(Ug), GE) PU,W Hr linj4r.
Om v = u+w och w # 0 s& 4 Py w(v) # 0. Om u = 0 s8 har vi att v € W och att Pyw(v) = 0.

D#rmed & N(Pyw) = W. Klart 4r att R(PU,W) =U.
Eftersom Py y(v) = w har vi att:

V= PUJ/V(U) + PW,U(’U),

forallave V.
Vidare ghller P[%,W =Pyw, ty Pg,w(v) = PU,W (PU‘W(U)) = PU,W (U) == PU,W(’U)-

Med hj#lp av den ovandefinierade projektionen kan vi bevisa féljande resultat for reella vektorrum

av udda dimension:

Sats 4.25. Varje operator T' pd ett reellt vektorrum V av udda dimension har ett egenvirde.

Bevis: Se foreldsningsanteckningar.
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5. Vektorrum med skaldr produkt

D4 vi definierade abstrakta vektorrum generaliserde vi den bekanta linj4ira strukturen (addition
och skalsr multiplikation) frdn R? och R®. Nu tar vi fasta pa de i R? och R® bekanta egenskaperna
lngd av vektorer och vinkeln mellan vektorer. Dessa begrepp kan generaliseras till abstrakta
vektorrum genom inférandet av en skalir produkt. Vi antar i detta kapitel att V # {0} &r ett

sndligtdimensionellt vektorrum 8ver talkroppen K.

Skaldra produkter

Lingden av en vektor « i R? eller R® kallas normen av  och betecknas lz|l. Som bekant

generaliseras begreppet lingd av vektor till R™ genom

lzll = 1/22 + ... + 22,

dir ¢ = (21, ..., on) € R™. Normen #r inte en linjér avbildning frén R™ till R.
Linjsra egenskaper kan inféras med hjélp av skaltira produkten z -y av vektorerna z,y € R",

vilken definieras genom
T -y=o1Y1+ .+ TnYn,

for varje z,y € R™. Skaltra produkten #r dirmed en avbildning frdn R™ x R™ till R. Tydligen 4r
0< 2z = ||z]|?, med skaldra produkten lika med noll om och endast om z = 0. Om vi fixerar
y € R™ s& 4r avbildningen T'(z) = -y linjir, T € L(R™, R). Vidare kommuterar skaldra produkten,
- y=uy- z fbralla z,y € R™

Ovanstiende egenskaper kan tas till grund fér en generalisering av skaltra produkten till ett
reellt veltorrum. Vi vill dock att den definierade skalira produkten skall vara meningsfylld &ven
p4 abstrakta komplexa vektorrum, s& vi bdr studera begreppet norm p& C™.

Fér komplexa tal z = a + bi, a,b € R, definieras belopp och konjugat av

och ett samband mellan begreppen ges av
2|? = 2.

For z = (21, ...,2n) € C™ definieras normen genom

l2ll = v/lz1 ] + . + | %,
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varmed ||z|| > 0 och
Hz“2=zlz_1+...+zn7z} (5.1)
Om vi tolkar (5.1) som skaldra produkten av z och z borde vi d& definiera skaldra produkten av w
och z1 C™ genom
w1zt o+ W Zn
Om w och z byter roller borde vi d8 ha att skaltira produkten av z och w 4r lika med det komplexa
konjugatet av skaltra produkten av w och z. Vi dr nu redo att definiera skaliira produkten pé ett

vektorrum V 8ver K.

Definition 5.1. En skalir produkt pd 'V dr en funktion som avbildar varje ordnat par (u,v) € VXV
pé ett tal (u,v) € K och som har féljande egenskaper for varje u,v,w € V och varje a € K :

(1) (v,v) 2

(i4) (v,v) =0, om och endast om v =0,
(45) (u+ v, w) = (u,w) + (v, W),

(i) (aw,v) = a(u,v),

(v) (uv) = ).

Ett vektorrum V forsett med en skaldr produkt kallas ett euklidiskt rum om K = R och ett unitdrt

sum om K = C.

Anmérkning 5.2. Om V #r ett euklidiskt rum, s& verifierar man litt att fsljande tva egenskaper

giller: (u,v) = (v,u) och (u,av) = a(u,v).
Vidare galler i ett vektorrum V med skalsr produkt att (0,u) = (u,0) = 0, for alla u € V,
(u,av) =@ (u,v), och {u,v +w) = (u,v) + (v, w).

Exempel 5.3. (a) Det viktigaste exemplet pd ett vektorrum med skalsir produkt 4r K™ med den
euklidiska skalira produkten
<(wla ---;'U)n)y (zli "',zn» =wZ + .+ Wy Zn.

K™ antas vara forsedd med ovanst&ende skaldrprodukt om inget annat anges.
(b) Vi kan férse K™ med andra skaldra, produkter. Om exempelvis ¢;,...,cn € R 4r positiva tal

s, definierar
(w1, ey Wn), (B, 0y 2n)) = CLWI L+ o+ CaWn 20

en skalér produkt pd K™
(c) P& Pn(K) kan vi definiera en skaltr produkt genom

(p,q) = /0 p(2) 70 de.
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Normer

Definition 5.4. Lét V vara ett vektorrum med skaldr produkt. For v € V betecknas normen av v

med ||[v|| och definitionen ges av

vl = v {v,v) .

Anméirkning 5.5. Vi noterar att ||v]| = 0 om och endast omwv = 0, (ty (v,v) =0 & v=0). Vidare
giller for varje a € K och varje v € V att [av]| = lal ||vll, ¢y llav]? = (av,av) = a(v,av) =

a@(v,v) = |af? [v[|*).

Exempel 5.6. (a) Om V = K™ med den euklidiska skaléra produkten far vi for (#1,...,2n) € K™
att

(22, s 20)ll = V& + oo+ [enl®

(b) Om V = P,(K) forsedd med skaldrprodukten i Exempel 5.3 (c) erhaller vi for p € Pr(K)

normen

ol =1/ Ip(e) P de.

Definition 5.7. Vektorerna u,v € V séges vara ortogonala om (u,v) = 0.

Vi noterar att (u,v) = 0 om och endast om (v,u) =0, och att 0 &r ortogonal mot varje vektor i

V. Vidare 4r 0 den enda vektor som 4r ortogonal mot sig sjélv.
For V = R? 4r fsljande sats bekant frén hdgstadiet:
Sats 5.8. Pythagoras sats: Antag att u,v dr ortogonala vektorer i V. Dd géller:

o+ lf* = Jlull® + [lv]f*.

Bevis: Antag att u,v € V 4r ortogonala. D& giller:

llu+ o)l = (u+v,u+0) = {u,u) + (@) + (v, 8) + (v, 0)
= Jlulf® + ol + {u,v) + (v, w)
= Jlull® + [lv]|*.
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Lemma 5.9, Antag att u,v € V och att v # 0. Dd finns det en vektor w € V och en skalir a € K

sé att v och w dr ortogonala och
u=a?v+ W,

d
me (1,0)

R och w=1u—av.

a =

Bevis: Se forelisningsanteckningar.

Foljande sats, (som 1821 bevisades for skalira produkten i Exempel 5.3(a) av den franska mate-
matikern Augustin-Louis Cauchy, och 1886 for skalira produkten i Exempel 5.3 (c) av den tyska
matematikern Herman Schwarz ), introducerar en mycket viktig olikhet i matematiken:

Sats 5.10. Cauchy-Schwarz olikhet: Antag ott u,v € V. Dé gdller

{w, 0] < full vl (5.2)
dir vi har likhet om och endast om den ena av u och v dr en skalér gdnger den andra.
Bevis: Se foreltisningsanteckningar.

Lingden av en sida i en triangel 4r alltid mindre &n summan av lingderna av de tvd Ovriga
sidorna. Generaliseringen till ett abstrakt vektorrum med skaltir produkt och norm ges av:

Sats 5.11. Triangelolikheten: Antag att u,v € V. Dd galler

llu+ vl < llull + 1ol (6.3)
dér v har likhet om och endast om den ena av u och v ar en icke-negativ multipel av den andra.
Bevis: Se forelisningsanteckningar.

I en parallellogram &r summan av kvadraterna pd lingderna av diagonalerna lika med summan

av kvadraterna p4 lingderna av de fyra sidorna:

Sats 5.12. Parallellogramidentiteten: Antag att u,v € V. Dd galler

=+ o] [l = o> = 2 (flul® + [Jo]*). (5.4)

Bevis: Hemuppgift.
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Ortonormerade baser

Definition 5.13. Vektorerna ei,...,en € V sdges vara ortonormerade om de har normen 1 och dr

parvis ortogonala:
_J0, omj#k
(e ex) = {1, om j =k,

dir 5,k € {1,...,n}.

Exempel 5.14. Den naturliga basen i K™ best&r av ortonormerade vektorer med avseende p4 den

euklidiska skaldra produkten.

Om en vektor i V uttrycks som en linjirkombination av ortonormerade vektorer &r det 14tt att

bestdmma normen av vektorn:
Sats 5.15. Om wektorerna ey, ...,en € V dr ortonormerade sd dr
lay ex + . + anenll® = laa]? + ... + [anl?, (5.5)
for alla ay,...,an € K.
Bevis: Se foreldsningsanteckningar.
Med hjslp av foreghende sats bevisar vi enkelt att:

Korollarium 5.16. Varje mingd av ortonormerade vektorer 1 V' bestdr av linjirt oberoende vek-

torer.

Bevis: Antag att ej,...,e, € V ir ortonormerade vektorer och att ay,...,an € K 4r sddana att
aje;+..+ape, =0.

D4 ger Sats 5.15 att |a; |2+ ... +|an|* = 0, vilket betyder att a1 = ... = an = 0, och beviset &r klart.

Definition 5.17. Vektorerna ei,...en € V dr en ortonormerad bas for V. om wekiorerna &r

ortonormerade och utgdr en bas for V.

Exempel 5.18. (a) Den naturliga basen i K™ #&r en ortonormerad bas med avseende pd den

euklidiska skalira produkten.
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(b) Om &3, ..., €n &r ortonormerade vektorer i V, dim V = n, si utgdr vektorerna en bas till V,
ty de #r linjirt oberoende (Koroll. 5.16) och antalet vektorer sammanfaller med dimensionen for

V (Sats 1.37).

I allménhet kan det vara besvirligt att bestimma koordinaterna for basframstéllningen av en
vektor v € V. Om basen f8r V #r ortonormerad forenklas detta problem avsevért, vilket &r en

viktig motivering till anvindandet av ortonormerade baser:

Sats 5.19. Antag att vektorerna ey, ...,en Gr en ortonormerad bas for V. Dé &r

v=(v,e1)e;+ ..+ (v,en)en (5.6)

och
ol = (v, e) 2+ .. + [(v,en)?, (5.7)

fir allav € V.

Bevis: Lat v € V och antag att ej,...,en #r en ortonormerad bas for V. DA finns det skalbrer
a1, . an € K 88 att

v=ay€e,+..+an€n.
Genom att bilda skaltra produkten med e; i bada leden av ovanstiende ekvation erhaller vi for
j=1,...,n att

n n

<’U,6j> = (al e;+ ...+ an Gn,6‘1> = Z(ai Gi,6j> = Za,- <6¢,Gj> = aj(ej,ej) = Qy,

i=1 =1

si (5.6 galler. Att (5.7) giller foljer d& ur (5.5), och beviset ar klart.

D3, foreghende resultat ger en god orsak till att anvinda ortonormerade baser, 4r vi stillda infor
problemet att utreda om en sddan bas alltid existerar och hur en ortonormerad bas kan konstrueras.
Féljande sats och korollarium besvarar fraigorna. I beviset av nista resultat anviinder vi en algoritm
uppkallad efter den danska matematikern Jorgen Gram (1850-1916) och den tyska matematikern
Erhard Schmidt (1876-1959).

Sats 5.20. Gram-Schmidt: Antag att vektorerna v, ..., vy dr linjirt oberoende i V. Dé finns det

ortonormerade vektorer ey, ...,en € V sddana att .
[’Ul, ..,,'Uj] = [61, ...,Ej]

forj=1,..,n.

Bevis: Se forelisningsanteckningar.
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Nu kan vi besvara fragan om existensen av ortonormerade baser:

Korollarium 5.21. Varje dndligtdimensionellt vektorrum med en skaldr produkt har en ortonor-

merad bas.

Bevis: L&t vi,...,un vara en bas for V. D& #4r basvektorerna linjart oberoende i V och vi kan
dirmed hitta ortonormerade vektorer ey, ...,en € V sidana att [ey, ..., en] = [v1, ..., vn], (Sats 5.20).
Men eftersom [vy,...,vn] = V och e, ...,e, #r linjért oberoende (Koroll. 5.16), s& #r vektorerna

e1,...,en en bas for V.

Nista friga vi bor stilla oss #r, givet en méngd av ortonormerade vektorer i V, kan vi alltid

utvidga mingden till en ortonormerad bas for V7

Korollarium 5.22. Varje mdngd av ortonormerade vektorer i ett dndligtdimensionellt vektorrum

V kan utvidgas till en ortonormerad bas for V.

Bevis: Antag att ey, ...,em #r ortonormerade vektorer i V. D& #r vektorerna linjirt oberoende i
V (Koroll. 5.16) och vi kan d&rmed utvidga méngden till en bas ey, ..., €m, V1, ..., Un 0r V (Sats
1.30). Genom att tillimpa Gram-Schmidts ortonormeringsprocedur, (se beviset av Sats 5.20), p

basvektorerna erhaller vi vektorerna

el)"')emafla“'vfn> (*)

som 4r ortonormerade. Gram-Schmidts algoritm lémnar ey, ...,em oféréndrade, eftersom de redan
sir ortonormerade (kolla att detta ghller!). Eftersom vektorerna i (%) #r ortonormerade 4r de linjért

oberonde (Koroll. 5.16) och vidare &r (61, 1y €m, f1, s fn] = [e1, vy €m, V1, oy Un) = V' (Sats 5.20),
S8 €1, .., €my f1, o, Jn L 0 ortonormerad bas f6r V, och dirmed 4r korollariet bevisat.

I foregiende kapitel visade vi att for varje operator T ph ett #ndligtdimensionellt komplext
vektorrum V kan vi hitta en bas for V s& att matrisframstéllningen M(T') av operatorn med
avseende pd denna bas #r uppat trianguldr, (Sats 4.15). Fsljande korollarium géller pé bade reella
_ och komplexa #ndligtdimensionella vektorrum med skalér produkt:

Karollarium 5.23. Antag att T € L(V). Om M(T) dr uppdt trianguldr med avseende pd ndgon
bas for V, sé ar M(T) uppdt trianguldr med avseende pd ndgon ortonormerad bas for V.

Bevis: Antag att M(T) #r uppit triangultr med avseende p& basen vi,..,vn for V. D& &r
[v1,...,v;] invariant under T' for varje 7 = 1,..,7, (Sats 4.14). Vi tillimpar Gram-Schmidts or-
togonaliseringsforfarande pé basen och erhéller en ortonormerad bas ey, ...,e, for V. Eftersom
lery o gi) = [v1, 0 vy), T=1,00m (Sats 5.20), s 4x [ey, ..., e;] invariant under T' for j =1,..,n, och
da ger Sats 4.14 att M(T') med avseende pé den ortonormerade basen ey, ..., e, 4 uppét trianguldr.
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Nista resultat, (vars forsta bevis gavs av den tyska matematikern Issai Schur ar 1909), foljer l5tt

ur foreghende korollarium och Sats 4.15.

Korollarium 5.24. Antag att T € L(V), dar V ar ett dndligtdimensionellt komplext vektorrum.

Dé ér M(T) uppdt triangulir med avseende pd ndgon ortonormerad bas for V.

Bevis: Sats 4.15 ger att M(T') 4r uppat triangulir med avseende pd ndgon bas fér V. D& ger
Korollarium 5.23 att det finns en ortonormerad bas for V sidan att M(T') med avseende p& denna

bas 4r uppat triangulbr.
Ortogonala projektioner

Definition 5.25. Antag att U dr en delmingd av vektorrummet V. Dé definieras ortogonala
komplementet av U som mingden av alla vektorer ¢ V som dr ortogonala mot varje vektor i U,

Ut={veV:(vu) =0 for allauecU}.

Anmérkning 5.26. Det ghller alltid att UL 4r en icke-tom méngd, ty 0 € UL, Antag att
v,w € UL och att @ € K. D4 giller for varje u € U : (v + w,u) = (v,u) + (w,u) = 0 och
(av,u) = a(v,u) = 0, s8 UL ar ett underrum av V. Vidare galler det trivialt att V- = {0} och

{0} =V.
Antag att U C W, dir U, W #r delméngder av V. Om w € W s8 ghller for varje v € W att
(w,v) = 0. Eftersom U 4r en delméngd av W galler dé for alla u € U att (w,u) =0, sd w € U™.

Altsa U C W = Wt c Ut

Varje 4ndligtdimensionellt underrum av ett vektorrum V' med skaldr produkt ger upphov till en

naturlig framstillning av V som en direkt summa:

Sats 5.27. Om U dr ett dndligtdimensionellt underrum av ett vektorrum V, sd dr

V=UesU*.

Bevis: Se foreldsningsanteckningar,

Anmirkning 5.28. Ovanstiende sats giller &ven om V 4r ofindligtdimensionell.
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En viktig konsekvens av Sats 5.27 &r

Korollarium 5.29. Om U dr et andligtdimensionellt underrum ov ett vektorrum V, sd dr
U=(Uht.

Bevis: 1) Tag u € U. Da #r (u,v) =0 forallav € UL stue (UL och UC(UH™

9) Valj godtyclligt v € (U)*. Med stod av Sats 5.27 ghller

v=u+w, dirué€Ul, we UL,

D4 giller: 0 = (v,w) = (u+ w,w) = (u,w) + (w,w) = lw|?. Alltss sr w=0ochv=1u€U,sd
(UL)- C U, och beviset 4r klart.

Definition 5.80. Antag att U dr ett dndligtdimensionellt underrum av vektorrummet V. Dé ger
Sats 5.27 att varje vektor v € V pd ett entydigt satt kan framstdllas som

v =u-+Ww,

dir uw € U och w € UL, Vi definierar nu operatorn Py € L(V), kallad ortogonala projektionen av
V pd U, genom
Py(v) =wu,

dir v och u ges av framstéliningen ovan.

Anmérkning 5.31. Med stod av Definition 4.24 har vi d& att Py = Py y+. DA ger utredningarna
ph sida 34 att Py #r linjair, Py € L(V). Vidare har Py foljande egenskaper:
(i) R(Py)="U;
(4) N(Py) = U
(i) v—-Pyv € U+ for varjev € V;
(iv) Pj = Pu;
(v) [Pyl < llv]| for varje v € V.
Egenskaperna (i), (i) och (i) har vi visat p4 sida 34.
Omv=u+w medu€lU,we UL, sa galler: v—Pyv=(utw)—u=wE UL, s8 (ii1) ghller.
Uppdelningen v = u+w, u € U,we Ut och Pyv=u, ger att Py v &r ortogonal mot w. D& ger
Sats 5.8 att ||v]|? = [Py v+ w|* = [Py |2+ [lw]|? > | Py vl?, s& (v) ghller.

Sats 5.32. Om U dr ett andligtdimensionellt underrum av ett vektorrum V och ey, ...,en G €N
ortonormerad bas for U, sé géller for varje v € V att
Pyv=(v,e1)er+ ..+ (v,€n) €n .
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Bevis: Tag v € V. Med den givna ortonormerade basen fér U har vi framstéllningen
v=((v,e1)e; + ... + (v,en)en) + (v — (v,e1) €1 = ... — (v,€n) €n).
Den forsta parentesen &r en vektor i U. I beviset av Sats 5.27 visade vi att den andra parentesen

sr en vektor i UL, s& Py v 4r tydligen lika med den forsta parentesen, och satsen &r bevisad.

Ett minimeringsproblem: Givet ett 4ndligtdimensionellt underrum U av ett vektorrum V och

en vektor v € V, $nskar vi finna en vektor u € U som minimerar avsténdet |lv — ul|.

Foljande sats visar att ovanstdende minimeringsproblem alltid har en 18sning i U som 4r entydigt

bestdmd och given av Py v.

Sats 5.33. Antag att U dr ett dndligtdimensionellt underrum av ett vektorrum Voch attv e V. Dd
galler
v = Py oll < Jlv—ull

for alla w € U. Likhet gdller om och endast om u= Py v.

Bevis: Se forelisningsanteckningar.

Exempel 5.34. Vi skall 1osa ett minimeringsproblem av ovanbeskrivet slag genom att utnyttja
satserna 5.32 och 5.33. Antag att vi stker ett polynom u med reella koefficienter och av gradtal
hogst 5, som pé intervallet [~m, 7| approximerar funktionen sin z s8 gott som mdjligt d& vi méter

felet med "
/ |sin z — u(z)]? dz .
o -

For att 16sa problemet later vi V = C[—m, 7], det reella vektorrummet av reellvirda kontinuerliga

funktioner p4 intervallet [—, 7] med skaldra produkten
w
(f.9)=[ flz)g()dz.
-7

D3 ir v € V given av v(z) = sin z och U #r det #ndligtdimensionella underrummet bestlende
av alla polynom med reella koefficienter och av gradtal hogst 5. Vi bor alltsd hitta u € U s8 att

||w — v]| minimeras. Losningen presenteras p& forelisning!
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6. Operatorer p& vektorrum med skalédr produkst

Till varje linjir avbildning pa ett vektorrum med skalér produkt kan man associera en adjungerad
avbildning. Med hjilp av denna avbildning kan vi studera egenskaper hos flera viktiga klasser av
operatorer. Vi antar i detta kapitel genomgéende att V' # {0} 4r ett &ndligtdimensionellt vektorrum

¢ver talkroppen K.

Linj#ra funktionaler och adjungerade avbildningar

Definition 6.1. BEn linjir funktional pé ett vektorrum V' dver skaldrkroppen K dr en linjdr avbild-
ning @V — K. Alltsé p € L(V, K).

Exempel 6.2. a) Funktionen ¢ : K 2 K definierar en linjir funktional pd X2 om

(,D(Z]_,Zz) =3z — 82y .

b) P& vektorrummet Pp(R) &t ¢ : Pn(R) — R definierad av
1
olp) = [ pla) sinds, Vo€ Pu(R),
0
en linjir funktional.

Om V #r ett vektorrum med skalsr produkt och v € V s definierar
p(u) = (u,v), uev,
en linjir funktional p& V. Den linjira funktionalen i Exempel 6.2 a) kan skrivas som

(p(21,22> = ((zlaZZ)a (3, —8)),

ifall K2 51 forsedd med den euklidiska skalira produkten. Overraskande 4r kanske att varje linjir
funktional p4 ett vektorrum med skaldr produkt kan framstéllas pé ovanbeskrivna shtt:

Sats 6.3. Antag att @ ar en linjir funktional pd V. Dé finns det en entydig vektor v € V sddan att

o(u) = (u,v)

for varje u € V. Om e1,...,en dr en ortonormerad bas for V, sd gesv € V av v = pler)ey + ..+
p(en) en.
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Bevis: Se forelisningsanteckningar.

Definition 6.4. Antag att V,W dr dndligtdimensionella vektorrum med skaldr produkt. Lat T €
L(V,W). Den adjungerade avbildningen till T, betecknad T*, dr en funktion frin W till V, T*
W — V, definierad pd foljande vis. Fizera w € W. Betrakta den linjira funktionalen v € L(V, K)
definierad for allav € V av p(v) = (T v,w). Definiera T*w att vara den entydigt bestémda vektor
i V for vilken giller att p(v) = (v, T*w) for allav € V (Sats 6.8). Med andra ord, T*w dr den
entydigt bestémda vektor iV for vilken gdller att

(Tv,w) = (v, T*w)
fér allav V.

Exempel 6.5. Exempel p4 bestimning av en adjungerad avbildning. (Se forelisningsanteckning-

ar).

Anmérkning 6.6. Den adjungerade avbildningen 7% som bestdmdes i foreghende exempel dr
linjir. Detta ghller allmsnt, ty antag att 7' € L(V, W) och att vi fixerar wi,wy € W. D& ghller for
a;,ag € K och v €V att

(T'v,a; wy + agws) = (Tv,01w1) + (T'v, 02 wy)
@y (T'v,wy) + @2 (T v, wa)
@y (v, T*w;) + @y (v, T"wa)
= (v, ay T*wy + ag T*wy),

Il

ll

varfor T*(a; wy + ag wy) = ay T*wy + ag T wy, och T* 4r linjir, T* € L(W, V).

Sats 6.7. Aniag att U,V och W dr indligtdimensionella vektorrum med skaldr produkt. Dd gdller:

(i) (S+T)*=S5*+T* for alla S, T € LV, W);

(i1) (aT)* =al™* for allaa€ K och T € L(V,W);

(113) (T Y =T for alla T € L(V,W);

(i) I* =1, dir I &r den identiska avbildningen p& V',
(v) (ST)* =T*S* for alla T € L(V,W), § € LIW,U).

Bevis: Hemuppgift.

Fsljande sats Adagaligger sambanden mellan nollrum och viirderum for en linj4r avbildning och

dess adjungerade avbildning:
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Sats 6.8. Antag att T € L(V,W). Dd géller féljande pdstdenden:

Bevis: Lat w € W. D3 géller:
weNT)eT'w=0
& 0,T*w) =0 férallaveV
& (Tv,w)=0 forallaveV
& we R(T):,
s& pastdendet (a) &r bevisat. Tag de ortogonala komplementen av béda leden i (a) och vi far att

(d) ghller. Lat T och T* byta roller i (a) och (d), varmed vi far att (c) respektive (b) gller, och

beviset &r klart.

Korollarium 6.9. Antag att T € L(V). D& ér T inverterbar om och endast om T dr inverterbar.
Bevis: T inverterbar < N(T') = {0} & R(T*)* = {0} & R(T*) =V ¢ T* 4r inverterbar.

Definition 6.10. Antag att A dr en m x n matris med matriselementen a;; € K, i =1,...,m, j =
1,..,n. Dd definieras det konjugerade transponatet av A som den nXm matris A* vars matriselement

bij ges av byj =qj4, i=1,.,n, j=1,...,m.

Exempel 6.11.

PN S P T D
142 4 ) -t 2+t 4 )

Nista sats visar hur vi kan bestdmma M(T*) om vi kiinner M(T) och vektorrummen i friga
4r forsedda med ortonormerade baser. Om baserna ej 4 ortonormerade behtver sambandet

mellan M(T') och M(T™) ej gélla.

Sats 6.12. Antag att T € L(V,W). Om e1,...,en Gr en ortonormerad bas for V och fi, ..., fm dr

en ortonormerad bas for W, sd gdller:

M(T*> (fl) -")f'm)a (ela --~aen)) = M(T) (61, '--)en>, (fl’mafm))* .

Bevis: Se foreldsningsanteckningar.
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Sjidlvadjungerade operatorer

Definition 6.18. En operator T € L(V) kallas sjilvadjungerad om T ="1T*

Exempel 6.14. a) Om T € L(K 2y har matrisframstiliningen

(2 )

med avseende p3 den naturliga basen (som #r ortonormerad), si &r T sjilvadjungerad om och
endast om ¢ = 3, ty d& giller: M(T*) = M(T)* = M(T), och dérmed &r T=T*

b) Antag att S,T € L(V) &r sjslvadjungerade. Om ey, ...,en &1 en ortonormerad bas for V
giller da: M(S + T) = M(S) + M(T) = M(5*) + M(T*) = M(8* +T*) = M((§ + TY)*), s8
S+ T = (S+T)* dvs. S+T #r sjilvadjungerad. Om a-€ R erhalls: M(aT) = a M(T) =
a M(T*) = M(aT*) = M((aT)*) = M((aT)*), s aT = (aT)*, dvs. aT #r sjslvadjungerad om
a € R.

Den adjungerade operatorn T* kan jimftras med komplex konjugering i C. Ett komplext tal 2
ar reellt om och endast om z = Z. Sjilvadjungerade operatorer, T = T*, uppvisar en analogi med
veella tal. Denna analogi reflekteras i négra viktiga egenskaper for sjivadjungerade operatorer.

Sats 6.15. Varje egenvirde till en sjilvadjungerad operator T' € L(V) 8r reellt.

Bevis: Se férelisningsanteckningar.

Anmiérkning 6.16. Om K = R, s 4r varje egenvirde definitionsméssigt reellt, varfor ovanstiende

sats 4r av intresse endast dd K = C.

Exempel 6.17. Antag att AdrennXxn matris med matriselement i X = C. Antag vidare att
A = A*. D& finns det en operator T' € L(K™) som med avseende pa den naturliga basen for K™,
som &r ortonormerad med avseende pa den euklidiska skalira produkten, har matrisframstéllningen
M(T) = A. Med stdd av Sats 6.12 giller d& até M(T*) = M(T)* = A*=A, 8T =T och T
har enbart reella egenvirden (Sats 6.15). Men d& har dven A enbart reella egenvirden (Sats 4.11).
Speciellt om alla matriselement for A #r reella ghller A = A* = AT s8 en reell symmetrisk n X n

matris har reella egenvirden.

Foljande sats ghller ej pd reella vektorrum med skalir produkt. Betrakta exempelvis T' € L(R?)
definierad genom T'(z,y) = (—y, ). D& ghller det att (T(z,y), (z,y)) = ((-y, ), (z,9)) = —zy +
gy =0, for alla (z,y) € R?, fastin T # 0.
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Sats 6.18. Anlag oft V dr ett komplezt vektorrum och att T € L(V). Om (Tw,v) =0 for alla

veV,sddirT =0
Bevis: Se foreldsningsanteckningar.

Foljande korollarium belyser vidare analogin mellan reella tal och sjtlvadjungerade operatorer:

Korollarium 6.19. Antag att V dr ett komplext vektorrum och att T € L(V). Dé dr T sjélvad-

jungerad om och endast om
(Tv,v) €R

for varjev € V.
Bevis: Se forelasningsanteckningar.

8
Sats 6.18 giller ej pa reella vektorrum, (se sista raderna p sida 4%), men om vi antar att T" 4r
sjilvadjungerad sa ghller phstaendet for reella vektorrum:

Sats 6.20. Antag att T' dr en sjilvadjungerad operator pd ett vektorrum V och att
(Tv,v) =0
férallaveV. DédrT = 0.

Bevis: Se forelssningsanteckningar.

Normala operatorer

Definition 6.21. Antag att V dr ett vektorrum med skaldr produkt. Operatorn T' € L(V) kallas

normal om
TT* =T*T,

det vill séga om T kommuterar med sin adjungerade avbildning.

Exempel 6.22. a) Om T' 4r sjilvadjungerad si ir T' normal, ty TT* =TT = T*T.
b) En normal operator behover ej vara sjilvadjungerad. Lét exempelvis T € L(K?), dir K 2 §r
fsrsedd med den naturliga basen (ortonormerad). Antag vidare att

M(T) = (_21 ;) .

49



D4 #ir M(T) # M(T)*, s& T # T*. Enkla matriskalkyler visar, med stéd av (2.5) och Sats 6.12,

att
M(T'T*) = M(T) M(T*) = M(T) M(T)* = (8 g)

= M(TVM(T) = M(T*) M(T) = M(T*T),
88 TT* = T*T och ddrmed 8r T normal,

Féljande resultat 4r en enkel karakterisering av normala operatorer:

Sats 6.23. En operator T' € L(V) dr normal om och endast om
1T o] = || T%]|
for allav e V.

Bevis: Lat T € L£(V). Notera att T*T' — T'T* #4r sjilvadjungerad, (T*T — TT*)* = (T*T)* —
(T'T*)* = T*T*)* — (T*)*T* = T*T — T T*, s& vi kan tillimpa Sats 6.20 i den andra av nedan-
stdende ekvivalenser:
T #r normal & T*T —-TT* =0
' & (T*T -TT*)v,v) =0, Y eV,

& (T*Tv,v) = (TT*,v), Yv eV,

& (Tv, Tv) = (T*, T*), Yo €V,

& | To|* = |T*|* eV,

och satsen #r bevisad.

Anmérkning 6.24. Foregiende sats ger att N(T) = N(T™) for varje normal operator T, ty
vENT) & Tv=0&|Tv]|=0& [T™|=0&Tv=0&ve NT).

Korollarium 6.25. Antag att T € L(V) dr normal. Om v € V dr en egenvektor till T med
egenvirdet A € K, s& ar v dven en egenvektor t1ll T* med egenvirdet .
Bevis: Antag att v € V 4r en egenvektor till 7' med egenvirdet A. D4 giller ('~ AT)v = 0.

T 4r normal =(T = AI)(T = AI)* = (T = MI)(T* = XI)
=TT* XTI =XIT*+A\I
=T*T—~NIT - AT*I+ A \I
= (T*=XI)(T - XI) = (T = AXD*(T = \I),

s& (I'— AI) 4r en normal operator. D& ger Sats 6.23 att:
0= (T = AD)vll = (T = AD)*o|l = [(T* = A1) ],
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s8 (T* — ZI)v =0, varmed v &r en egenvektor till T med egenvirdet A.

Eftersom varje sjilvadjungerad operator dr normal, s& ghller foljande resultat speciellt for sjsl-

vadjungerade operatorer:

Korollarium 6.26. Om T € L(V) dr normal, sd dr egenvektorerna till T svarande mot olika

egenvirden ortogonala.

Bevis: Antag att T € L£(V) #r normal och att M, Ay € K #r olika egenviirden till T' med korre-
sponderande egenvektorer ui,us € V. Dirmed ghller T'uy = A up och T'up = Ag ug. Vidare ger
Korollarium 6.25 att T*uq = Do ug. DA ghller:

(A = M) (ug, up) = (A1 ur, ug) — {u1, A ug)
= (T'uy,ug) — (ug, T*ug)
=0,

vilket betyder att (up,ug) = 0, emedan A # Ay

Spektralsatsen

En operator T' € L£(V) har som bekant en diagonal matrisframstéllning M(T') om och endast om
V har en bas av egenvektorer till T'. Nar tr en dylik bas ortonormerad? Spektralsatsen ger svaret:
Om K = C finns det en ortonormerad bas av egenvektorer om och endast om T %r normal, om
K = R om och endast om T #r sjilvadjungerad. Vi delar upp spektralsatsen i en komplex och i en

reell version.

Sats 6.27. Komplexa spektralsatsen: Antag att V dr ett komplest vektorrum med skaldr
produkt och att T € L(V). D& har V en ortonormerad bas av egenvektorer till T om och endast om

T &r normal.
Bevis: Se forelisningsanteckningar.
Exempel 6.28. I Exempel 6.22 b) visade vi att operatorn T' € L(C?), dsr C? &r forsedd med den

naturliga basen, och dér
(2 1
mm=(23).

4ir en normal operator. Bestim som hemuppgift en ortonormerad bas till C? bestdende av egen-

vektorer till T'!
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Fér att bevisa den reella spektralsatsen behtvs tva hjslpresultat.

Lemma 6.29. Antag att T € L(V) dr sjélvadjungerad. Om o, € R och uppfyller a® < 4, sd dr

operatorn

T? 4+ oT + BI

inverterbar.

Bevis: Antag att ., § € R och att o? < 4. Lat v € V och antag att v # 0. D& ghller:

(T + oT + BI)v,v) = (T?v,v) + o (Tv,v) + B (v,0)
= (T'v,Tv) + «(Tv,v) + Bl
> T o)l? = ol IT ol vl + BlIl®

2
=) olf?

— (ol - 20 (-

>0,

diir den forsta olikheten erhalls med hjilp av Cauchy-Schwartz olikhet, ty d& (T'v,v) € R (Korol-

larium 6.19) s8 géller
o (T v,) 2 =l [(Tv,0)] 2 ~le] [T o] fjo]l

Sista olikheten ger att (T2 +aT'+pI)v # 0,88 N(T?+aT'+8I) = {0} och drmed #r T%+aT'+ I

inverterbar.

F8ljande Lemma 4r av intresse f5r reella vektorrum med skaltr produkt:
Lemma 6.30. Antag att T € L(V) dr sjilvadjungerad. Dé har T ett egenvdrde.

Bevis: Antag att V #r ett reellt vektorrum. (Klart att pastdendet giller om V #4r komplext). Shtt
n=dimV och lat v € V, v # 0. D& #r vektorerna
v,Tv,...,T"v

linjért beroende (n -1 st. vektorer). Dirmed finns det reella tal ao, ..., an sddana att a; # 0 for

ndgot j € {1,...,n}, och
0=aev+aTv+. +a T v.

Vi bildar polynomet
ag + . + anz” = c(z? + + B1) (@ + apz + Bu) (@ = A1) (T = Am),
dir ¢ # 0 och ¢, aj, 85, A; € R, med a? < 4ff; och m+ M 2 1. D4 erhalls:

0=(apl +ar T+ ... +a,T™)v
=c(T? + a1 T+ BiD).(T? + anT + B I)(T — MI)..(T = Aml)v .
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Varje T2 + o;T + B;1 &r inverterbar (Lemma 6.29). Vidare &r c % 0, s& det maste gilla att
0= (T—-MI)..(T = Anl)v.

Dirmed #r (T — A\;T) icke-injektiv for nagot 4, och d& #r \; € R ett egenvérde till T,
Nu kan vi bevisa den reella spektralsatsen:

Sats 6.31. Reella spektralsatsen: Antag att V dr ett reellt vektorrum med skaldr produkt och
att T € L(V). D& har V en ortonormerad bas av egenvektorer till T om och endast om T ér

sjalvadjungerad.
Bevis: Se forelisningsanteckningar.

For T sjilvadjungerad, eller mera allmént om T #r normal da K = C, erhaller vi en uppdelning av
V i invarianta underrum N(T' — X; I) dér T &r en enkel multiplikation (med A;) p& varje underrum:

Sats 6.32. Antag att T € L(V) dr sjdlvadjungerad (eller att K = C och T € L(V) dr normal).

Lt M, ..., Am beteckna de olika egenvirdena till T. Déd galler:
V=NT-MD®.0NT~-I]),

och varje vektor i N(T'— X\;I) dr ortogonal mot varje vektor i de dvriga underrummen N(T' —

/\l I)) l 7é .7
Bevis: Spektralsatserna 6.27 och 6.31 ger att V har en bas bestiende av ortonormerade egenvek-
torver till 7. D& ger Sats 4.22d) att uppdelningen av V i ovanstdende direkta summa #r mojlig.
Pastaendet om ortogonaliteten fojer ur Korollarium 6.26.
Definition 6.33. Antag att A dr en n X n mairis. Om A har reella element och

ATA=AAT =1,
s6 kallas A en ortogonal matris. Om A har kompleza element och

AA=AA* =T,

36 kallas A en unitdr matris. Om

AA*=A%A,
sé kallas A en normal matris, och speciellt om matrisen har reella element gdller AAT = ATA.
Anméirkning 6.34. For en ortogonal matris A och en unitir matris B giller: a) A~1 = AT och

B~! = B* b) AT och B* 4r en ortogonal respektive unitir matris; ¢) Kolonnerna fér A och B
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bildar vardera en ortonormerad méingd av vektorer; d) Raderna fsr A och B bildar vardera en

ortonormerad méngd av vektorer.

Exempel 6.35. Antag att A drennXxn matris med komplexa (reella) element som uppfyller
AA* = A*A (A= AT). Lat C™ (R") vara forsedd med den euklidiska skalara produkten och den
naturliga ortonormerade basen vy, ..., Un. D4 finns det en operator T € L(C™) (T € L(R")) s&dan
att M(T, (v1,...,vn)) = A. Nu géller M(TT*) = M(T)M(T*) = MTYM(T) = AL = A*A=
M(T*T) (M(T*) = M(T)* = A* = AT = A = M(T)), s& T #r normal (sjilvadjungerad). Da
ger den komplexa (reella) spektralsatsen att det finns en ortonormerad bas ei, ..., en till C* (R")
bestdende av egenvektorer till T, DA ir M(T, (e1,....,en)) = Den diagonal matris med egenvirden
till T i diagonalen. Eftersom A och D #r likartade matriser (se sida 20) finns det en inverterbar
madtris Q sidan att A= Q1D Q. Med stod av Sats 2.34 erhalls d&

Q = M<I) (’U], "'?UTP')) (ela '-';en))

((”1&1) (%&1))
<'Ul)'3n> ('Un;en>

el et
=1 Coo
o ...o@

dir e; = (€}, .., €}), § =1,..,n. Dhser Viatt QQ*=T(QQT=1),saQ*=Q™" QT = Q7Y
och dirmed ghller Q*@ =1 (QTQ =1I), s& Q 4r unitdr (ortogonal). DA géller uppdelningen

A=Q'DQ (A=Q"DQ),

dar kolonnerna till @* (QT) ges av €1, ..., en. En matris A som kan uppdelas pd ovanstdende saft
kallas unitdrt diagonaliserbar (ortogonalt diagonaligerbar). Denna omsté4ndighet foreligger
om och endast om A #r normal (symmetrisk), pa grund av spektralsatserna.

(Overkurs: Om vi for en normal (symmetrisk) matris A vill berikna uppdelningen A = @*D Q
(A= QTDQ) sh kan detta goras { t.ex. matlab med kommandot

>> |U, D] = schur(A)

varvid D #r den efterstkta diagonala matrisen av egenvirden och U = Q* (U=QT),s8 A=UDU"
(A=UD UT))
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Exempel 6.36. Antag att K = C och att A 4r en m X n matris som 4r normal, AA* = A*A
Bestim ett behindigt sitt att beréikna potenserna A™ form=1,2,...

Enligt Exempel 6.35 &r A unitirt diagonaliserbar. Genom att bestimma egenvirden och egen-
vektorer till A erhaller vi en ortonormerad bas ej,...,en for C™ bestaende av egenvektorer till A

svarande mot egenvirdena A1, ..., An. D& har vi uppdelningen:

Moot | |
A=Q*DQ, dér D = ochQ*_—_- e; -t en
0 An l |

For m = 1 giller da A' = Q*D' Q. Antag att A™ = Q*D™ @ fér m > 1. DA ghller:

4™ — AA™ = (@ DQ)Q'D™Q) = (Q*D)QQ7)(DTR) = Q" DR
A 0
= Q" Q.

0 A

Induktion ger di att ovanstiende formel ghller.

Exempel 6.37. Varje ar flyttar 1/10 av populationen i omradet B till omradet A och 2/10 av
populationen i omradet A flyttar till B. Totala individantalet antas hallas konstant tver dren. Vid
&r k = 0 har vi 2o och yp individer i omradet A respektive omradet B. Hur manga individer har vi
i omradet A respektive B efter k 4r?

Fér k= 0,1,... har vi sambanden

Yo = (9/10)yx + (2/10) 2
Zkr1 = (1/10)yx + (8/10)2k

(ym) ( <yk
Zh+1 ze )
(4 )
Ve ) = b (Y0}, k=12
2, 20 ) y By e

Notera att M inte ir symmetrisk (ej sjtilvadjungerad), s& det finns ingen bas for R? bestdende av

ortonormerade egenvektorer till M, (reella spektralsatsen).

vilka kan skrivas i matrisform,

i

eSS

Sles]e
~—

Om vi betecknar

I
Bleble

sh ser vi enkelt att
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Déremot finns det en bas for R? bestéende av egenvektorer till M, ty Ay = 7/10 och Ap =1 &r
egenvirdena till M med motsvarande linjirt oberoende egenvektorer vy = (—1,1) och vy = (2, 1).

Om vi definierar
S = 1 2) n D= 1 0
1 1 0 1

g3 foljer det d& ur demonstrationsuppgift 2) 14.2.2002 att
M=SDS " och M*=8DFS™!, k=1,2,....

-3 ) 0
et (3 om0 ()

— (Yo + %0) G?g), dd k— 00,

Alltsd ghller:

Golratoied
~—
TN
N <
(=)
—

I det 1anga loppet kommer séledes B att bestd av ungefsr 2/3 och A av ungeftr 1 /8 av den totala

populationen.

Normala operatorer pa reella vektorrum med skaldr produkt

Den komplexa spektralsatsen ger en fullstindig beskrivning av normala operatorer pé komplexa
vektorrum och den reella spektralsatsen ger motsvarande karakterisering av sjilvadjungerade ope-
ratorer pd reella vektorrum. For att f3 en komplett bild av normala operatorer som inte Hr sjil-

vadjungerade inleder vi vara studier i reella vektorrum av dimension 2.

Lemma 6.38. Antag att V dr ett 9-dimensionellt reellt vektorrum och att T' € L(V). Dé ér

foljande pdstdenden ekvivalenta:

(a) T #r normal men ej sjtlvadjungerad;

(b) Om basen for V dr ortonormerad s & matris framstiliningen av T av formen
M(T) = <‘; "’), dir b # 0;
a
(c) Det finns en ortonormerad bas for V sk att matris framstiliningen av T 4r av formen

M(T) = (2 —;b>’ med b> 0.

Bevis: Antag att (a) ghller. L&t e1, e, vara en ortonormerad bas fér V. Antag att
a
M e =5 5)-
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D& tr |[Tel|? = (aey +bey,ae; +bey) = a + b2 och ||[T*e;||* = ... = a’ 4+ ¢ D& T &r normal
giller [T e, || = ||T*e1] (Sats 6.23), s& b? = ¢% och dirmed giller ¢ = b eller c = —b. Men ¢ = b kan
inte gilla, ty d& vore T' sjtilvadjungerad. Dérmed giller ¢ = —b. D& M(T*) = M(T)* erhBller vi
2 4 p2
MET) = My ) =y @y = (G50 BUE),
2 4 32
& . * . * - a + b _(a/b - bd)
M) = Mty (@) = ey = (G T e )
Eftersom T' r normal maste ovanstiende matriser vara lika. Alltsd: bd = ab méste gilla. Nu 4r
b # 0, ty annars vore T sjilvadjungerad, (jamfor M(T) med ¢ = —b = 0). D& tr a = d, och
(a) = (b).

Antag nu att (b) ghller. L&t e;, ey vara en ortonormerad bas for V. Vi vet att M(T) 8r av den
form som anges i 6.38 (b), med b # 0. Om b > 0 s8 ghiller (c). Om b < 0 s8 betraktar vi istéllet den
ortonormerade basen ej, —ep for V med M(T) = (2 —Cd> D8 har vi Te; = cey +d(—ez) =
ce; — dey. Men eftersom framstéllnigen av Te; i basen e;,eq #r entydig, si géller ¢ = a och
—d=b<0,s4d>0och (b) = (c).

Antag slutligen att (c) ghller. D4 har M(T) formen given i 6.38 (c) med avseende p& négon
ortonormerad bas for V. Eftersom M(T) # M(T)*, s #r T inte sjslvadjungerad. Vidare giller:

« X a? + b2 0 "
METY = MOy M@ = (50 28 0 ) = Mm@y ma)
= M(T*T)a
& TT* = T*T och dirmed &r T' normal. D4 har vi att (c) = (a), och beviset &r klart.

Om vi delar in en matris D i delmatriser och namnger dessa, kan vi betrakta D som en block-

matris. Om exempelvis

T

I
OO O
OO O =
[SCIVCRNVUIS I N
[VVERIGURS O3 N

g% kan vi skriva D som blockmatrisen

A B
»-(52)

3 3 3
A=G i),B:(é g g),c:- 3 3 3
5 3 3

och 0 betecknar nollmatrisen av dimension 3 x 2. En block diagonalmatris 4r en kvadratisk

A 0
D: ". ) R
0 Am
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matris av formen



dtir Ay, ..., Amtr kvadratiska matriser vars diagonalelement ligger pa diagonalen fsr D. Om Exem-

pelvis

DO O
OO W O
O D
Tt O OO

0

g4 kv D en block diagonalmatris med blocken

A1=(4),A2=:<; ff), A3=:<§ 7?).

Om A och B 4r block diagonala matriser av formen

Al v 0 Bl 0
A= och B = ) '
0 Am 0 B

dér A; har samma dimension som Bj, 7 =1,...,m, s8 #r A B block diagonal av formen

A By 0
AB = »
0 AmBnm

Sats 6.39. Antag att operatorn T € L(V) dr normal och att U dr ett underrum av V' som dr
snvariant under T'. Dad gdller:

(a) Ut 4r inwariant under T

(b) U 4r invariant under T%;

() (Tl)* = (T)lu;

(d) T|y &r en normal operator pb U;

() Ty & en normal operator ph Ut

Bevis: Forst visar vi att (a) ghller. L&t e,..,em vara en ortonormerad bas {6r U. Utvidga
basen till en ortonormerad bas ej, v ms f1y s fn fOXO V (Korollarium 5.22). D& U #r invariant
under T giller det att T'e; € 1, em]. Dérmed #r matrisen for T med avseende pd basen

€1, my f1s 0y fn av formen

er ... em fi - [n
€1
: A B
M(T>=‘;;" ,
1
: 0 C
fn
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dér A & en m xm matris, 0 betecknar en n X m nollmatris, B en m x n matris och C en n X n matris.
LAt a; ; och b; ; beteckna elementen i A respektive B, DA galler, med stéd av att M(T™) = M(T)*,

att

m m m

DoTelP=>"> lacsl

j=1 J=11=1

m m m n

T el = > O lagal* + > lbjal®) -

j=1 j=1 =1 i=1
D& T #4r normal géller || T e;|| = ||[T™e;]| for alla 7, (Sats 6.23), vilket tillsammans med ovanstiende
ekvationer ger att |b; ;| = 0, ¢ = 1,...,m, j = 1,..,n. Dérmed & B nollmatrisen av dimension

m x n, vilket betyder att T f; € [f1,.., fa), 5 = 1,...,n. Eftersom |[fi, .., fa] = U+ s erhaller vi
dafsrueUtatt Tu=T(a  fi+ .. +onf)=aTfi+..+anT fn € UL, s8 UL 4r invariant

under 7". Dirmed giller (a).
D4 B #r nollmatrisen har M(T*) = M(T)* ett n x m block av nollor i nedre vinstra htrnet,

vilket ger att T*e; € ley, ..., em], 58 (b) ghller.
For att bevisa (c) later vi S = T'|y. Fixera v € U. D§ ghller
(Su,v) = (Tu,v) = (u,T*v),
for alla v € U. Bftersom T*v € U (med stbd av (b)), s& ghller S*v = T™v, alltsd (T|y)* = (T™)|u,
och (c) #r bevisad.
Egenskap (¢) och att 7" &r normal ger: (T|y)(T|v)* = (Tlu)(T*|v) = (T*|v)(T|v) = (T|v)*(Tlv),

s& (d) ghller.
Eftersom (d) géller for varje underrum U som &r invariant under T, och U+ #r ett underrum som

enligt (a) #r invariant under T', far vi att (e) giller. Dérmed 4r beviset klart.

Vi skall nu bevisa avsnittets huvudresultat som siger att en normal operator som inte &r sjél-
vadjungerad pa ett reellt vektorrum har en “néstan” diagonal matrisframstéllning med avseende

pd nigon ortonormerad bas:

Sats 6.40. Antag att V dr ett reellt vektorrum med skaldr produkt och att T € L(V). Dd ér T
normal om och endast om det finns en ortonormerad bas fér V med avseende pd vilken M(T) dr
en block diagonal matris dir varje block dr en 1 X 1 matris eller en 2 X 2 matris av formen

<Z "a’)> , (6.1)

Bevis: 1) Antag att det finns en ortonormerad bas for V sddan att M(T") 4r en block diagonal
matris dér varje block &r en 1 x 1 matris eller en 2 X 2 matris av formen (6.1). D& kommuterar

med b > 0.

varje sddant block med sitt transponat, s§ om

A 0
M(T) =
0 Am
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g8 giller det att

(AlA’{ 0
0 An A2
< *4, 0
0 A% A
— M(T)*M(T)
= M(T*T).

D& 4r T'T* = T*T, s8 T 4r normal.

2) Antag att T 4r normal. Om dimV = 1 finns det en ortonormerad bas med den 6nskade
egenskapen. Om dim V = 2 och T #r sjéilvadjungerad ger den reella spektralsatsen att det finns en
ortonormerad bas s att M(T) #4r diagonal, om T' 4r normal men ej sjlilvadjungerad ger Lemma
6.38 att det finns en ortonormerad bas s& att M(T) #r av form (6.1).

Antag nu att dimV > 2 och att resultatet ghller for reella vektorrum av ltgre dimension &n V.
Med sttd av Sats 4.23 har V ett underrum U av dimension 1 eller 2 som #r invariant under 7. Om
dimU = 1 véljer vi en vektor i U med normen 1. Denna vektor utgér dé en ortonormerad bas for
U och M(T|y) 8r en 1 x 1 matris. Om vi inte har ett invariant underrum U av dimension 1 viljer
vi U med dimesionen 2. D& #r T'|y normal (Sats 6.39 (d)). Men T'|y 4r inte sjilvadjungerad, ty da
skulle Ty (och T') ha en egenvektor v # 0 (Lemma 6.30), och d4rmed skulle [v] vara ett invariant
underrum av dimension 1 under 7". DA kan vi hitta en ortonormerad bas for U s8 att M(T'|y) har
formen (6.1) (Lemma 6.38). Med sttd av Sats 6.39 &r nu U~ invariant under T' och Ty 4r en
normal operator p4 U=. Vart induktionsantagande ger d& att U+ har en ortonormerad bas sidan
att M(T|y.) 4r av 6nskad form. Genom att sammanslé de ortonormerade baserna for U och Ut
far vi d& en ortonormerad bas fér V sddan att M(T") 4r av tnskad form,

_ [ M(Tv) 0
M@*( 0 .meﬂ’

en block diagonal matris dér blocken #r block diagonala matriser vars block bestdr av 1 x 1 matriser
eller 2 x 2 matriser av form (6.1). Dérmed #r satsen bevisad.
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Positiva operatorer

Definition 6.41. En operator T € L(V) kallas positiv om T dr sjélvadjungerad och
(Tv,v) 20
for allav e V.

Exempel 6.42. a) Lat U vara ett 4ndligtdimensionellt underrum av ett vektorrum V och Py mi
vara ortogonala projektionen av V p& U. Vi har att V =U®U"L. Taguvy,vy € V. D& tir v; = ui-+w;
och vy = ug + wy, dir uy,up € U och wy,wp € UL, D4 ghller: (Pyvy,ve) = (uy,up + wy) =

(g, ug) + (un,wa) = (u1,ug) = (ur,us) + (wi,ug) = (ug + wy,ug) = (v1, Pyvp). Dérmed &r
Py = P}, och Py & sjilvadjungerad. Om v € U 8 4r v =0+ v och (Pyv,v) = (0,v) = 0. Om
veU sh tirv=uv-+0och (Pyv,v) = (v,0) = |lv||> > 0. Dérmed 4r (Pyv,v) 2 0 for alla v € V och

Py #r en positiv operator.
b) Om T € L(V) #r sjilvadjungerad och a? < 44, dir o, € R, s& tr T? + oT + BI en positiv.

operator. (jamfor beviset av Lemma, 6.29).
Definition 6.43. En operator S € L(V) kallas en kvadratrot av operatorn T € L(V)om S?=T.

Exempel 6.44. Antag att S,T € L(K?). Vi definierar § och T' genom T'(2z1, 23, 23) = (#3,0,0)
och $(21,22,23) = (%2, 23,0). D& tir S en kvadratrot av T eftersom

52(2y, 22, 23) = S(22,23,0) = (23,0,0) = T'(21, 22, 23) -

Vi har tidigare papekat analogin mellan reella tal och sjdlvadjungerade operatorer. Foljande
sats, som Ar huvudresultatet i detta avsnitt, pdvisar en viss analogi mellan positiva operatorer och
icke-negativa reella tal:

Sats 6.45. Lit T € L(V). Dé dr foljande pistienden ekvivalenta:

a) T 4r en positiv operator;

b) T &r sjilvadjungerad och alla egenvirden till T 4r reella och icke-negativa;

(

()

(c) T har en positiv kvadratrot;

(d) T har en sjilvadjungerad kvadratrot;
(

e) det finns en operator S € L(V) sdan att T = S*S.

Bevis: Se foreldsningsanteckningar.
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Varje icke-negativt reellt tal har en entydigt bestdmd icke-negativ reell kvadratrot. En liknande

egenskap giller for positiva operatorer:
Sats 6.46. Varje positiv operator T' € L(V) har en entydigt bestamd positiv kvadratrot.

Bevis: Antag att T € £(V) #r positiv och 185 AL, -, Am beteckna de olika egenvirdena till T Sats
6.45 ger att A; >0, j=1,..,m Da T #r sjilvadjungerad ger Sats 6.32 att

VeNT-M)®. . 0NT—nl). (6.2)

Antag att S € L(V) &r en positiv kvadratrot av T. LAt o vara ett egenvirde till .S, Sats 6.45 (b)
ger att a > 0. Forv e N(S —al) ghller Sv=av, s&

Ty = S0 = S(av) = v, (6.3)

vilket betyder att v € N(T'— o I). Dirmed #r o? ett egenvirde till T' och a? = )y for ndgot 7,
vilket ger att o = \/X;, (ty a > 0). Ur (6.3) foljer d& att:

N(S— /NI SNT-XI). (6.4)

Nu #r de enda tinkbara egenvirdena till S givna av VM, sV 3m. Eftersom S #r sjilvadjungerad
giller med st6d av Sats 6.32 att

VNS = VD ® .. ®NS =V AnI). (6.5)

D4 foljer det av (6.2), (6.5) och (6.4) att N(S — /A1) = N(T = I) maste ghlla for alla j. Pé
varje N(T — X; I) 4r d& operatorn § en multiplikation med /};, s& S &r entydigt bestémd av T,

och beviset &r klart.

Definition 6.47. Om T dr en positiv operator 6 betecknar vi den entydigt bestdmda positiva
kvadratroten av T med \/f—f .

Exempel 6.48. Antag att A drennxn matris med matriselement i K. Om A = A* ochz*Az 20
for alla £ € K™ s8 kallas A positivt semidefinit.

Antag att A #r positivt semidefinit och 18t V = K™ vara forsedd med den naturliga ortonormerade
basen och den euklidiska skalsra produkten. D4 finns det en operator T' € L(V) shdan att M(T) =
A. Vidare giller: M(T)=A=A*= M(T)* = M(T*), s& T &r sjilvadjungerad. Med beaktande
av att M(v) =v forallaveV da V= K™ #r forsedd med den naturliga basen, erhaller vi

(Tv,v) = (M(T'v),v) = (M(T)M(v),v) = (Av,v) =v*Av 20

tor allav € V. D4 #r T en positiv operator med reella och icke-negativa egenvirden. Eftersom M(T)
(och A) har samma egenvirden ghller det da att alla egenviirden till en positivt semidefinit

matris 4r reella och icke-negativa.
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Isometri

Definition 6.49. En operator S € L(V) kallas en isometri om
1Sl = vl
for allaveV. Om K =C (K = R) kallas S en unitdr (ortogonal) operator.

Anmérkning 6.50 Varje isometri &r inverterbar, ty om v #£ 0 s& giller 0 < |[v]| = [|Sv|l och
déirmed 4r Sv # 0, 83 N(S) = {0} och § #r injektiv, (Sats 2.31).

Exempel 6.51 a) Varje unitér (ortogonal) matris &r en isometri, ty ||Az|? = (Az,Az) =
(Ag)*Az = a*A*Az = o*z = ||z||® (|A=]* = (Az, Az) = (Az)TAz=12TATAz = oTe = |[z|?).

b) Operatorn S som roterar varje vektor i R? vinkeln # moturs runt origo 4r en isometri. Om vi
har den naturliga basen for R? s& visade vi i Exempel 2.19 att matrisen f6r S ges av

M(S) = (cos@ —sin 0) '

sinf cosé

Sats 6.52. Antag att S € L(V). Dd ir foljande pistdenden ekvivalenta:

a) S 4r en isometri;
b) (Su, Sv) = (u,v) for alla u,v€V;
c) S*S =1,

d) om ey, ..., en 4r ortonormerade vektorer, s ir tven Sey, ..., S en ortonormerade i V;

S* &r en isometri;

f)
g) (S*u,S*v) = (u,v) for allaw,v€V;

h) 8§ S8* =1,

(
(
(
(
(e) det finns en ortonormerad bas €1, ...,en for V shdan att Sey, ..., S en ir ortonormerade;
(
(
(
(1) om e1,...,en 87 ortonormerade vektorer, s& hr sven S*e, ..., S*en ortonormerade i V;

G

i) det finns en ortonormerad bas €1, ...,en fOr V shdan att S*es, ..., S¥e, 4r ortonormerade.

Bevis: Antag att (a) giller. Om V &r ett reellt vektorrum s8 ghller det for varje u,v € V att
(u,v) = (lu+vl]? = flu = 2I*)/4,
och om V #r ett komplext vektorrum giller
(1, 0) = (JJu+ vl2 = o= of® + a4 dolf i = [lu = i0]*6)/4,
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dsir 7 4r den imaginira enheten. Kolla att detta staimmer! Om V A4r reellt ghller d&
(Su,Sv) = (|Su+Sv||> - 1Su-— Svl|?)/4

(15w +v)* = IS (u — v)[|*) /4

(o +ol* = llu—v]*)/4

{

U, V) .

Il

1l

P8 motsvarande sttt verifieras (Su, Sv) = (u,v) om V 4r ett komplext vektorrum (kollal). Alltsé:

(a) = (b)-
Antag nu att (b) giller. D4 har vi att

((8*S — I u,v) = (Su,Sv) — (u,v) =0

for alla w,v € V. Speciellt om v = (5*S — I)u, ser vi att S§*S — 1 =0,s4 8*S =1 och (b) = (c).
Antag att (c) giller. LAt e;,...,en vara ortonormerade vektorer i V. D& géller

(Sej,Sek) = (S*Sej,ek) = (ej,ek),

vilket ger att Sey, ..., S en fir ortonormerade, sé (c) = (d).

Antag att (d) ghller. Vektorrummet V' har en ortonormerad bas ey, ..., en (Korollarium 5.21). D&
ghller (€), s& (d) = (e).

Antag att (e) giller. LAt ej,..,en vara en ortonormerad bas fér V sddan att Sej,...,S e, #ir

ortonormerade vektorer. Om v € V' s giller

I1Sv))? = 1S((v,e1) €1+ ... + (v, en) €)1
= |[(v,e1) Ser + ... + (v, €n) Senl?
=|(v,e2)|* + ... + [{v, €n)[?

= [lvl|*,

Qir den forsta och sista likheten ges av Sats 5.19. Drmed ser vi att (e) = (a).

D4 har vi visat att pastiendena (a) till (e) &r ekvivalenta. Genom att ersitia S med S* i (a) till
(e) erhaller vi att pastdendena (f ) till (j) 4r ekvivalenta. Vi bor slutligen upprétta en ekvivalens
mellan dessa tv kedjor av elvivalenser. Vi visar att () <> (h). Med st8d av demonstrationsuppgift
3) b) 20.1.2005 galler det att S*S = I om och endast om S 8% =1, s& (¢) & (h) och beviset &r

klart.

Anmérkning 6.53. Foregdende sats visar att skaldra produkten inte paverkas av en isometri,
egenskap (b).

Egenskaperna (d) och (i) antyder att om S &r en isometri och ey, ..., e, ir en ortonormerad bas
for V, s& #r kolonnerna respektive raderna i M(S) ortonormerade, vilket betyder att M(S) 4r en
unitér (ortogonal) matris om K = C (K = R).

Vidare ger (c) och (h) att varje isometri &r en normal operator, vilket vi kan utnyttja i foljande

satser for att ge en fullstindig beskrivning av isometrier.
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Sats 6.54. Antag ait V dr ett komplest vektorrum och att S € L(V). Dé dr S en isometri om
och endast om det finns en ortonormerad bas ey, ...,en for V bestdende av egenvektorer till S vars

korresponderande egenvirden A1, ..., An uppfyller Al=1,7=1.,n
Bevis: Se foreldsningsanteckningar.

Varje isometri p ett reellt vektorrum byggs upp av delar som svarar mot multiplikation med 1
eller —1, eller mot rotation i ett 2-dimensionellt underrum:

Sats 6.55. Antag att V dr ett reellt vektorrum och att S € L(V). Dé ér S en isometri om och
endast om det finns en ortonormerad bas ey, ..., en for V med avseende pd vilken M(S) dr en block
diagonalmatris sédan att varje block dr en 1 x 1 matris bestdende av skaldren 1 eller —1, eller en

(cos@ —sin&) (6.6)

2 X 2 matris av formen

gsin@ cosf

dér 0 € (0,).

Bevis: 1) Antag att S &v en isomefri. Eftersom S d& &r normal finns det en ortonormerad bas
e1,...,en f0r V sidan att M(S) tr block diagonal, dér varje block #r antingen en 1 x 1 matris eller

(5 7) (6.7

dir b > 0 (Sats 6.40). Om ett 1 x 1 block pa diagonalen av M(S) bestér av skaldren A, s& svarar di
mot detta block en egenvektor e; som 4r en basvektor och Se; = Ae;. Bftersom S &r en isometri
maste || = 1 glla, (1= |lej]l = [Sejll = Al llej[l). Menda A€ Rar A=1 eller A = —1.

Betrakta nu en 2 x 2 matris av formen (6.7) som ett diagonalblock for M(S). DA finns det

en 2 X 2 matris av formen

basvektorer e;,e;41 84 att
Se;=ae; + bejir,

vilket ger att
1= flesll? = IS ejl? = .. = a® + 52

D30 < b < 1 finns det ett tal & € (0,7) sadant att a = cos 6 och b = sin 6, varvid (6.7) #r av

formen (6.6).
2) Antag att det finns en ortonormerad bas for V' med avseende p& vilken M(S) har den i

pastéendet beskrivna block diagonala formen. D& kan vi dela upp V i direkta summan
V=U1®..®Un,

dir varje U; &r ett underrum av V av dimensionen 1 eller 2, beroende av dimensionen pi blocket
A; i matrisen M(S). Tva vektorer horande till olika underrum Uj 4r ortogonala, (varje U; spinns
upp av en eller tvA av basvektorerna i den ortonormerade basen for V). Vidare dr S|y, € L(U;)
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en isometri pd Uy, ty om dimU; =1 och u € U; 88 tr Su = u eller Su = —u, eller om dimU; = 2
och u € Uj, s8 4r Swu en rotation av u, och d4rmed géller ||Su| = ||u|| for v € U;. Tagv € V. D4

har v en entydig framstillning
V=Up oo Uy,

dir u; = Uj;. Eftersom (Su;, Su;) = 0 och (us,u;) =0, om ¢ # j, s& kan vi tillimpa Pythagoras
sats pd ovanstiende framstéllning av v,
IS vll? = [1S(u1 + ... + um) > = [[Sur + ... + S up]|?
=[S wll® + oo+ 1S umll® = fluaI? + ... + o] |?
= [lv]l?,

gh S 4r en isometri pd V och beviset 4r klart.

Anmérkning 6.56. Ur ovanstéende sats foljer att om S 4r en isometri pé ett reellt vektorrum av
udda dimension, s 4r 1 eller —1 ett egenvirde till S.

Polédra uppdelningen

Vi skall nu utvidga analogin mellan C och £(V). I denna analogi kan vi tinka oss att 2 € C
svarar mot en operator T och Z mot den adjungerade operatorn 7. Sjilvadjungerade operatorer,
T =T*, svarar mot reella tal 2 = Z och positiva operatorer mot icke-negativa reella tal.

En speciell delmingd av C utgtrs av enhetscirkeln |2| = 1, med andra ord mingden av z sddana
att Zz = 1. I v&r analogi svarar detta mot T*T = I, s& enhetscirkeln i C' 4r analog med méngden

av isometrier pd V.
Varje komplext tal z # 0 kan skrivas i polir form

2= (i) 1l = () V2% (=),

dir z/|z| 4r ett tal pd enhetscirkeln i C och v/#zZ > 0. Var analogi kan utvidgas till att varje
operator T' € L£(V) kan framstéllas som produkten av en isometri och en positiv operator vT*T.

Sats 6.57. Poldra uppdelningen: Om T € L(V) sé finns det en isometri S € L(V) sddan att

T=58VvI*T.

Bevis: Antag att 7€ L(V). Om v € V 84 giller
1T v||? = (Tv,Tv) = (T*T,v)
= (WT*TVT*T v,v) = (VT*T v, VT*T v)
= [IVT*Tv|?,
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ty T*T #&r en positiv operator och har dirmed en positiv kvadratrot +/T*T° (Sats 6.46). Dsrmed
giller

1Tl = IVT*T ]| (6.8)
for alla v € V. Definiera nu S, € L(R(VT*T), R(T)) genom
Si(VI*Tv) =T, (6.9)

Vi skall utvidga S till en isometri S € £(V) sidan att T = S /T*T.
Ar S vildefinierad? LAt v1,v2 € V och antag att vVT*T v, = VI*T vy. D ghller det att
1T o1 = Tva|| = |T(v; = wp) || = IVT*T (v; — vy)]|

= IVT*T vy — VT*T |

=0,
dér den andra likheten foljer ur (6.8). Dirmed &r Tv; =T va, 8& ) 4r vildefinierad. Att S #r
en linjér avbildning 4r enkelt att kontrollera. Frin (6.9) ser vi att Sy 4r en surjektiv avbildning
péd R(T). Vidare ger (6.8) och (6.9) att att [|S; u| = lull for alla w € R(v/T*T), och déirmed #r
N(S81) = {0}, s& S; #r injektiv. D4 ger dimensionssatsen att

dim R(VT*T) = dim R(S1) 4+ dim N(5))
= dim R(T),

vilket betyder att dim R(vT*T)* = dim R(T)*, (ty R(VT*T)OR(VT*T): =V = R(T)®R(T)*)
. Om R(T)* = {0} och R(T) =V, s& 4r satsen bevisad. Antag dirfor att R(T)L # {0}. Vi kan
d4 vélja ortonormerade baser ey, ..., e, och fi, vy fm 61 R(VT*T)L respektive R(T)*. Definiera
nu Sy € L(R(VT*T)*, R(T)*) genom

Sa(arer + ..+ anm em) = ay f1 + ... +am fm .

Da tr [[Syw|| = |Jw| for alla w € R(VT*T)L.
Varje v € V kan entydigt skrivas i formen

v=u+tw, (6.10)
dir u € R(VT*T) och w € R(VT*T)L. Vi definierar S & L(V) for alla v € V genom
Sv==8u+Sw,
dédr u och w ges av (6.10). For varje v € V galler:
S(VT*Tv) = S,(VT*Tv) = T,

s T = SVT*T. Aterstdr att visa att S #4r en isometri. Om v ges av (6.10) s tilldmpar vi
Pythagoras sats pd S;u € R(T) och Syw € R(T)* och erhaller
IS oII* = 1S5 + Syw||® = [|Syul® + || Syw||2
= flufl® + [lw]®

= vl
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s& S 4r en isometri och satsen 4r bevisad.

Antag att T'= S /T*T #r den poléra uppdelningen av T' € £(V). D4 finns det en ortonormerad
bas for V sadan att M(S) 4r diagonal om K = C eller en block diagonal med block av dimension
1x1eller 2 x2om K = R. Vidare finng det en ortonormerad bas for V sddan att M(VT*T) #r
diagonal. Men observera att det inte behdver finnas en ortonormer ad bas som samtidigt ger dessa

trevliga matrisframstéllningar for bade S och VI™*T.

Exempel 6.58. Antag att A &r en n X n matris och att K = C. L&t V = C™ vara forsedd med
den naturliga ortonormerade basen och den euklidiska skaléra produkten. D4 ghller M(v) = v for
alla v € V. Det finns da en operator T € L(V) sddan att M(T) = A. D4 ger Sats 6.57 att

T=SVT*T,
dir § € L(V) 4r en isometri och /T*T 4r en positiv operator. Vi har alltsd att
= M(T) = M(SYyMWVT*T).
For v € V giller (M(VT*T)v,v) = M(VT* M(v = (M(T*Tv),v) = (VT*T'v,v) 2 0.
Vidare #r M(VT*T)* = M((VT* ) ) = M(YT* ty VT*T #r sjilvadjungerad. Dérmed &r
M(/T*T") en positivt semidefinit matris.
For M(S) galler M(S)*M(S) = M(S*) M(8) = M(S*S) = M(I) =1 = M(I) = M(SS5*) =

M(S) M(S)*, s& M(S) #r en unitdr matris.
Vi ser diirmed att varje n x n matris A har en polédr framstéllning

A=UP

dér U &r en unitdr matris (en isometri) och P 4r en positivt semidefinit matris. Om A &r reell s&

4ir U och P reella, och U 4r ddrmed en ortogonal matris.
Singuldrvirdesuppdelningen

Definition 6.59. Antag att T € L(V). Singuldre virdena till T' definieras som egenvirdena till
den positiva operatorn T*T, dér varje egenvirde A upprepas dim N(VT*T — A1) génger.

Anmérkning 6.60. a) Singulira virdena till T € L(V) #r reella och icke-negativa, ty vT*T dr

en positiv operator.
b) Varje T € L£(V) har dim V singuléra virden, ty eftersom vT™*T &r sjslvadjungerad ger spektral-
satserna att V har en ortonormerad bas av egenvektorer till v/T*T. Vidare ger Sats 4.22 (e) att

dimV = dim N(~T*T )+ ...+ dm N(VT*T ,
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dir Ay, ..., Ay dr de olika egenviirdena till v T*T

Exempel 6.61. Antag att K* 4r forsedd med den naturliga ortonormerade basen och 1at 7' € L(V)
vara given av
T(zl )y 225 23, Z4> = (O) 3Z1 ) 222, ‘-‘324) :
For (wy,wq, w3, ws) € K* ghller
(T(21, 22,23, 24), (W1, Wy, w3, W4)) = 321 Wy + 225 Wy — 324 Wy

= ((21, 22,23, 24), (3w, 2wg, 0, —3wy))

88, T*(wy, we, ws,wq) = (3ws, 2ws, 0, —3wy). DA 4r
T*T(z1 y 22,23, z4) = T*(O, 32!1 s 22?2, —32’4)
= (92:'1, 422, 0, 92’4) .

Satt S(21, 22, 23, 24) = (321, 22,0,824). DA tr S2 = T*T (Kolla). Vidare &ir M(S) en diagonal ma-
tris med diagonalelementen 3,2,0,3. D§ #x M(S*) = M(S)* = M(S5), s& S #r en sjilvadjungerad
operator med reella icke-negativa egenvirden 0,2,3. D4 #r S en positiv operator (Sats 6.45) och
dirmed 4r S den entydigt bestdmda positiva kvadratroten till T*T, alltsd S = T*T.

Man ser l4tt att dim N(vT*T' — 3I) = 2, dim N(vT*T — 2I) = 1 och dim N(v/T*T — 0I) = 1.
Dérmed ges de singuléra virdena till T" av 3,3, 2,0.

Varje operator T° € L(V') har en enkel framstillning med hjilp av de singultra virdena for 7" och

tv8 ortonormerade baser for V:

Sats 6.62. Singuldrvirdesuppdelningen: Antag att T € L(V) har de singuléra virdena
81y, 8n. Dd finns det tvd ortonormerade baser ey, ...,en 0ch fy,..., fn tillV sédana att

Tov=s1(v,e1) fi + ..+ sn{v,en) fn (6.11)

forallaveV.
Bevis: Se foreldsningsanteckningar.

Anmérkning 6.63. Antag att T' € L(V) och att sy,...,8n 8r de singultiva virdena till 7. LAt
e1,..,en och fi,.., fn vara de ortonormerade baserna fér ¥V som ger framstillningen (6.11). D&

galler, eftersom T e; = s;(ej,e;) f; = s;f;, att
81 0

M(T, (61,...,671), (fl) )f’n)) =

0 Sn

Med andra ord kan vi for varje T' € £(V) hitta tv8 vanligen olika ortonormerade baser for V s&dana
att matrisframstéllningen med avseende pé dessa #r en diagonalmatris med egenviirdena till \/T*T

pd diagonalen.
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Exempel 6.64. Antag att A 4r en n X n matris med element i K. D3 4r A*A en positivt
semidefinit matris med reella och icke-negativa egenvdrden. De singuldra virdena till A definieras
som kvadratrdtterna av egenvirdena till A*A.

Med stéd av Exempel 6.58 har A en polir uppdelning

A=QP,

dér P 4r positivt semidefinit och @ &r en unitdr matris (en isometri). Eftersom P 4r sjfilvadjungerad,
och dfrmed normal, ger Exempel 6.35 att P har en unitir uppdelning

P=W*DW,

dir W 4r en unitér matris och D 4r en reell diagonalmatris med egenvirden till P pd diagonalen.
D3 tr A= (QW*)DW. Satt U = @ W*, vilket ger framstillningen

A=UDW. (6.12)

Nutr UU* = (QW*)(WQ*) =1 =(WQ*)(QW?*) = U*U, s& U 4r en unitir matris. Vidare
ghller det att

A*A= (W*DU*)(UDW)=W*D*W,
vilket ger att kolonnerna i W* #r ortonormerade egenvektorer till A*A med motsvarande icke-
negativa egenvirden i diagonalen for D2?. Dirmed #r D en diagonal matris med de singulira
virdena till A p4 diagonalen, och (6.12) ger en singulirvirdesuppdelning av matrisen A. (Om A

4r en reell matris kan ordet unitsr bytas till ordet ortogonal och symbolen * kan bytas till reell

transponering T).

(Exempel. Overkurs. For att numeriskt bestimma en singuldrviirdesuppdelning av en n x n
matris A kan vi anvinda Matlab. Kommandot

>> [U,D, W] = svd(A)

ger en diagonalmatris D med de singuléra vrdena till A i avtagande storleksordning p4 diagonalen.
Matriserna U och W #r unitdra (ortogonala i det reella fallet), och

A=UDW*,

d&r man bdr observera den endast beteckningsméssiga avvikelsen fran (6.12).)
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Appendix B

I detta appendix framléggs kortfattat och utan bevis Jordans normalform for komplexa matriser,

Definition, En uppdt trianguldr k x k matris Jy(A) av formen

Al 0
Je(A) = oy
0 A

kallas ett Jordanblock. Ji()\) dr en 1 X 1 matris bestdende av skaldren .
En n X n Jordan matris J dr en block diagonalmatris av formen

Jm(/\l) 0 )

%

0 Jny, (Ak)

ddér ny + .. +ng = n. Skaldrerna A1, .., \y behdver inte vara olika. Om k = n sé &r J en

diagonalmatris,

Sats. Jordans normalform. Ldt A vara en n X n matris med element i C. D& finns det en
inverterbar n X n matris S sddan att

Jny (A1) 0
A=8J81=§ S, (*)
0 Jn,., (/\k})

dér ny + ... +ng =n och Ay, .., Ak Gr egenvirden till A som inte behdver vara olika. Om A &r en
reell matris med enbart reella egenvirden, sé kan S véiljas reell.

Anmérkning, a) Antalet k av Jordanblock i (*) sammanfaller med antalet linjirt oberoende

egenvektorer till J.
b) Matrisen J 4r diagonaliserbar om och endast om k = n.
c) Om A &r ett egenvirde till A och dim N(A—AI) = m, s& finns det exakt m stycken Jordanblock

Jn; (A) associerade till egenvirdet A.

For en detaljerad beskrivning av Jordans normalform h#nvisas till lirobbcker i Linjir algebra, I
kursboken av Axler utreds Jordans normalform for operatorer p& komplexa vektorrum i kapitel 8.

71



