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Del 1. SANNOLIKHETSLÄRA
1. INLEDNING
Sannolikhetsläran är nödvändig för att förstå statistiska analysmetoder.

Vi kan dra slutsatser om ett stickprov från en population med vissa kända egenskaper.

Exempel. I ett område är 32 % av invånarna pensionärer. Vilken är sannolikheten att ett stickprov innehåller mellan 31 % och 33 % pensionärer?

Exempel. Medelåldern bland studenterna i en högskola är 23 år. Vad är sannolikheten att medelåldern för 50 slumpmässigt utvalda studenter är över 24 år?

I den statistiska inferensen (del 2 av kursen) vänder vi på frågeställningen, dvs. vad kan vi säga om en population på basen av ett stickprov från denna?

Exempel. Ett stickprov om 200 studeranden dras från populationen 'alla studeranden vid ÅA'. Av dessa är 30 % rökare. Hur stor andel av hela populationen är rökare? Andelen uppskattas till 30 %, men hur säker är denna (upp)skattning?

Vi har:


[image: image1]
Sannolikhetsläran (teorin) är en del av matematiken.

Tillämpningar finns inom många områden: bl.a. fysik, biologi, samhällsvetenskaper, ekonomi.

1.1 Modeller
· Grundläggande betydelse för all vetenskap.

· Avser att beskriva väsentliga egenskaper hos företeelser utan att kopiera dem exakt, approximativa.

Modell 
[image: image2.wmf]Û

Verklighet

1) Fysiska modeller

2) Analoga modeller

3) Abstrakta modeller, matematiska



– Deterministiska


 

– Stokastiska (slumpmässiga), slumpmodeller

Slumpmässiga försök, utfallet eller resultatet är ett av flera möjliga. Vi vet inte på förhand vad som sker.

Exempel. [Slantsingling] Vi får antingen krona eller klave, men vet på förhand inte vilket. Gör vi många kast, så kommer andelen krona att variera kring ett tal p, där 0 ( p ( 1.

1.2 Sannolikhetsdefinition
Sannolikheten för en händelse H, betecknas P(H).

Bör uppfylla (Kolmogorovs axiom)

1) för varje händelse, H, gäller att 0 ( P(H) ( 1

2) för en säker händelse, Ω, gäller att P(Ω) = 1

3) för två oförenliga händelser, A och B, gäller att P(A ( B) = P(A) + P(B)

Vi betecknar en omöjlig händelse med Ø. Det gäller att Ø och Ω är oförenliga.




0 ( P(Ø ( Ω) = P(Ø) + P(Ω) ( 1




P(Ω) = 1 och 0 ( P(Ø) ( 1 ( P(Ø) = 1 – 1 = 0.

För varje H bör P(H) väljas så verklighetsnära som möjligt.

A. Klassisk sannolikhetsdefinition

Har sina rötter i hasardspel (tärningsspel). Italien: Cardano (1500-talet), Frankrike: Fermat, Pascal (1600-talet).

Exempel. Vad är sannolikheten att få ett udda värde vid kast med en tärning?



Sex möjliga resultat (utfall): 1, 2, 3, 4, 5, 6. Tre av dessa är udda, dvs. 1, 3, 5. 



Sannolikheten att få ett udda resultat är då 
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Allmänt:
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Det gäller att N är ändligt och vi har symmetri i försöket. Alla utfall är lika sannolika och inträffar lika ofta i det långa loppet.

Låt HC vara händelsen att H inte inträffar (H-komplement)
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2
B. Empirisk sannolikhet - relativ frekvens.

Exempel. Vad är sannolikheten att få ett udda värde vid kast med en tärning?

Vi kastar tärningen ett stort antal gånger. Är sannolikheten 
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, blir den relativa frekvensen för udda värde vid många tärningskast ungefär 
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Relativa frekvenser för udda värde vid 0, 1, 2, …, 15 tärningskast.
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Vi kan ange sannolikheten för en händelse H som

P(H) = Den relativa frekvensen för händelsen H i ett stort antal försök.

Ju fler försök som görs desto säkrare blir resultatet, dvs. den relativa frekvensen varierar mindre kring det sanna värdet. Detta kallas den relativa frekvensens stabilitet.

Relativa frekvensen kan användas då sannolikheten inte går att bestämma på det klassiska sättet

Exempel. [Dödsrisken i olika åldrar] Antalet personer i denna ålder som avlider under ett år i förhållande till totala antalet personer i denna ålder.

Exempel. Sannolikheten för ett nyfött barn är en flicka = antalet födda flickor under ett år i förhållande till totala antalet födda barn under året.

C. Subjektiv sannolikhet

Exempel. Sannolikheten (chansen) att jag klarar tenten imorgon. Sannolikheten (risken) att Oy Ab:s aktier sjunker.

Subjektiv uppfattning av hur trolig någon händelse är. Väger ihop olika saker som vi tycker talar för och emot en viss händelse. Ofta engångsföreteelser, dvs. vi har inte ett försök som kan upprepas under likartade betingelser.

D. Teoretisk sannolikhet

En teoretisk modell uppställs och sannolikheterna bestäms av modellens egenskaper.

Exempel. Binomialfördelningsmodell och normalfördelningsmodell.

1.3 Mängdlära
Det är nödvändigt att känna till och kunna använda vissa begrepp och beteckningar från mängdläran för att kunna handskas med sannolikheter.

En mängd består av element vars antal kan vara ändligt eller oändligt

Beteckningar:


A = {a1, a2, a3}

– mängden A som består av elementen a1, a2, a3.



A = {blå, vit, gul} 
– mängden A som består av elementen blå, vit, gul.



A = {x | p(x)}

– mängden A som består av alla x för vilka p(x) gäller.



A = {x | 0 ( x ( 5}
– mängden A som består av alla x i intervallet [0, 5].

Speciella mängder:
1) Grundmängden Ω

2) Tomma mängden Ø

Beteckningar:


x är ett element i A,
x ( A



x är inte ett element i A,
x ( A



A är en delmängd av B,
A ( B, alla element i A ingår i B, men alla i B ingår inte i A






(A är en äkta delmängd av B).






A ( B, alla element i A ingår i B och alla i B kan ingå i A






(A är inte en äkta delmängd av B).






A ( B, alla element i A ingår i B och alla i B ingår i A






(A är ekvivalent med B).

Komplementmängd: Komplementmängden till mängden A med avseende på grundmängden Ω betecknas AC och består av de element i Ω, som inte tillhör A.

Exempel. Ω = {1, 2, 3, 4, 5}.
A = {1, 3, 4} ( AC = {2, 5}







B = {3, 4, 5} ( BC = {1, 2}.

Föreningsmängd: Ta två mängder, A och B. Deras föreningsmängd, eller union, är mängden av de element som tillhör minst en av mängderna A och B, dvs.

A ( B = {x | x ( A och/eller B}.

Snittmängd: Ta två mängder, A och B. Deras snittmängd är mängden av de element som tillhör både A och B, dvs.

A ( B = {x | x ( A och B}.

Är A ( B = Ø, sägs A och B vara disjunkta eller oförenliga.

De Morgans regler:


(A ( B)C = AC ( BC


(A ( B)C = AC ( BC 

Distributiva lagar: 



A ( (B ( C) = (A ( B) ( (A ( C)



A ( (B ( C) = (A ( B) ( (A ( C)

Produktmängd: Ta två mängder, A och B. Deras produktmängd är mängden av alla ordnade par (a, b) där a ( A och b ( B

A ( B = {(a, b) | a ( A, b ( B}.

1.4 Kombinatorik
Kombinatoriken handlar om hur vi beräknar antalet sätt på vilka elementen i en given mängd kan ordnas i delmängder. Vi behöver känna till räknereglerna i kombinatoriken då vi arbetar med statistiska problem.

Säg att vi har en mängd (population) bestående av N element. Från denna tas en delmängd (stickprov) omfattande n element. Med kombinatoriska regler kan vi beräkna på hur många sätt detta kan ske.

Detta är nödvändigt t.ex. då vi skall bestämma antalet gynnsamma utfall och totala antalet möjliga utfall.

1.4.1 Kombinationer av element - multiplikationsprincipen 

Exempel. På en matsedel på en restaurang finns 4 förrätter, 6 huvudrätter och 2 desserter. På hur många sätt kan en måltid bestående av en förrätt, en huvudrätt och en dessert komponeras?

Förrätten kan väljas på 4 olika sätt. För var och en av förrätterna kan huvudrätten väljas på 6 olika sätt, eller för- och huvudrätt kan väljas på 4·6 = 24 olika sätt. För var och en av dessas 24 kombinationer kan vi välja desserten på 2 sätt. Då får vi totala antalet menyer som 4·6·2 = 48.

Allmänt. Vi har k stycken grupper där vi i grupp i har ni stycken objekt av typen ai.





Grupp:
1
2
3
...
k





Ant. obj.:
n1
n2
n3
...
nk




Obj. typ:
a1
a2
a3
...
ak.





Totala antalet uppsättningar av a1 a2 a3 ... ak är då 
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1.4.2 Antalet sätt att välja n element bland N, när ordningen som elementen erhålls i beaktas.
A. Dragning med återläggning.

Säg att vi har N = 3 element: a, b, c och att vi drar två av dessa med återläggning och beaktar ordningen. Kan få:

aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc,

dvs. 9 olika utfall.

Vi kan nu resonera på följande sätt: Vi har två rutor som skall fyllas med ett av elementen. Vardera rutan kan fyllas på 3 sätt och totala antalet sätt blir då 3·3 = 32 = 9.

Samma resonemang kan användas för godtyckliga n och N.

Vi har n stycken rutor som alla kan skall fyllas med ett av de N elementen. Detta medför att antalet blir N·N·N·...·N = Nn stycken.

B Dragning utan återläggning.

Vi har igen N = 3 element: a, b, c och vi drar n = 2 element, men nu utan återläggning. Vi kan då få:

ab, ac, ba, bc, ca, cb,

dvs. 6 olika utfall.

Vi resonerar igen att vi har två rutor som skall fyllas. Den första rutan kan fyllas på 3 sätt och den andra på 2 sätt. Eftersom det element som valts till ruta 1 inte kan väljas en gång till, har vi för ruta 2 endast 2 möjliga alternativ och totala antalet sätt blir då 3·2 = 6.

För godtyckliga n och N har vi n rutor som skall fyllas och första rutan kan fyllas på N sätt, andra på N–1 sätt osv. Den n:te rutan kan då fyllas på N–(n–1) = N–n+1 sätt och totala antalet sätt blir
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3
Låt n = N. Vi får då antalet sätt att välja N element bland N eller antalet sätt att ordna N element på, vilket kallas antalet permutationer av N element.

Antal permutationer = N·(N–1)·...·1 = N!

Permutationer av N element varav vissa är lika.

Anta att alla N elementen inte är olika. Då reduceras antalet särskiljbara permutationer.

Säg att vi har N = 4: a, a, b, b. Dessa kan permuteras på följande sätt

aabb, abba, abab, baab, baba, bbaa,

dvs. 6 åtskiljbara permutationer.

Vore alla fyra elementen olika (a1, a2, b1, b2) skulle vi ha 4! = 24 permutationer, men nu är 

a1 = a2 = a och b1 = b2 = b ( a1b1b2a2 = a1b2b1a2 = a2b1b2a1 = a1b2b1a2 är alla abba.

a:na kan permuteras på 2! sätt liksom b:na. Dessa 2!2! permutationer kan inte åtskiljas utan blir en och totala antalet åtskiljbara permutationer blir därför
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4
Allmänt har vi: Antalet åtskiljbara permutationer av N element av vilka k1 är av en typ, k2 av en annan osv. och k1 + k2 + ... + kn = N är



[image: image12.wmf]!

k

 

...

 

!

k

 

!

k

N

n

2

1

!


5
Är alla ki = 1 får vi antalet permutationer av N element.

1.4.3. Antalet sätt att välja n element bland N, när ordningen som elementen erhålls i inte beaktas.
A. Dragning med återläggning

N = 3 element: a, b, c. Drar n = 2 element, så vi kan få

aa, ab, ac, bb, bc, cc,

eller totalt 6 olika utfall.

Nu kan vi tänka oss att problemet är att sprida ut 2 element på 3 rutor. Vi kan ha bägge i ruta 1 (utfallet aa), eller ett element i ruta 1 och andra elementet i ruta 2, r1 - r2 (utfallet ab), eller r1 - r3 (ac), eller r2 - r2 (bb), eller r2 - r3 (bc), eller r3 - r3 (cc). Vi kunde åskådliggöra valen (dragningarna) på följande sätt:

	PRIVATE 
Val
	a (ruta 1)
	b (ruta 2)
	c (ruta 3)

	1
	xx
	
	

	2
	x
	x
	

	3
	x
	
	x

	4
	
	xx
	

	5
	
	x
	x

	6
	
	
	xx


Antalet 'placeringar' i facken ovan är lika många som antalet sätt att permutera två slag av element. Dessa två element är



antalet x = 2 (= n)



antalet väggar mellan 'rutorna' = 2 (= N–1).

Vi har totalt N–1+n element som kan permuteras på (N–1+n)! = (N+n–1)! sätt. Av dessa är alla lika där x:na eller mellanväggarna permuteras sinsemellan, vilket kan ske på (N–1)!·n! olika sätt. Således får vi att antalet särskiljbara permutationer är 
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6
För N = 3 och n = 2 får vi 4!/(2!2!) = 6.

B. Dragning utan återläggning

N = 3 element: a, b, c. Vi drar n = 2 element och kan få

ab  ac  bc,

dvs. 3 olika utfall.

Jämfört med fallet då ordningen beaktades (1.4.2 B) har antalet fall reducerats med hälften, eftersom ab = ab = ba; ac = ac = ca; bc = bc = cb.

Allmänt gäller att antalet sätt är
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Sammanfattning: dragning av n element från N element
	PRIVATE 

	Dragning med återläggning
	Dragning utan återläggning

	Med hänsyn till ordningen
	
[image: image15.wmf]n

N


	
[image: image16.wmf](

)

!

!

n

N

N

-



	Utan hänsyn till ordningen
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2. ELEMENTÄR SANNOLIKHETSKALKYL
2.1 Slumpmässiga försök, utfall, utfallsrum, händelser

Se det inledande avsnittet.

Slumpmässigt försök: Ett försök, som kan upprepas under oförändrade betingelser, för vilket resultatet inte kan förutsägas fastän vi gjort försöket många gånger.

Exempel. Vi kastar en tärning och noterar antalet ögon.




Vi köper en lott och ser om vi vunnit eller inte.




Vi noterar nederbörden i mm en viss sommardag.




Vi befruktar en äggcell och ser om det blir en pojke eller flicka.

Resultatet av ett slumpmässigt försök kallas ett utfall.

Mängden av alla möjliga utfall kallas utfallsrummet, Ω.

Exempel. Kast med en tärning, Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}




Lottköp, Ω = {vinst, nit} (exempelvis)




Befruktning av äggcell = {flicka, pojke}

Allmänt: möjliga utfall: u1, u2, ..., un




 utfallsrummet: Ω = {u1, u2, ..., un}.

De möjliga utfallen brukar kallas elementarhändedelser.

En händelse definieras som en delmängd av utfallsrummet.

Exempel. Tärningskast: Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}




A = 'udda antal ögon' = {1, 3, 5}




B = 'högst fyra ögon' = {1, 2, 3, 4}

Då vi som i exemplen ovan kan räkna upp de enskilda elementarhändelserna i utfallsrummet säger vi att det är diskret. Utfallsrummet kan även vara kontinuerligt.

Exempel. Temperaturen på Åbo flygfält kl. 12 en slumpmässigt vald dag i juli





Ω = {u | 0 ( u ( 50} (eller vilket intervall som nu är rimligt).

2.2 Sannolikhetsbegreppet

Se igen avsnitt 1.2

Utfallsrum Ω = {u1, u2, ..., un}, låt A ( Ω, dvs. A är en händelse.




P(ui) = sannolikheten för elementarhändelsen ui



P(A) = sannolikheten för händelsen A.

Sannolikheten för en händelse är ett tal man tilldelar händelsen

Sannolikheten P( · ) är en icke-negativ funktion med egenskaperna

1) 0 ( P( · ) ( 1

2) P(Ω) = 1

3) Om A och B är två disjunkta händelser, så är P(A ( B) = P(A) + P(B)
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Låt A vara en godtycklig händelse, A ( Ω (
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Vi får då att P(Ø) = 0 och P(AC) = 1 – P(A).

Om A1, A2, ..., Ak parvis disjunkta händelser, dvs. Ai ( Aj = Ø, då i ( j får vi
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Exempel. Tärningskast: Ω = {1,2,3,4,5,6}. Vi antar att tärningen är symmetrisk, dvs.



P(1) = P(2) = ... = P(6) =
[image: image23.wmf]6
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Händelsen A = 'två eller tre ögon' = {2, 3}. {2} ( {3} = Ø.



P(A) = P(2 ( 3) = P(2) + P(3) = 
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Exempel. Bestäm sannolikheten för att vid 6 kast med en tärning alla gånger få olika resultat.





Ω = {(1,1,1,1,1,1), (1,1,1,1,1,2), ..., (6,6,6,6,6,6)}





Ω består av 66 = 46656 elementarhändelser, då vi här har dragning med återläggning och med hänsyn till ordningen.





A = {(1,2,3,4,5,6), (2,1,3,4,5,6), ..., (6,5,4,3,2,1)}.





A består av 6! = 720 elementarhändelser, antalet permutationer av 6 element.
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2.3 Räkneregler

Additionssatsen: För två händelser A och B gäller att

P(A ( B) = P(A) + P(B) – P(A ( B).

Exempel. Vi kastar ett mynt två gånger. Vad är sannolikheten att få minst en klave?





A = 'klave i kast 1', P(A) = 0,5





B = 'klave i kast 2', P(B) = 0,5





P(A ( B) = 0,25 (




P(A ( B) = 0,5 + 0,5 – 0,25 = 0,75.

Additionssatsen gäller för ett godtyckligt antal händelser. För tre händelser får vi

P(A ( B ( C) = P(A) + P(B) + P(C) – P(A ( B) – P(A ( C) – P(B ( C) + P(A ( B ( C).

Exempel. Vad är sannolikheten att få åtminstone en klave vid tre kast av ett mynt?




A = 'klave i kast 1', B = 'klave i kast 2', C = 'klave i kast 3', P(A ( B ( C)?

1) Enligt additionssatsen: 0,5 + 0,5 + 0,5 – 0,25 – 0,25 – 0,25 + 0,125 = 0,875.

2) Alternativ lösning: Ω består av 23 = 8 utfall, varav ett inte ger någon klave (= alla krona). P('åtminstone en klave') = 1 – P('ingen klave') = 1 – 
[image: image29.wmf]8

1

 = 
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7

 = 0,875.

För ett godtyckligt antal (n stycken) händelser kan vi skriva
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där Sk summan av alla termer av formen
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 där 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ ... ≤ ik ≤ n,

dvs. summan av alla sannolikheter för alla snitthändelser. Ifall alla snittsannolikheter i Sk är lika stora, säg pk, får vi
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2.4 Betingade sannolikheter. 

Exempel. Säg att vi har en grupp bestående av 1000 barn och för dessa fördelningen över kön och ögonfärg enligt följande korstabell

	Ögonfärg/KönPRIVATE 

	Pojke
	Flicka
	Summa

	Blå
	340
	340
	680

	Icke blå
	172
	148
	320

	Summa
	512
	488
	1000


Vi väljer nu ett barn på måfå och låter A vara händelsen att 'barnet har blå ögon' och B händelsen att 'barnet är en pojke'.

Från tabellen får vi att P(A) = 
[image: image34.wmf]1000

680

 = 0,680 och P(B) = 
[image: image35.wmf]1000

512

 = 0,512.

Vad är nu sannolikheten att barnet har blå ögon om vi vet att det är en pojke? Denna sannolikhet får vi också från tabellen genom att se hur många av de totalt 512 pojkarna som har blå ögon. De är 340 stycken och den sökta sannolikheten blir då 
[image: image36.wmf]512

340

 = 0,664. Vi ser att sannolikheten för att barnet skall ha blå ögon ändrats, då vi nu vet att barnet är en pojke, jämfört med det fallet att vi inte vet om det är en pojke eller flicka. Sannolikheten kan skrivas på följande sätt:
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då P(A(B) = 0,340 (fås från tabellen).

Detta kallas den betingade sannolikheten för A givet B och skrivs
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På motsvarande sätt skriver vi den betingade sannolikheten för B givet A
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För betingade sannolikheter gäller på vanligt sätt att

1) 0 ( P(A|B) ( 1

2) P(Ω|B) = 1

3) P(A ( B|C) = P(A|C) + P(B|C), om A ( B = Ø.

Additionssatsen: P(A ( B|C) = P(A|C) + P(B|C) – P(A ( B|C).

Exempel. På en fabrik arbetar 39 män och 13 kvinnor. Vi väljer på måfå 2 personer. Vad är sannolikheten att den andra valda är en kvinna om första valda är en kvinna?



A = 'första valda kvinna'



B = 'andra valda kvinna'
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Denna sannolikhet kunde vi även bestämma direkt. Då vi drar andra personen har vi 51 personer kvar att välja mellan och då vi vet att den första personen var en kvinna är 12 av dessa 51 kvinnor. Sannolikheten att få en kvinna i andra dragningen är då 
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Från definitionen av betingade sannolikheter får vi
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vilket kallas sannolikhetslärans multiplikationssats.

Denna generaliseras till flera händelser enligt följande
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Exempel. (fortsättning på exemplet ovan). Vi väljer på måfå tre personer. Vad är sannolikheten att de alla är kvinnor? A, B, C = 'första kvinna', 'andra kvinna', 'tredje kvinna'.
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Alternativt kan vi även beräkna sannolikheten som antalet gynnsamma utfall, g, dividerat med totala antalet möjliga utfall, n.

Vi kan välja tre kvinnor på g =
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÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

 

 

0

39

  

3

13

 = 
[image: image49.wmf]2

3

11

12

13

×

×

×

 = 286 sätt och vi kan välja tre personer på n = 
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Vi får nu att
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Tillämpningar av betingade sannolikheter.
Exempel. Vädret en viss dag under tiden 15 juni - 15 augusti kan indelas i tre olika typer,





F1 = 'lågtryck',  F2 = 'ostadigt',  F3 = 'högtryck'.

Dessa förekommer med sannolikheterna 0,5, 0,3 respektive 0,2. Sannolikheten för regn, R, vid de tre olika vädertyperna är 0,9, 0,5 respektive 0,1. Vad är då sannolikheten att det regnar en slumpmässigt utvald dag?



P(F1) = 0,5, P(F2) = 0,3, P(F3) = 0,2.



P(R|F1) = 0,9, P(R|F2) = 0,5, P(R|F3) = 0,1.



P(R) = P[(F1 ( R) ( (F2 ( R) ( (F3 ( R)] = P(F1)(P(R|F1) + P(F2)(P(R|F2) +P(F3)(P(R|F3)





= 0,5(0,9 + 0,3(0,5 + 0,2(0,1 = 0,45 + 0,15 + 0,02 = 0,62.

Allmänt har vi: om A1, A2, ..., An utgör en uppdelning av utfallsrummet Ω, dvs. Om
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9
Detta är Satsen om total sannolikhet. Låt oss nu vända på steken...
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10
Exempel. (forts.) Antag att då vi vaknar en morgon konstaterar vi att det regnar. Vad är sannolikheten att vi har ett lågtryck?
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Allmänt har vi: om A1, A2, ..., An utgör en uppdelning av utfallsrummet Ω, dvs. om
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så är
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12
Detta är Bayes sats.

2.5 Oberoende händelser.
Exempel. Vi gör två kast med en tärning. Låt A = 'sexa i kast 1', B = 'sexa i kast 2'. 





P(A) = P(B) = 
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13
dvs. sannolikheten för B påverkas inte av huruvida A har inträffat eller inte, 'slumpen har inget minne'.

Definition. Om P(B|A) = P(B) sägs B vara oberoende av A och om P(B|A) ( P(B) sägs B vara beroende av A.

Då B är oberoende av A har vi P(A ( B) = P(A)(P(B|A) = P(B)(P(A|B) = P(A)(P(B).

Då B är oberoende av A är A oberoende av B, eller A och B är oberoende.

Om A1, A2, ..., An är ömsesidigt oberoende så gäller att
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14
Vidare gäller att om A och B är oberoende så är A och BC oberoende, AC och B är oberoende och AC och BC är oberoende.

Exempel. På ett företag skrivs fakturor automatiskt i ett datasystem, varvid tre olika typer av fel. A, B och C kan förekomma med sannolikheterna 0,04, 0,02 resp. 0,01. Antag att felen är oberoende av varandra. Vad är sannolikheten för åtminstone ett fel?

P(A ( B ( C) = 1 – P((A ( B ( C)C) = 1 – P(AC ( BC ( CC) = 1 – P(AC)(P(BC)(P(CC) = 1 – 0,96(0,98(0,99 = 1 – 0,931392 = 0,068608.




3. ENDIMENSIONELLA STOKASTISKA VARIABLER
3.1 Diskreta stokastiska variabler

I slumpmässiga försök är vi ofta i och för sig inte intresserade av de enskilda elementar- händelserna, utan av värdet på någon variabel som bestäms av elementarhändelserna.

Exempel. Vi gör en undersökning gällande trebarnsfamiljer i ett område och vi vill bl.a. veta hur familjerna fördelar sig enligt barnens kön, t.ex. så att vi noterar antalet pojkar.

· Väljer en trebarnsfamilj slumpmässigt, antalet pojkar i familjen är 0,1,2 eller 3.

· Variabeln antalet pojkar är en stokastisk (eller slump) variabel.

En stokastisk variabel (s.v.) betecknas här x och vi har en funktion, säg ξ, som överför elementarhändelsen u till ett värde x: x = ξ(u), u ( Ω, eller ξ: Ω ( R. 

Då den stokastiska variabeln x antar ett ändligt eller uppräkneligt antal värden sägs den vara diskret (helt normalt alltså).

Alla möjliga värden (värdemängden) för en stokastisk variabel kallas den stokastiska variabelns utfallsrum och betecknas med Ωξ.

Betraktar vi ett slumpmässigt försök så att 

· Utfallsrummet = mängden av möjliga variabelvärden.

· Elementarhändelser = de enskilda variabelvärdena.

· Elementarhändelsernas sannolikheter = de enskilda variabelvärdenas sannolikheter.

så kan vi tillämpa ovanstående regler från sannolikhetsläran direkt för de stokastiska variablerna.

Definition. Med en frekvensfunktion eller sannolikhetsfördelning för en diskret s.v. x, betecknad fx(xi) (alternativt betecknad med px(xi), f(xi), p(xi) eller endast pi ), avses de möjliga variabelvärdenas sannolikheter.

Variabelvärden      
          xi:
  x1
  x2
...
  xn
Sannolikheter P(x = xi) = p(xi):
p(x1)
p(x2)
...
p(xn)








  =      pi:  
  p1
  p2
...
  pn
För en diskret sannolikhetsfördelning gäller att:

f(xi) = pi ( 0, ( i; (f(xi) = (pi = 1.

Ex. Vi singlar ett mynt tre gånger. Låt x = antalet krona. Vilken är sannolikhetsfördelningen för x? (Antag att P(kr) = P(kl) = 0,5)





Elementarhändelser
sannolikheter

xi
f(xi)
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Ofta beskrivs stokastiska variabler även genom att ange dess fördelningsfunktion.

Definition. Fördelningsfunktionen, Fx(x) eller bara F(x) för x definieras av
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För fördelningsfunktionen för en diskret stokastisk variabel gäller att

1) F(x1) ( F(x2) om x1 ( x2
2) F(x) ( 0, då x ( –(
3) F(x) ( 1, då x ( (.

Exempel. Vi singlar ett mynt tre gånger, x = ”antalet krona”. Ovan fick vi f(xi): 
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( F(xi) = 
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Frekvensfunktionen och fördelningsfunktionen kan betraktas som motsvarigheter till den relativa frekvensen respektive den kumulativa relativa frekvensen för ett empirskt datamaterial. Jämför med definitionen av en sannolikhet som den relativa frekvensen.

Vid vissa beräkningar kan följande relation vara användbar

P(a < x ( b) = P(x ( b) – P(x ( a) = F(b) – F(a).

3.2 Kontinuerliga stokastiska variabler

Definition. En stokastisk variabel som kan anta vilket värde som helst i ett intervall kallas för en kontinuerlig stokastisk variabel.

Exempel. Dessa är exempel på kontinuerliga stokastiska variabler:
· Vikten för ett nyfött barn.

· Avrundningsfel vid mätningar.

· Nederbörden en slumpmässigt vald dag.
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En kontinuerlig stokastisk variabel kan beskrivas med den så kallade täthetsfunktionen, f(x), vilken är en kontinuerlig kurva, t.ex. av följande form

Täthetsfunktionen f(x) beskriver variabelns fördelning i populationen eller vi säger att täthetsfunktionen beskriver fördelningen av sannolikhetsmassan för variabeln så att ytan mellan kurvan och x-axeln i ett intervall anger sannolikheten för att x skall anta ett värde i detta intervall.

OBS! f(x) anger kurvans höjd över x-axeln och anger icke, som för diskreta variabler, sannolikheten att den stokastiska variabeln. x antar värdet x, dvs. f(x) ( P(x = x).

Om den stokastiska variabeln x antar värden i intervallet (a, b), så gäller för täthetsfunktionen

1) 
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vilket ju betyder att f(x) aldrig går under x-axeln och att ytan mellan kurvan och x-axeln i intervallet (a, b) är 1 = den totala sannolikheten.

Vi har
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OBS! Slutna, halvöppna och öppna intervall tilldelas samma sannolikhet

· P(c ( x ( d) = P(c < x ( d) = P(c ( x < d) = P(c < x < d),

· P(x = c) = P(x = d) = 0, P(x = x) = 0, ( x.

Exempel. En kontinuerlig stokastisk variabel har täthetsfunktionen

[image: image195.emf]Exempel på en täthetsfunktion.
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Vad är P(1 < x < 2)?
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En kontinuerlig s.v. kan naturligtvis även beskrivas med fördelningsfunktionen

F(x) = P(x ( x).

Är den stokastiska variabeln definierad i intervallet [a, b] och f(x) dess täthetsfunktion har vi
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· f(x) = F'(x)

· F(x) = 0, för x < a

· F(x) = 1, för x > b

· F(x) ( F(y), om x ( y.

Exempel. Vi har en stokastisk variabel med täthetsfunktionen
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Fördelningsfunktionen blir då
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Gäller reglerna för fördelningsfunktioner?
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4. TVÅ- OCH FLERDIMENSIONELLA STOKASTISKA VARIABLER
Ovan studerade vi en stokastisk variabel i samband med ett slumpmässigt försök, dvs. med varje utfall associeras ett enda tal. Ofta studerar vi dock två eller flera variabler samtidigt.

Exempel. Vi noterar längd och vikt för en slumpmässigt vald person. Med varje utfall, u, förknippas då ett värde för variabeln längd, x, och ett värde för variabeln vikt, y. Ett annat exempel är antalet pojkar, x, och flickor, y, i en slumpmässigt vald barnfamilj.

Vi kan tänka oss att vi har två funktioner, ξ resp. η, som verkar på u, eller är funktioner från Ω till R,

ξ(u) = x, η(u) = y,

eller en tvådimensionell funktion (ξ, η) från Ω till R(R.

Det här kan vi generalisera till fler än två dimensioner.

4.1 Diskreta stokastiska variabler

De stokastiska variablerna x1, x2, ..., xn antar ett ändligt eller uppräkneligt antal värden.

4.1.1. Simultan sannolikhetsfördelning.
Vi antar att vi har en tvådimensionell stokastisk variabel (x, y).

Exempel. Vi har en sekvens av tre födslar och noterar



x = ”antalet pojkar”



y = ”antalet ändringar från ett kön till ett annat i följden av tre födslar”



Ω = fff   ffp   pff   fpf   ppf   fpp   pfp   ppp



x =
0
   1      1
   1
   2
     2
   2
 3



y =
    0
   1
      1     2
   1
     1
   2
 0.

De möjliga värdeparen är: {(0,0), (1,1), (1,2), (2,1), (2,2), (3,0)}. Sannolikheterna för värdeparen, elementarsannolikheterna, P(x = xi, y = yj) = fx,y(xi, yj) = px,y(xi, yj) = p(xi, yj) = pij, ( i, j, kallas den simultana sannolikhetsfördelningen eller frekvensfunktionen för den tvådimensionell stokastisk variabel (x, y). För denna gäller:

1) pij ( 0

2) (ijpij = 1.

Exempel. (fortsätter) För exemplet ovan kan vi ange sannolikheterna för x,y-värdena i en korstabell.

	PRIVATE 
pij:
	         y
	

	x
	0
	1
	2
	pi(

	0
	1/8
	0
	0
	1/8

	1
	0
	2/8
	1/8
	3/8

	2
	0
	2/8
	1/8
	3/8

	3
	1/8
	0
	0
	1/8

	p(j
	2/8
	4/8
	2/8
	1


I marginalerna har vi som synes sannolikhetsfördelningarna för x (= pi() resp. y (= p(j), de s.k. marginalfördelningarna.
Allmänt har vi den simultana (bivariata) sannolikhetsfördelningen för en tvådimensionell s.v. (x, y) enligt följande:

	PRIVATE 
pij:
	       y
	

	x
	y1
	y2
	(
	yn
	pi(

	x1
	p11
	p12
	(
	p1n
	p1(

	x2
	p21
	p22
	(
	p2n
	p2(

	_
	_
	_
	_
	_
	_

	xm
	pm1
	pm2
	(
	pmn
	pm(

	p(j
	p(1
	p(2
	(
	p(n
	1


Simultanfördelningen pij = P(x = xi, y = yj); marginalfördelningen för x pi( = P(x = xi); marginalfördelningen för y(j =  P(y = yj).

Den simultana fördelningsfunktionen är Fx,y(x, y) = P(x ( xi, y ( yj).

4.1.2 De betingade fördelningarna
Studerar vi fördelningen för den ena variabeln under förutsättning att den andra fixats vid något bestämt värde talar vi om den betingade fördelningen.

Tidigare hade vi ju för betingade sannolikheter
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Låt A vara 'x = xi' och B 'y = yj'. Då får vi analogt
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För i = 1, 2, ..., m ger detta den betingade fördelningen för x givet att y = yj; (ipij/p(j.

På motsvarande sätt får vi den betingade fördelningen för y givet att x = xi.

Sammanfaller de betingade fördelningarna med marginalfördelningarna sägs variablerna vara oberoende av varandra och vi får då även att pij = pi· ( p·j, ( i, j.

4.2 Kontinuerliga variabler

Är båda komponenterna i den tvådimensionella (bivariata) variabeln kontinuerliga sägs variabeln vara kontinuerlig.

Exempel. x = ”längden av något”, y = ”vikten av något”

Täthetsfunktionen betecknas analogt med tidigare med

fx,y(x, y) = f(x, y), a < x < b, c < y < d.

För f(x, y) gäller att

1) 
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2) 
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Täthetsfunktionen f(x, y) fördelar sannolikhetsmassan över de värden x och y kan anta.

Marginalfördelningen för x är 
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och för y 
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De stokastiska variablerna x och y är oberoende ifall
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Den betingade fördelningen för x givet y är
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Exempel. Säg att vi har täthetsfunktionen
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Då får vi t.ex. marginalfördelningen för y som
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och den betingade fördelningen för x givet y som
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För denna betingade fördelningen får vi
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Fördelningsfunktionen för (x, y) är
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5. PARAMETRAR FÖR ENDIMENSIONELLA FÖRDELNINGAR
I den deskriptiva statistiken beskriver vi ofta datamaterial med karaktäristiska storheter som medelvärdet, medianen, standardavvikelsen och andra mått, vilka anger väsentliga egenskaper i ett datamaterial.

Motsvarande mått kan även beräknas för sannolikhetsfördelningar och kan uppfattas som mått för den population sannolikhetsfördelningen avser att beskriva. Dessa mått beräknade för en sannolikhetsfördelning kallas parametrar.

5.1 Centralmått

A. Typvärdet

Definition. Det värde (de värden) för vilka frekvens-, respektive täthetsfunktionen uppnår sitt maximivärde kallas fördelningens typvärde och betecknas xτ.

Typvärdet används kanske i och för sig ganska sällan.

Exempel. Vi har den stokastiska variabeln x med täthetsfunktionen
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15
För att få det värde på x som maximerar f(x) deriverar vi f(x) med avseende på x, och sätter derivata lika med 0, dvs.

B Medianen och kvantilerna

Definition. Lösningen x = xα till ekvationen

F(x) = α

kallas α-kvantilen för den s.v. 

Vi har alltså

P(x ( xα ) = F(xα ) = α.

Exempel. Vi fortsätter med exemplet ovan och skall bestämma α-kvantilen för den stokastiska variabeln. Fördelningsfunktionen är
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16
För t.ex. α = 0,5 får vi xα = (ln 2)1/2 ( 0,83, som är medianen, Md.

C. Väntevärdet 

Väntevärdet är motsvarigheten till det aritmetiska medelvärdet för en empirisk fördelning.

Är det empiriska materialen givet i en frekvenstabell kan vi räkna medelvärdet enligt formeln
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Tolkar vi de relativa frekvenserna som sannolikheterna för respektive x-värde får vi följande

Definition. Väntevärdet för den diskreta stokastiska variabeln x, betecknas E(x) eller μx eller bara μ och är
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På motsvarande sätt definieras väntevärdet för en kontinuerlig s.v. enligt
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Exempel. Vi kastar ett symmetriskt mynt 6 gånger. Låt x = ”antalet krona”. P(kr) = 0,5.




xi:    0       1       2         3         4       5      6




pi:  1/26  6/26  15/26  20/26  15/26  6/26  1/26
E(x) = (1/26)(0 + (6/26)(1 + (15/26)(2 + (20/26)(3 + (15/26)(4 + (6/26)(5 + (1/26 )(6 = 192/64 = 3.

Exempel. Antag att den kontinuerliga stokastiska variabeln x är likformigt fördelad i intervallet (α, β). Täthetsfunktionen för denna s.v. är då
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18
dvs. väntevärdet är mittpunkten i intervallet, vilket är föga överraskande.

5.2 Spridningsmått

A. Varians och standardavvikelse

Dessa mått är analoga med motsvarande mått för empiriska fördelningar och för en diskret stokastiska variabeln fås de genom att man tolkar de relativa frekvenserna som sannolikheter och medelvärdet som väntevärdet för den stokastiska variabeln. Variansen för ett empiriskt datamaterial kan ju beräknas enligt formeln
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19
och motsvarande uttryck ger variansen för en diskret stokastisk variabel.
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20
Definition. Variansen för en stokastisk variabel betecknas med V(x) eller σ2x eller endast σ2 och definieras som väntevärdet för (x - μx)2, dvs.

Definition. Standardavvikelsen för den stokastiska variabeln x, betecknas D(x) (alternativt σx, eller σ) och är kvadratroten av variansen
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Tjebysjevs olikhet. Om x är en stokastisk variabel med väntevärdet μ och standardavvikelsen σ gäller för varje t > 0 att
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För t.ex. t = 2 får vi 
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Olikheten gäller för en godtycklig sannolikhetsfördelning och uppskattningen är vanligen grov.

Då man numeriskt skall bestämma variansen, blir arbetet ofta enklare om man använder sig av uttrycket
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Exempel. Gör sex kast med ett symmetriskt, och låt s.v. x = ”antalet krona”. Sannolikhetsfördelningen är som i exemplet ovan, där vi bestämde μx = 3.



xi-μx:   -3      -2        -1         0          1        2       3




pi:  1/26   6/26   15/26   20/26   15/26   6/26   1/26


(xi-μx)2:     0          1          4         9




    pi: 20/64   30/64   12/64   2/64



V(x): = (ipi(xi-μx)2 = (0(20+1(30+4(12+9(2)/64 = 96/64 = 3/2 = 1,5.

Alternativt kan vi först räkna ut 



E(x2) = (0(1+1(6+4(15+9(20+16(15+25(6+36(1)/64 = 672/64 = 10,5



V(x) = E(x2) - E2(x) = 10,5 - 9 = 1,5, D(x) = 1,22474...

Exempel. Den likformigt fördelad stokastiska variabeln x ligger i intervallet (α, β). Täthetsfunktionen är given ovan och väntevärdet beräknades till (α + β)/2. Variansen kan vi beräkna på följande sätt
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B. Variationskoefficienten

Ger ett mått på den relativa spridningen och vi betecknar den med R(x).

Definition.         
[image: image113.wmf].

 

 

=

 

)

x

E(

)

x

D(

 

=

 

)

x

R(

m

s


Används endast då variabeln x antar enbart positiva värden.

5.3. Momenten

Låt x vara en stokastisk variabel och k ett positivt heltal.

Definition. Det k:te (noll)momentet för x definieras som
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Det första momentet = väntevärdet: E(x) = μ1 = μx
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Definition. Det k:te momentet av x - μx, kallas det k:te centralmomentet för x, och definieras som

Andra centralmomentet = variansen: μ2' = E[(x - μ)2] = σ2.

Utgående från centralmomenten kan man definiera snedhetsmått (β1) och toppighetsmått (β2) för en sannolikhetsfördelning enligt följande;
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respektive
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Vid en symmetrisk fördelning är β1 = 0, det motsatta gäller dock inte, dvs. β1 = 0 behöver inte betyda att fördelningen är symmetrisk. En fördelning med lång svans till höger sägs vara positivt sned och för denna är β1 > 0, medan en fördelning med lång svans till vänster och sägs vara negativt sned och för denna är β1 < 0.

Toppigheten β2 definieras ofta utan att subtrahera bort konstanten 3. Använder vi definitionen ovan har en normalfördelning toppigheten β2 = 0. En fördelning med en 'bredare' topp och 'smalare' svansar än normalfördelningen har β2 < 0, medan en fördelning med en 'spetsigare' topp och 'tjockare' svansar har β2 > 0.




6. TRANSFORMATIONER AV STOKASTISKA VARIABLER
6.1 Endimensionella stokastiska variabler

Stokastiska variabler som uttrycks som funktioner av andra stokastiska variabler, t.ex. y = x2. Den nya variabeln kan vara en funktion av en eller flera andra variabler.

Antag att vi har n stycken stokastiska variabler; x1, x2, ..., xn med kända sannolikhetsfördelningar. Vi bildar en ny stokastisk variabel, y.

y = g(x1, x2, ..., xn).

Vilken sannolikhetsfördelning har y?

Exempel. Vi har en diskret stokastisk variabel, x,

xi:
  -3
  -2
  -1
  0
  1

  2

  3

pi:
0,02
0,08
0,15
0,50
0,15
0,08
0,02.

Vi bildar nu den stokastiska variabeln y = x2, vad är p(y)? De värden y kan anta är 0, 1, 4, 9 och sannolikheterna för dessa får vi genom att addera sannolikheterna för de x-värden som ger respektive y-värde, dvs.

yi:
  0

  1

  4
  9

pi:
0,50
0,30
0,16
0,04.

Har vi diskreta stokastiska variabler, går vi tillväga på följande sätt:

1) Bestämmer vilka värden den transformerade variabeln y kan anta

2) Bestämmer sannolikheterna för den transformerade variabelns värden genom att addera sannolikheterna för de värden på de ursprungliga variablerna vilka ger ifrågavarande värde på den transformerade variabeln.

Allmänt: x är en diskret stokastisk variabel med sannolikhetsfördelningen p(xi)
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Det är kanske något svårare att bestämma täthetsfunktionen för en variabel som är en funktion av en kontinuerlig s.v. Vanligen går man tillväga så att man bestämmer fördelningsfunktionen, Fy(y), för y, från vilken man sedan kan bestämma täthetsfunktionen.

Exempel. Vi tar den kontinuerliga stokastiska variabeln x och bildar y = a + bx, a och b konstanter.

1) b positiv
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1) b negativ
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Summor av stokastiska variabler
I många statistiska och andra tillämpningar av sannolikhetsläran har vi ofta anledning att göra med summor av stokastiska variabler. Säg att vi har en stokastisk variabel x och en annan stokastisk variabel y, och bildar summan z = x + y.

a) x och y diskreta.
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Är x och y oberoende får vi
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b) x och y kontinuerliga.
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Är x och y oberoende får vi
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Derivering med avseende på z ger
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Många gånger har vi att göra med summor av oberoende och identiskt fördelade stokastiska variabler, för vilka ofta den så kallade additionssatsen gäller och som säger följande

Summor av oberoende variabler, vilka alla följer samma fördelningstyp, har en fördelning 
av samma typ som termerna i summan.

Exempel. Summan av binomialfördelade variabler är binomialfördelad. Summan av normalfördelade variabler är normalfördelad
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Exempel. Vi tar ett stickprov från en population och beräknar medelvärdet av stickprovsobservationerna

Vi tolkar observationen xi som en observation på en s.v. xi. Då i = 1, ..., n har vi n st. observationer på n st. oberoende identiskt fördelade stokastiska variabler. Medelvärdet är en vägd summa av dessa stokastiska variabler och fördelningen för medelvärdet bestäms av variablernas fördelning.

Väntevärde och varians för summan av stokastiska variabler (gäller även om fördelningarna är olika)

Sats. Låt x1, x2, ..., xn vara s.v. med väntevärdena E(x1), E(x2), ..., E(xn) och varianserna V(x1), V(x2), ..., V(xn) och låt c0, c1, ..., cn vara konstanter. Då gäller att

E(c0 + c1x1 + c2x2 + ... + cnxn) = c0 + c1E(x1) + c2 E(x2) + ... + cnE(xn).

Är variablerna dessutom oberoende gäller att

V(c0 + c1x1 + c2x2 + ... + cnxn) = c12V(x1) + c22V(x2) + ... + cn2V(xn).

Exempel. Vi har en s.v. x med E(x) = μ och V(x) = σ2. Vi bildar följande s.v.
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En variabel för vilken gäller att väntevärdet är 0 och variansen (och standardavvikelsen) är 1, sägs vara en standardiserad stokastisk variabel.

6.2 Flerdimensionella stokastiska variabler.

Vi har en bivariat, diskret, s.v. (x, y) med sannolikhetsfördelningen pij. Vi bildar en ny s.v., säg z som en funktion av (x, y). Låt alltså z = g(x, y).

Exempel. Antag att vi har en trebarnsfamilj och låt x = antalet flickor, y = antalet byten av kön hos följden av barn, så att t.ex. följden fl, p, fl ger x = 2 (2 flickor) och y = 2 (2 byten, först från flicka till pojke och sedan från pojke till flicka).

	PRIVATE 

	      yj

	xi
	0
	1
	2
	p(xi)

	0
	1/8
	0
	0
	1/8

	1
	0
	2/8
	1/8
	3/8

	2
	0
	2/8
	1/8
	3/8

	3
	1/8
	0
	0
	1/8

	p(yj)
	2/8
	4/8
	2/8
	8/8 = 1


Vi definierar den nya variabeln z = x + y. Vill vi bestämma väntevärdet för den nya variabeln kan vi gå tillväga på i princip två sätt:

1) E(z) = Σijg(xi, yj) pij = (0+0) 1/8 + (0+1) 0 + ... + (3+2) 0 = 2.5, dvs. för varje x och y värde utför vi operationen g och multiplicerar med den simultana sannolikhetsfördelningen.

2) Vi bildar tabellen

	z = x + y
	pz(z)

	0
	1/8

	1
	0

	2
	2/8

	3
	4/8

	4
	1/8

	5
	0


E(z) = izi  pz(zi) = 0 1/8 + 1 0 + 2 2/8 + 3 4/8 + 4 1/8 +5 0 = 2.5, dvs. vi räknar ut vilka värden z kan anta och bestämmer sannolikhetsfördelningen för z, varefter väntevärdet räknas ut på normalt sätt.

I detta exempel kunde vi även använda regeln från föregående avsnitt, nämligen

E(z) = E(x + y) = E(x) + E(y).

E(x) = 1,5, E(y) = 1(( E(z) = 1,5 + 1 = 2,5.

6.3 Beroendemått

Den tvådimensionella sannolikhetsfördelningen pij ger en fullständig beskrivning av sambandet mellan x och y. Ofta vill man dock ha ett mått i form av ett enda tal. Vi skall här ta upp två dylika mått, nämligen kovariansen och korrelationen.

Definition. Kovariansen mellan x och y, bet C(x, y) eller sx,y definieras som väntevärdet av funktionen (x-x)(y-y), dvs.

C(x,y) = sx,y = E[(x – x)(y – y)]

För beräkningar kan man använda formeln

C(x,y) = E(x·y) – E(x)·E(y).

Är C(x,y) = 0 sägs variablerna x och y vara okorrelerade, dvs. om E(x·y) = E(x)·E(y). Är variablerna oberoende är E(x·y) = E(x)·E(y), dvs. oberoende variabler är okorrelerade. Däremot behöver okorrelerade variabler ej vara oberoende.

Exempel. Säg att vi har följande bivariata sannolikhetsfördelning

	
	y
	
	

	x
	0
	1
	p(xi)

	2
	1/4
	0
	1/4

	3
	0
	2/4
	2/4

	4
	1/4
	0
	1/4

	p(yj)
	2/4
	2/4
	1


E(x) = 3, E(y) = 0,5, E(x·y) = 1,5 ( C(x, y) = 1,5 – 3·0,5 = 0, eller x och y är okorrelerade. Låt oss se om de är oberoende, då borde vi ju ha att pij = pipj  för alla i,j.

px(x1) · py(y1) = 1/4·2/4 = 1/8, men p11 = 1/4,

dvs. x och y är ej oberoende.

Definition. Korrelationskoefficienten för x och y, betecknad rx,y, definieras av
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Man kan visa att rx,y = 1 eller = –1 endast om det föreligger ett perfekt linjärt samband mellan x och y av formen y = a + bx. Är x = x så är y = a + bx med sannolikheten 1.

För b > 0 är rx,y = 1 och för b < 0 är rx,y = –1. Är x och y oberoende får vi att rx,y = 0.

Exempel. Säg att vi har följande bivariata sannolikhetsfördelning

	
	y
	
	

	x
	0
	1
	p(xi)

	0
	0,1
	0,4
	0,5

	1
	0,4
	0,1
	0,5

	p(yj)
	0,5
	0,5
	1,0


E(x) = 0,5, E(y) = 0,5, E(x·y) = 0,1 ( C(x, y) = 0,1 – 0,5·0,5 = –0,15.

V(x) = E(x2) – E2(x) = 0,5 – 0,52 = 0,25 = V(y)

( rx,y = – 0,15/(0,5·0,5) = –0,6.

Anmärkning.  Om x och y är beroende gäller att

V(x + y) = V(x) + V(y) + 2C(x, y).

Exempel. (fortsätter) Vi kan nu räkna ut variansen för den sammanslagna stokastiska variabeln enligt

V(x + y) = 0,25 + 0,25 + 2(–0,15) = 0,2

Alternativt.

 x + y:

  0
  1
  2






p(x + y):

0,10
0,80
0,10

E[(x + y)2] = 1,2, E(x + y) = 1,0 ( V(x + y) = 1,2 – 1,02 = 0,2.

Allmänt kan vi skriva: V(Σixi) = ΣiV(xi) + 2·ΣiΣj > iC(xi,xj).

För z = a + bx + cy gäller att

V(z) = V(a + bx + cy) = b2V(x) + c2V(y) + 2bcC(x, y)

och allmänt gäller att

V(Σiaixi) = Σiai2V(xi) + 2ΣiΣj>iaiajC(xi,xj).



7. NÅGRA SPECIELLA FÖRDELNINGAR
Det finns en massa diskreta och kontinuerliga sannolikhetsfördelningar. Vissa fördelningar har dock visat sig vara lämpliga som modeller i flera situationer där vi har att göra med slumpmässiga försök.

Här nedan tas några av de vanligaste fördelningarna upp.

7.1 Diskreta fördelningar
7.1.1 Binomialfördelningen
Antag att vi har ett slumpmässigt försök med två möjliga utfall, A respektive B (icke A), vilka inträffar med sannolikheterna P(A) = p och P(B) = 1 – p = q. Säg nu att vi gör n oberoende upprepningar av försöket och låt x = ”antalet gånger A inträffar”, xi: 0, 1, ..., n.

Antag att vi fått k st A och följaktligen n – k st. B, t.ex. så att vi har följande 'räcka'

A A B ... B A B.

Sannolikheten för detta utfall är: p·p·q· ... ·q·p·q = pkqn-k.

Nu kan vi ju ha flera 'räckor' med k st A och n – k st B, totalt 
[image: image128.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

k

n

 och vi får då att sannolikheten för att variablen x skall anta värdet k är
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vilket är sannolikhetensannolikhetsfördelningen (frekvensfunktionen) för x.

En stokastisk variabel med denna sannolikhetsfördelning sägs vara binomialfördelad med parametrarna n och p och betecknas

x ~ Bi(n,p).

Fördelningsfunktionen blir då
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För en binomialfördelad s.v. x gäller att E(x) = np, och V(x) = npq.

Är p = 0,5, så är binomialfördelningen symmetrisk kring sitt väntevärde.

Är x1, x2, ..., xm oberoende binomialfördelade s.v. Bi(n1,p), Bi(n2,p), ..., Bi(nm,p), så är Σxi ~ Bi(ni,p).

Multinomialfördelningen
Vi antar igen att vi har ett slumpmässigt försök, nu med k möjliga utfall A1, A2, ..., Ak, vilka inträffar med sannolikheterna p1, p2, ..., pk, pi = 1.
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Vi gör nu n oberoende upprepningar av försöket och anta att vi då får m1 st. A1, m2 st. A2, ..., mk st. Ak. Sannolikheten för ett dylikt utfall är
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och vi kan få
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dylika utfall. Vi får då 

Byter vi ut mi:na mot xi:n i uttrycket ovan får vi den normala formen av sannolikhetsfördelningen för den multivariata s.v. (x1, x2, ..., xk), vilken då sägs vara multinomialfärdelad. 

Då k = 2 får vi binomialfördelningen.
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För xi:na gäller att E(xi) = npi,  V(xi) = npi(1-pi) och C( xi, xj) = -npipj.

Korrelationskoefficienten blir då

7.1.2 Geometriska fördelningen
Återigen har vi ett slumpmässigt försök med två möjliga utfall A och B, vilka inträffar med sannolikheterna p respektive q = 1 – p. Försöket upprepas nu tills vi första gången får A. Vi kan t.ex. få följande räcka

B B ... B A

där vi först har k st. B:n innan A inträffar första gången (i det k + 1:a försöket) och försöken antas i vanlig ordning vara oberoende. Sannolikheten för att detta skall inträffa är qkp.

Låt nu x = ”antalet försök innan A inträffar första gången”. Då har vi

P(x = x) = p(x) = qxp; x = 0, 1, 2, ...

och x sägs då vara geometriskt fördelad, vilket betecknas x ~ Ge(p).

För en geometriskt fördelad s.v. gäller att E(x) = q/p och V(x) = q/p2.

Fördelningsfunktionen är:
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Exempel. Vi har en population där 20% av individerna har en viss egenskap, som vi kan kalla egenskapen A. Vi drar från denna population individer, en efter en, tills vi första gången erhåller en individ med egenskapen A. Vad är sannolikheten att vi i exakt den 5:e dragningen får en A-individ, eller P(x = 4)?

P(x = 4) = 0,84(0,2 = 0,08192.

Vad är sannolikheten att vi får en A-individ tidigast i den 5:e dragningen, dvs. att vi får en dylik i 5:e, 6:e, ... dragningen, eller P(x ≥ 4)?

P(x ≥ 4) = 1 – P(x ≥ 3) = 1 - {0,80(0,2 + 0,81(0,2 + 0,82(0,2 + 0,83(0,2) = 1 – 0,5904 = 0,4096.

E(x) = 0,8/0,2 = 4, V(x) = 0,8/0,04 = 20.

Negativa binomialfördelningen

Antag att vi har samma situation som ovan, men vi upprepar försöket tills A inträffar r:te gången. Säg att vi har k st. B innan r:te A:et och låt

x = ”antalet gånger B inträffar innan A inträffar för r:te gången”.

Vi kan t.ex. ha följande räcka

B  A  A  ...  B  B  A,  med k st. B och r st. A eller totalt r + k element.

Sannolikheten för räckan ovan är qkpr. Nu måste vi även beakta på hur många sätt de (r + k – 1) första elementen kan ordnas på för att få sannolikheten för att x = k, som då blir
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Byter vi ut k mot x har vi den vanliga formen för sannolikhetsfördelningen för x, som då sägs vara negativt binomialfördelad.

x ~ NBi(r,p)
E(x) = rq/p och V(x) = rq/p2.

OBS! Ge(p) = NBi(1,p).

7.1.3 Hypergeometriska fördelningen
Antag att vi har en ändlig, inte alltför stor, population bestående av totalt N stycken element, varav M stycken har en viss egenskap, säg egenskapen A. Vi drar ett (slumpmässigt) stickprov av storleken n, utan återläggning och noterar hur många A-element vi har i stickprovet.

x = antalet enheter med egenskapen A i stickprovet

Vi har då

	
	Population
	Stickprov

	A-enheter
	M
	x

	AC-enheter
	N-M
	n-x

	Totala antalet enheter
	N
	n
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Den stokastiska variabeln x sägs då vara hypergeometriskt fördelad med parametrarna N, M, n

x ~ Hy(N,M,n)
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Exempel. Vi har en grupp av människor bestående av 10 individer varav 2 är män. Vad är sannolikheten att få med minst en man i ett stickprov om 4 personer?

x = ”antalet män i stickprovet”,
x ~ Hy(10,2,4)
P(x ≥ 1) = P(x = 1) + P(x = 2) = 1 – P(x = 0)
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P(x ≥ 1) = 1 – 1/3 = 2/3 = 0,6666...

E(x) = 4·0,2 = 0,8,  V(x) = [(10 – 4)/(10 – 1)] ·4·0,2·0,8 = 0,4266666...

Anmärkning. Är kvoten n/N (= urvalsfraktionen) liten (< 0,1), dvs. om stickprovet är tillräckligt litet i förhållande till populationen, så kan den hypergeometriska fördelningen approximeras med binomialfördelningen med parametrarna n och p = M/N.
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Exempel. Vi har ett lotteri med 100 000 lotter, varav 100 utfaller med vinst. På ett inköpsställe köps 1000 lotter. Vad är sannolikheten att exakt en av dessa är en vinstlott?

x = antalet vinstlotter som köpts på detta ställe

x ~ Hy(100000,100,1000)
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vilket vi förstås kunde räkna ut, men nu är ju n/N = 1000/100000 = 0,01 så litet att vi kan använda binomialapproximationen, med p = 100/100000 = 0,001 = P(vinst), dvs
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7.1.4 Poissonfördelningen

Vi utgår från en binomialfördelning, Bi(n,p)
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Sätt nu p = /n och låt n →(∞, då  konstant kommer p → 0. Vi kan skriva
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Nu gäller att 
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En s.v. med denna sannolikhetsfördelning sägs vara Poissonfördelad med parametern ,

x ~ Po(λ),    E(x) = ,  V(x) = .

En Poissonfördelning kan användas då vi utför ett stort antal oberoende upprepningar av ett försök, varvid sannolikheten för en viss händelse är liten. Antalet gånger denna händelse inträffar bör med god approximation vara Poissonfördelad.

Poissonfördelningen uppträder under allmänna förutsättningar då man studerar företeelser som inträffar oberoende av varandra i tid och rum.

Exempel. Vi fortsätter med lotteriexemplet ovan, där vi alltså hade N = 100000, M = 100,  n = 1000 och x = antalet vinstlotter. Vi hade

x ~ Hy(100000,100,1000) och approximativt

x ~ Bi(1000,0.001).

Nu då n 'stort' och p 'litet' (tumregel n > 10, p < 0.1) kan binomialfördelningen approximeras med en Poissonfördelning med  = np = 1000·0,001 = 1, eller

x ~ Po(1), dvs.
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P(x = 1) = e–1  = 0,367879441.

Exempel. Vi har en telefonväxel, som betjänar många telefoner. Samtal anländer med den        ungefärligen konstanta frekvensen av 3 samtal per minut under en viss period, säg mellan 14 och 16 på tisdageftermiddagar. Vad är sannolikheten att det under denna tid kommer in mer än 6 samtal under ett enminuters intervall?

x = ”antalet inkommande samtal under en minut”,
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x ~ Po(3).

Anmärkning. Är x1, x2, ..., xn är Po-fördelad med parametrarna 1,  2, ..., n, så är

Σxi ~ Po(i ).




7.2 Kontinuerliga fördelningar
7.2.1 Normalfördelningen
Normalfördelningen är mycket central inom sannolikhetsläran och statistiken, eftersom

1) Många variabler kan i praktiken med god approximation beskrivas med en normalfördelning.

2) Många sannolikhetsfördelningar kan approximeras med normalfördelningen.

3) Variationen i många stickprovsstorheter, t.ex. medelvärdet, kan analyseras med hjälp av normalfördelningen.

4) Normalfördelningen har flera goda och välkända egenskaper.

Det är dock skäl att betona att normalfördelningen inte alltid är den fördelning som bör användas. Det händer att normalfördelningen utnyttjas mer eller mindre slentrianmässigt fast den kanske inte är den lämpligaste att använda i en specifik situation.
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Definition.
En stokastisk variabel sägs vara normalfördelad med parametrarna  och  (eller 2) om den har täthetsfunktionen

Och betecknas x ~ N(μ,σ2).
E(x) = μ, V(x) = σ2.

Fördelningsfunktionen:
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Parametern  anger kurvans läge på x-axeln och σ dess spridning kring . Nedan har vi tre normalfördelningskurvor.

[image: image151.png]Tre normalfardelningskunor





Normalfördelningen med  = 0 och  = 1 kallas den standardiserade normalfördelningen och betecknas

z ~ N(0,1)
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Fördelningsfunktionen (z):s värden finns tabulerade för olika värden på z (se t.ex. Henry R. Neave; ”Elementary Statistics Tables - for all users of statistical techniques”). Denna tabell kommer vi att utnyttja flitigt (liksom ett flertal andra tabeller).

Har man en standardiserad normalfördelningstabell enbart för positiva z-värden kan man utnyttja likheten (-z) = 1 – (z) för negativa värden. Likheten gäller på grund av fördelningens symmetri kring 0.

Exempel. Vad är sannolikheten att den standardiserade normalfördelade variabeln z skall anta ett värde mindre än –1,5? P(z < – 1,5) = (–1,5) = ? I tabellen för den standardiserade normalfördelningen söker vi upp värdet z = –1,50 och då kan från tabellen utläsa sannolikheten som är 0,0668. Hade vi en tabell enbart med positiva z-värden skulle vi få denna sannolikhet som 1 – (1,5) = 1 – 0,9332 = 0,0668.

Vill vi ha sannolikheten för att z skall anta ett värde i intervallet (a, b) får vi denna förstås som (b) – (a).

I samband med parametrarna tidigare definierades -kvantilen som lösningen till ekvationen F(x) = . För den stokastiska variabeln z ~ N(0,1) får vi -kvantilen som lösningen z = z till 

P(z ≤ z) = F(z) = .

Symmetrin kring noll ger att z = –z1-.
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Vi får t.ex. att 

Exempel.  = 0,05 ( 1 –  = 0,95 ( /2 = 0,025 ( 1 – /2 = 0,975. Från tabellen får vi att 0,975-kvantilen är 1,96 och 0,025-kvantilen är –1,96, dvs. då gäller att

P(–1,96 < z < 1,96) = 0,95,

vilket vi kommer att stöta på och utnyttja vid upprepade tillfällen då vi kommer till inferensdelen (och som ni kanske kommer ihåg från grundkursen).

Mellan alla normalfördelade variabler och en standardiserad normalfördelad variabel råder ett enkelt samband, som är viktigt vid praktiska sannolikhetsberäkningar, nämligen om
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Vi kan nu lätt beräkna sannolikheten P(a < x < b) för x ~ N(, 2 ), för vi har
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Exempel. x ~ N(10, 16). Bestäm sannolikheten P(6 < x < 12). 
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Sätt nu a =  – k och b =  + k. Då får vi
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Vi får t.ex.





P(–  < x <  + ) = (1) – (–1) = 0,8413 – 0,1587 = 0,6826





P(– 2 < x <  + 2) = (2) – (–2) = 0,9772 – 0,0228 = 0,9544





P(– 3 < x <  + 3) = (3) – (–3) = 0,99865 – 0,00135 = 0,9973

eller, enligt första raden, för en normalfördelad variabel är sannolikheten att få ett värde som är högst en standardavvikelse från väntevärdet 0,6826 (68,26 %), osv.

Sambandet kan även användas för att bestämma kvantilen för en godtycklig normalfördelning. Vi har en s.v. x ~ N(, 2 ) och skall bestämma x,
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Exempel. Bestäm 0,95 kvantilen för x ~ N(100, 49)






z0.95 = 1,6449






x0.95 = 100 + 1,6449·7 = 100 + 11,5143 = 111,5143.

Anmärkning 1. Är x ~ N(, 2 ) gäller att

y = a + bx ~ N(a + b, b22 ).

Anmärkning 2. Summor av normalfördelade s.v. är normalfördelade. Är x1 , x2 , . xn  oberoende normalfördelade stokastiska variabler som är fördelade N(1, 12 ), N(2, 22 ), ..., respektive N(n, n2 ), så är

y = x1 + x2 + ... + xn ( N(i, i2 ),

och är c1 , c2 , ... , cn konstanter så är

w = c1x1 + c2x2 + ... + cnxn ( N(cii, ci2i2 ).

Låt oss nu anta att  x1 , x2 , ..., xn är oberoende och identiskt normalfördelade variabler 

N(, 2 ) och att vi bildar medelvärdet av dessa. För denna s.v. gäller då
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Är  x1 , x2 , ..., xn oberoende och identiskt normalfördelade variabler N(1, 12 ) och y1 , y2 , ..., ym oberoende och identiskt normalfördelade variabler N(2 , 22 ) så är
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7.2.2. Centrala gränsvärdessatsen (CGVS)
Normalfördelningens stora praktiska betydelse beror framför allt på följande.


[image: image161.wmf])
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Sats. Låt x1, x2, ..., xn vara en följd av oberoende stokastiska variabler, alla med samma sannolikhetsfördelning, för vilken väntevärdet  och standardavvikelsen  existerar. Då gäller för summa xi att

dvs.
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Eller: 
Under vissa allmänna betingelser (väntevärde och varians skall existera) är summan 




av oberoende s.v. approximativt normalfördelad om antalet termer i summan är stort.

Exempel. Säg att vi har ett slumpmässigt stickprov av storleken n: x1, x2, ... , xn (n är 'stort') och att vi beräknar stickprovsmedelvärdet xi/n.


[image: image163.wmf].
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Nu betraktar vi observationerna xi som observationer på oberoende identiskt fördelade s.v. xi, E(xi) = ,  V(xi) = 2. Stickprovsmedelvärdet kan då betraktas som en observation på en s.v. för vilken gäller att




Enligt CGVS är 
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Exempel. [Avrundningsfel]. Säg att vi adderar 48 penningbelopp, som vart och ett avrundats till hela euro ([(x-1):50, x:50) = x). Avrundningsfelen xi antas vara oberoende och likformigt fördelade i intervallet [-0,5, 0,5). Enligt det vi hade tidigare för en likformig fördelning får vi att







E(xi) = (-0.5 + 0.5)/2 = 0,  V(xi) = (0.5 + 0.5)2/12 = 1/12, i = 1, ... , 48.


[image: image165.wmf].
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Totala avrundningsfelet är y = xi och enligt CGVS är summan approximativt normalfördelad med väntevärdet 48·0 = 0 och variansen 48·1/12 = 4, eller

Vi kan då t.ex. bestämma vad sannolikheten är för att totala avrundningsfelet skall vara mellan – 6 € och +6 € (eller för att avrundningsfelet skall vara i vilket godtyckligt intervall som helst)



[image: image166.wmf].
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Nedan anger vi hur och när normalfördelningen kan användas som approximation för några diskreta fördelningar.

1) Binomialfördelningen

Är x ~ Bi(n, p) och är npq > 10 (ca) så gäller att 
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och för den relativa frekvensen gäller



[image: image168.wmf].
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Vi får då 



[image: image169.wmf].
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Notera nu att för en diskret fördelning har det betydelse huruvida vi har ett slutet eller öppet (halvöppet) intervall, medan det inte spelar någon roll för en kontinuerlig fördelning. Då en diskret fördelning approximeras med en kontinuerlig förbättras approximationen om man använder den så kallade halv-(kontinuitets-)korrektionen, så att a och b ovan utbyts mot a – 0,5 respektive b + 0,5, enligt följande
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Exempel. I en population, som omfattar ett stort antal individer, kan ca 5 % karaktäriseras som alkoholister. Om man drar ett slumpmässigt stickprov om 1000 individer, hur stor är sannolikheten att antalet alkoholister i stickprovet skall vara minst 30 och högst 100?






x = ”antalet alkoholister i stickprovet”






p = sannolikheten att en slumpmässigt vald individ är alkoholist = 0,05






x ~ Bi(10000, 0,05) 






npq = 1000·0,05·0,95 = 47,5 > 10 ( normalapproximationen är ok med 






 = 1000·0,05 = 50, 2 = 47,5.
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Med halvkorrektion får vi:
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2) Hypergeometriska fördelningen

Är x ~ Hy(N,M,n) och om V(x) > 10 (ca), så kan fördelningen för x approximeras med normalfördelningen
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Halvkorrektionen kan användas på samma sätt som för binomialfördelningen.

Exempel. Av 1000 husmödrar tycker 400 om tvålen RENOFIN, medan 600 inte tycker om produkten. Man frågar 150 slumpmässigt utvalda husmödrar om deras åsikt. Vad är sannolikheten att högst 50 av dessa kommer att ge oss ett positivt uttalande om RENOFIN?






x = ”antalet positiva svar i urvalet”






x ~ Hy(1000, 400, 150)






V(x) = [(1000–150)/(1000–1)]·150·(400/1000)·(1–400/1000) = 30,63... > 10






( normalapproximationen ok med  = 150·400/1000 = 60, 2 = 30,63063063...
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med halvkorrektion:
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3) Poissonfördelningen

Är x ~ Po(  ), E(x) =  ,  V(x) =  och om  > 15, så kan fördelningen för x approximeras med normalfördelningen med 
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Halvkorrektionen kan användas som ovan.



7.2.3. Några övriga kontinuerliga fördelningar.
1) Likformig fördelning
En kontinuerlig stokastisk variabel x med täthetsfunktionen
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sägs vara likformigt (eller rektangulärt) fördelad i intervallet (a, b) och betecknas


[image: image178.wmf].
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x ~ U(a, b).

Väntevärdet och variansen är 

Vi kan tänka oss att den likformiga fördelningen kan användas för att beskriva avrundningsfel, väntetider, etc.

2) Exponentialfördelning
En kontinuerlig stokastisk variabel med täthetsfunktionen
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sägs vara exponentialfördelad med parameterna λ och betecknas x ~ Exp(λ). Väntevärdet är E(x) = λ och variansen är V(x) = λ2. Fördelningsfunktion för x är
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Nedan har exponetialfördelningstätheten ritats ut för 3  värden på λ.
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Exponentialfördelningen kan tänkas vara använbar för att beskriva 'livslängden' för olika typer av komponenter. Exponentialfördelningen är ett specialfall av följande fördelning.

3) Gammafördelning
En stokastisk variabel är gammafördelad om den har täthetsfunktionen
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där Γ(α) är gammafunktionen med utseendet

Är α ett positivt heltal gäller att Γ(α) = (α-1).

Att den s.v. x är gammafördelad med parametrarna α och β betecknar vi  x ~ Gamma(α,β)

E(x) = αβ,  V(x) = αβ2.

Nedan är tre gammafördelningskurvor utritade medβ= 1 och α = 1, 2 och 3.

[image: image184.emf]0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00


Gammafördelningen är fördelningen för tidpunkten när händelse nr α inträffar i en Poissonprocess, där händelserna inträffar med intensiteten λ = 1/β. I figuren ovan har vi således fördelningarna för tidpunkterna för 1:a, 2:a och 3:e gången en händelse inträffar i en Po(1) process.

OBS! Exp(β) = Ga(1,β).

Sätter vi α = n/2 ochβ= 2 får vi följande fördelning.

4) χ2-fördelning
Fördelningen har n stycken frihetsgrader, som är en parameter, vilken bestämmer kurvan f(x):s ”utseende”.
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Täthetsfunktionen för en χ2 fördelad s.v. x med n frihetsgrader är av formen

och betecknas x ~ χ2(n), E(x) = n,  V(x) = 2n.

OBS! χ2(2) = Exp(2).

Nedan har vi tre χ2-fördelningskurvor utritade.

[image: image186.emf]0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50


Är x ~ χ2(n1) och y ~ χ2(n2), så är x + y ~ χ2(n1 + n2).

Är zi, i = 1, ..., n oberoende standardiserade normalvariabler, zi ~ N(0,1), så är Σzi2 ~ χ2(n)

Är xi, i = 1, ..., n oberoende normalvariabler, xi ~ N(μ,σ2), så är Σ(xi - μ)2/σ2 ~ χ2(n).

5) t-fördelning
Låt x ~ N(0,1) och y ~ χ2(n), och x och y oberoende. Då gäller att
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har täthetsfunktionen
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och t sägs vara t-fördelad med n frihetsgrader, vilket vi betecknar

t ~ t(n)

Täthetsfunktionen för t-fördelningen påminner on N(0,1) fördelningen, så att den är symmetrisk och klockformad kring 0, men den har tjockare svansar än N(0,1) fördelningen (excess kurtosis). Kurvans ”utseende” styrs av antalet frihetsgrader, ju fler frihetsgrader t-fördelningen har desto närmare N(0,1) fördelningen är den.

För n > 1 är E(t) = 0, och för n > 2 är V(t) = n/(n-2).

6) F-fördelningen
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Låt x och y vara oberoende χ2-fördelade s.v. med n1 resp. n2 frihetsgrader. Då gäller att

har täthetsfunktionen 
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och F sägs vara F-fördelad med frihetsgraderna n1 och n2.

F ~ F(n1 , n2 ),

då n2 > 2 är E(F) = n2 / (n2-2) och då n2 > 4 är


[image: image191.wmf].
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F-fördelningen kommer vi att använda då vi jämför variansskattningar med varandra.

OBS! Är x ~ F(n1, n2) så är 1/x ~ F(n2, n1), varav följer att xα = 1/(1/x)1-α.

7) Lognormalfördelningen

Om den stokastiska variabeln x har täthetsfunktionen
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sägs x ha en lognormalfördelning, vilket betecknas

x ~ LN(μ,σ2)

( lnx ~ N(μ,σ2).
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Väntevärdet och variansen för x är
Lognormalfördelningen omfattar en hel familj av mer eller mindre sneda fördelningar för positiva stokastiska variabler. Dylika fördelningar är inte ovanliga och lognormalfördelningen har en stor praktiskt betydelse. Notera att då en lognormalfördelad stokastisk variabel logaritmeras är den logaritmerade variabeln normalfördelad.
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