Kapitel 7

Nagra vanliga forsokssituationer

Binomial férsokssituation
Betrakta ett forsok och en hindelse A vid detta forsok. Antag att A intréffar med sannolik-

heten p, dvs P(A) = p. Lat £ vara en stokastisk variabel som far vérdet 1 om A intréffar och

0 om A inte intréiffar, dvs

1, omweA,
§(w) =
0, omw ¢ A.

Vi upprepar forsoket n ganger och betecknar variabeln £ vid dessa upprepningar med &1, &o, ..., &,.
Antag att &1, &9, ..., &, &r oberoende. Vi har

2 2

och

Infor variabeln

n=%&+&+ ... +&.

Da géller
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E() - B (z@) S B —
=1 =1

V(p) =V (Z@) = V(&) = np(1-p),
=1 =1

ty variablerna &1, &9, ..., &, ar oberoende.

Vi bestédmmer frekvensfunktionen for 7. Eftersom ¢ = {0, 1} blir ,, = {0, 1, ..., n}. Betrakta

dar vi utnyttjat att &1, ..., &, ar oberoende. Lat for ett fixt 4
Ai={&=1&6=..=1=6n=..=& =0}

Vi har

och foljaktligen

Pi=1 = (1)oa-pr
Vidare sittes for fixa 1 <i; <ig < ... <ix <n, (k<n)

A ={&=1fori e {i,...,ig}, & =0 for ovrigt}.

i1y,

Vi har

och

n _
P(n=k) = <k>p'“(1 -p)" "
dar (Z) ar antalet siatt att vilja de k stycken &;:na som é&r lika med 1.

Hirav foljer att n ~ Bin(n, p).
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Exempel 7.1 Vad &r sannolikheten att erhalla exakt 2 sexor vid 12 kast med en symmetrisk
tdrning? Vi upprepar forsoket “utfor ett kast med en tarning och notera 6gontalet” 12 ganger.

Héndelsen som studeras &r A = {erhalla en sexa}. Vid detta férsok ar P(A) = % och den
12\ (1)? (5\"
— — ~ 0,296.
() (5) (5) =~ o0

En binomialfordelning har tva parametrar, n och p, och dr darfor besvirlig att tabulera och

sokta sannolikheten blir

att anvinda vid numeriska beridkningar. En binomialférdelning kan dock under férutsittning
att n &r stort och p litet approximeras med en Poissonfordelning. Av detta foljer att en
Poissonfordelning uppkommer i forsokssituationer dar det utfors ett stort antal upprepningar
och sannolikheten for en viss hindelse ar liten. Antalet ganger denna héndelse intraffar ar

“néstan” Poissonfordelad med parametern A = np.

Poissonfordelningen dr ocksa liattare att behandla numeriskt. Den har endast en parameter

(M) och fordelningen &r fardigt tabulerad for manga virden pa A.
Vi skall nu bevisa ovanstaende approximationspastaende:
Lat

n

f(k) = (k)pk(l _p)nik7 k = 07 17 "'7”7 OCh

)\k
g(k) = F‘ﬂ’ A>0, k=0,1,2,... .

Vi bor saledes bevisa for varje k lim,,_,o, f(k) = g(k), ddr n — oo och p — 0 sa att np —

A(>0). o
Betrakta for ett fixt &k
1) =)okt
k st.
nn—1)-...-(n—k+1 1 np\n—k
-t kl( +)'E( )k<1_ﬁp>
= Lem D e 2R e (VY () (k)

da n — oo och p — 0 sa att np — A.

Det &r klart att denna approximation blir béttre da n dkar och/eller p minskar. Som tumregel

kan man anvédnda att n bér bara minst 10 och p hogst 0,1.
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Exempel 7.2 Lat £ ~ Bin(10, 0,1) och n ~ Po(1), (A=1=10-0,1 = np).

Vi har
b 0 1 2 3 4 5 6 7 8
fe(x) 0,3487 0,3874 0,1937 0,0574 0,0112 0,0015 0,0001 ~0 ~0
fn(z) 0,3679 0,3679 0,1839 0,0613 0,0153 0,0031 0,0005 0,0001 ~ 0.

Hypergeometrisk forsokssituation

Betrakta en méingd (population) med N element varav Nj &r av typ I och Ny &r av typ
II, N = N; + Na. Vi viljer ur denna population n element utan aterliggning (antag n <
min(Ny, No)). Lat n vara antalet bland dessa n som &ar av typ I (jfr 6vningsuppgifterna 3.7,
3.14 och Exempel 5.7). Da giller

n=%&+&+ ...+ &,

dar
1,om det i:te dragna elementet &r av typ I,

i =

0, annars.

Men variablerna &1, ..., &, 4r inte oberoende. Betrakta t.ex. variabeln (£1,&2). Vihar Q¢ ¢,) =

{(0,0),(0,1), (1,0), (1, 1)}

xy: 0 1 f& (a;)
Nao No—1 N N N.
L2 0 N M1 N NI "
Ny N Ny Ni—1 N
N N-1 N N-1 N
f§1 (iL‘) % % 1
Foljaktligen &r &1 och & beroende.
Vi bestdmmer frekvensfunktionen for n
P(n=0) = PG =& =..=8 =0) = P(& =0) P(§&2 =0[|¢3 =0)

P(3=0[=6=0) ... P& =0 =L =... =§-1=0)
_N2 Ng—l NQ—(TL—l)
"N N-1 " N—-(m-1)

Satt for ett fixt ¢

Ai={4=1G=..= =61 =... =& =0}
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Vi har

. (n\ N N Ny — (n—2)
Po=1 = ()N 5o e
- n! N1 N2 NQ—(TL—Q)
T Un—-1)!' N N—-1 " N-(n-1)

() ()
(W)

For fixa 1 < i1 <o < ... < i < n sittes

Ai17i27"'7ik = {gz =1fori e {il, ...,ik}, 5@ =0 for f)VI‘igt}.

Vi har
P(A; ,)_& N —1 Ni—(k=1) Ny Ny —1 No—(n—Fk—1)
Uyslgyeensly ) T N N —1 N—(k'—l) N—k N—Fk—1 N—(n—l) )
och foljaktligen
SR () o)
Pn=Fk) = (") Wkt (No—(n—k))t _ N k) \n—k

Saledes dr n hypergeometriskt fordelad med parametrarna N, N; och n, och

Ny
N
1

N

(Se Exempel 4.17.)

Da kvoten  é&r liten kan en hypergeometrisk férdelning med parametrarna N, N1 och n

approximeras med en binomialfordelning med parametrarna n och p = % En tumregel &r

att § bor vara mindre én 0,1.
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Exempel 7.3 Betrakta en urna som innehaller 25 kulor varav 5 &r réda. Vi drar tva kulor

utan aterlaggning. Vad &r sannolikheterna att erhalla 0, 1 resp. 2 réda kulor?

Eftersom § = % = 0,08 < 0,1 approximerar vi denna férdelning med en binomialférdelning

med parametrarna n = 2 och p = % (proportionen for réda kulor):

" Bin (2, 1>
5

3

2
o) 0,2° 0,82 =0,6400

— N

) 0,2' 0,8' =0,3200

2

) 0,22 0,8° =0,0400

(
Pl =1 = (
(

Y=1

Normalfordelningen och den centrala grinsvirdessatsen

Normalfordelningen har en central stdllning inom sannolikhetsldran och statistiken. Detta

beror pa de manga goda egenskaper som den har, och framfor allt pa foljande.

Sats 7.4 (Den centrala grinsvirdessatsen) Lat &1, &a, ... vara en foljd av oberoende och
identiskt fordelade stokastiska variabler med vintevirdet p och variansen o2. D4 giller for

summan . , & att

. E:’.L.l & —np ) 1 /x 12
lim P ==———"—< = = — 2" dt.
m < NG T o(x) N e

Med andra ord Y ;' ;& 2" N(np, oy/m) forutsatt att n ér tillrickligt stort. Observera att
E (301 &) =npoch V(3L &) = no?, (D(§) = ov/n).
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Den centrala grinsvirdessatsen édr ett mycket starkt teorem, dvs antalet antaganden ar litet
och resultatet dr ytterst anvindbart bade teoretiskt och praktiskt. T.ex. om vi kan framstélla
en stokastisk variabel som en summa av ett stort antal stokastiska variabler sa foljer ur den

centrala griansvirdessatsen att den betraktade variabeln dr approximativt normalfordelad.

Foljande egenskap hos normalfordelade variabler ar viktig.

Sats 7.5 Lat & ~ N(u,03) och oberoende for i = 1, ...,n, och infér variabeln n =" | a;&;.
Da géller n ~ N (E?:l aifli, \/ D i a?af) :

Anméirkning 7.6
(i) Om & ~ N(u,0), sa géller " | & ~ N(np, oy/n).
(i) Om & ~ N(u,0), sé giller & = 23 | & ~ N (u, \/Lﬁ)

(i) Om & ~ N(u1,01) och & ~ N(ug, 02), sé ghiller & + & ~ N(u1 + p2, /07 + 03) och

& — & ~ N(u1 — po,\/o3 + 03).

Exempel 7.7 (Moivres-Laplace lag) Om ¢ &r binomialférdelad med parametrarna n och

p, sa géller

lim P<§_np<x> = ¢(z) = \/% /x e3P,
™ J—o0

dirg=1—p.

Vi har tidigare bevisat att £ kan skrivas som summan av oberoende och identiskt férdelade
variabler ;. Dessa variabler har en tva-punktsférdelning pa {0,1} med P(( = 1) = p =

1 —P(¢ =0). Pastaendet foljer da direkt ur den centrala grinsvirdessatsen.

Med andra ord, om & ~ Bin(n, p) och n &r tillrackligt stort, sa géller £ e N(np, /npq). En

tumregel &r att np(1 — p) bor vara storre &n 5.

Exempel 7.8 Lat & och & vara oberoende samt & ~ N(3, 1,5) och & ~ N(5, 2). Bilda
variabeln n = 2§; — &. Da géller att

2E(61) — E(&) =1
V(n) =4V(&)+ V(&) =4-2,254+4=13

och 1 ~ N(1,v/13).
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Exempel 7.9 En hiss avsedd for 10 personer fungerar inte om belastningen overstiger 800
kg. Vad &r sannolikheten att hissen inte fungerar om 10 personer med vikten i kg, som &r

oberoende och normalférdelad med g = 70 och ¢ = 10, gar in i hissen?

Lat &,7 =1, ..., 10 vara vikten av den i:te personen. Da géller att nn = Zgl &1 ~ N(700, 104/10).
Vi har

P(n) > 800 = P

<77 — 700 _ 800 — 700)

>
104/10 104/10
n — 700

104/10
= 1-¢(V10) ~ 1—¢(3, 16) ~ 0,0008.

= P(¢ > V10) dir ¢ =

Exempel 7.10 Variabeln ¢ &r exponentialfordelad med parametern A = 2. Vi gor 100 obser-
vationer av denna variabel. Bestdm med hjilp av den centrala gransvirdessatsen sannolikhe-

ten att hogst 50 av dessa &r mindre 4n 0,5.
I Vihar fe(z) = Ae ™ =2¢72%, 2> 0 och

0,5
P(¢<0,5) = / 2 dr = 1—e ! ~ 0,632
0

IT. Lat &, ...,&100 vara de 100 observationerna pa £ och 1 = antalet bland dessa som &r

mindre &n 0,5.

Qi = {fz < 0,5}

1, om & < 0,5
i =
0, annars

n= Zjﬁ% 1; = antalet bland 100 som &r mindre &n 0,5.
n ~ Bin(100, 1 —e™ 1),

P=P(m=1)=P& <0,5)=1—¢".

50
P(n <50) = Z (12()) (1—e (6—1)100—k

0

1. Eftersom np(1 —p) = 100(1 — e~ !)e~! > 5 approximerar vi denna sannolikhet med en
normalférdelning med p = np = 63,2 och o = \/np(1 — p) = 4,8. Da vi approximerar

en fordelning, dir massan ligger pa heltalspunkter, med en normalfordelning bor vi
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anvianda s.k. kontinuitetskorrektion. Denna innebér att t.ex. P(n = 50) = P(49,5 <
1 < 50,5). Observera att om vi inte gor denna korrektion sa ger normalférdelningen
att P(n = 50) = 0 vilket &r orimligt.

Vi har

P(n < 50)

- — 63,2
Py <50,5) = P n—mnp 90,5 — 63,
np(1 - p) 4,8

= 0(=2,64) ~ 0,004.
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Ovningsuppgifter

10.

. Sannolikheten att en viss typ av fron skall gro och ge upphov till en planta ar 0,6. Man

planterar 10 sadana fron. Hiandelserna att olika fron gror och ger upphov till plantor &r

oberoende. Lat £ vara antalet erhallna plantor. Berikna

a) B(£) och V(§), b) P(£>0), ¢) P(|¢—-6[<2).

. Anders kastar tre ganger med ett symmetriskt mynt, Jerker tva ganger. Bestdm sanno-

likheten att Jerker och Anders erhaller lika antal krona.

Fem passagerare stiger pa ett tag med tre vagnar. Passagerarna véljer vagn slumpméssigt
och oberoende av varandra. Berdkna sannolikheten att exakt tre passagerare viéljer

forsta vagnen i taget.

I ett forsok intréiffar minst en av hindelserna A, B och C. Sannolikheten att alla tre
intraffar 4r 0,1 och sannolikheten att minst tva intraffar ar 0,7. Man utfor tre oberoende
upprepningar av detta forsok. Betrakta antalet forsok i vilka exakt tva av hidndelserna
A, B och C intriffar som en stokastisk variabel, och bestidm vintevirde och varians for

denna.

. Betrakta ett forsok med tva utfall, A och B = A¢. En serie omfattande n oberoende

forsok utfores. Sannolikheten att A skall intréaffa ar i forsta forsoket Iy, i andra forsoket
Il etc. och i forsok ¢ saledes II;. Antalet ganger A intriffar dr en stokastisk variabel
€. Ange E(£) och V(&). Under vilken forutséttning dr  en binomialférdelad stokastisk

variabel?

Antalet bakterier i 0,0001 cm? av en viss sorts mjolk antas vara Poissonfordelat med A =
15. Man réknar antalet bakterier i 0,0001 cm?® av mjolken med hjilp av ett mikroskop.

Lat & vara det hérvid rdknade antalet bakterier. Bestdm
a) P(¢>0), b) E(£) och V(§).

Soren har en gralurvig keeshound (holldndsk spets), som i genomsnitt har 1 loppa/10
cm?. Antalet loppor/ytenhet kan betraktas som en Poissonférdelad stokastisk variabel.
Vad &r sannolikheten att en klapp fran lilla Rita tréffar atminstone 1 loppa om klappen

ticker ett omrade av 25 cm??

Ett mottaget varuparti bestar av 3000 lampor. Sannolikheten att en lampa &r trasig &r

1073, Vad #r sannolikheten att fler #n 5 lampor #r trasiga?

En Poissonfordelad variabel har medelvirdet 2. S6k sannolikheten att i ett stickprov pa

5 individer minst 4 har virden pa ovanstaende variabel, vilka &r storre &n 3.

Efter en bridgegiv har Nord fatt 5 spader, 3 hjéarter och 5 klover. Bestdm véntevérdet

och variansen for antalet spader hos Syd.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Ett lotteri bestar av 100 000 lotter varav 100 utfaller med vinst. I en stad kops 1000
lotter. Ange uttryck for sannolikheten att exakt en vinst tillfaller staden genom att

utnyttja
a) hypergeometrisk fordelning,
b) binomialférdelning,
c¢) Poissonférdelning.

Per har tva urnor, A och B. Urnorna innehaller vardera 20 kulor varav i urna A 5 &r
vita och i urna B 10 &r vita. Per drar utan aterldggning 4 kulor ur vardera urnan. Visa
att variansen i totalantalet erhallna vita kulor med detta forfarande blir mindre &n om
urnornas innehall fran borjan slagits samman och 8 kulor uttagits bland samtliga kulor

utan aterldggning.

(Geometrisk fordelning) Man kastar en symmetrisk tdrning tills man far en sexa forsta
gangen. Lat £ vara antalet erforderliga kast. Bestim frekvensfunktionen fér £ samt
berékna E(§) och V(). Vad ar sannolikheten att det erfordras ett udda antal kast?

(Pascalfordelning) For en tillverkningsprocess dr sannolikheten for defekt enhet lika med
0,2. Man tillverkar enheter tills man forsta gangen har fatt fem defekta enheter. Vad &r

sannolikheten att detta sker for den 20:e tillverkade enheten?

Vikten av en lada med apelsiner kan betraktas som en normalférdelad stokastisk variabel
med p = 19,50 kg och 0 = 2,00 kg. Vad &r sannolikheten att av 4 slumpméssigt valda

lador minst 1 viger mera &n 21,85 kg?

I ett belysningsnét anvinds 550 glodlampor vilkas livsldangd i timmar antas vara nor-
malférdelad med g = 1500 och o = 75. I stéllet for att byta ut en lampa sa fort den
gatt sonder, besluter man att i stillet byta ut alla lampor mot nya vid regelbundet
aterkommande tillfallen. Hur ofta bor detta ske, om man riknar med att ca 50 lampor
skall ha slocknat vid bytet?

I en sorteringsmaskin sorteras dgg efter vikten £. Héarvid sorteras dggen i foljande vikt-
klasser:

A £<25 B.25<¢<35 C.35<¢<45

D. 45 <£<55 E.&>55.

Om &ggens vikt dr normalférdelad med p = 42,0 och ¢ = 5,2, hur manga #gg kommer

att 1 det langa loppet sorteras proportionsvis i de olika klasserna?

Vikten i gram av en viss typ av konserver dr normalférdelad med o = 8. Vintevirdet p
kan man l4tt reglera genom att justera pafyllningsmaskinen. Vilket &r det lagsta tillatna
virdet pa p om man vill att hégst 1 % av konserverna skall ha en vikt understigande
280 g?
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

En stokastisk variabel dr normalfordelad med p = 80 och o = 12. Vi gor 50 oberoende
observationer av variabeln och bildar summan av dessa. Denna summa utgér en ny
stokastisk variabel n. Sok ett tal k sadant att P(n > k) = 0, 05.

Lat € vara normalfordelad med p = 50 och o = 5. Ett stickprov tages pa variabeln.
Vilken minsta stickprovsstorlek bor véljas, for att stickprovets medelvérde skall ha minst
90 % chans att hamna mellan 48 och 527

En lastbil lastas med lador av tre typer till ett antal av 10, 40 resp. 80. Ladornas vikter
ar normalférdelade stokastiska variabler, vars respektive véntevidrden och standardav-
vikelser &r (100;10), (50;5) och (25;4). Berdkna sannolikheten att bilens last véiger mer
dn 5100 kg.

Vikten i g av en viss typ av granater &r normalférdelad med ¢ = 8. Man kasserar
vid tillverkningen alla granater, vars vikt &verstigen 420 g. Vid tillverkning av 800
granater fann man att 20 kasserats pa grund av overvikt. Bestdm med ledning hérav

ett ndrmevarde for p.

De stokastiska variablerna &1, £o, ..., 50 dr oberoende och exponentialférdelade med pa-
rametern A = 1. Bestdm med hjélp av den centrala grinsvirdessatsen sannolikheten
att

50
n=>Y &> 50,
=1

Vid ett forsok studerades Poissonfordelad variabel & for vilken E(§) = 1. Forsoket
upprepades 200 ganger. Sok sannolikheten att antalet forsok, dar & < 2 &r storre dn
180.

Lat &1, &9, ... vara oberoende och identiskt binomialférdelade med parametrarna m = 10

och p = % Bestdm med hjalp av den centrala gransvéirdessatsen ett virde pa n sa att

_ 1<

avviker fran E(&,) med mer &n 0,1 #r mindre &n 0,05.

sannolikheten att

Lilla Rita kastar 105 ganger med en symmetrisk tdrning och summerar antalet 6gon i
de 105 kasten. Denna summa &r en stokastisk variabel vilken betecknas med 7. Bestdm
P(333 < n < 402)!

Ett forsok tillgar sa att ett symmetriskt mynt kastas 100 ganger, varvid antalet klave
och krona noteras. Forsoket upprepas tre ganger. Bestdm sannolikheten att i minst tva

av dessa forsok erhalla mer an 55 klave.
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28. Vid en spikfabrik forpackas spikar i lador med 100 spikar i varje lada. Det har visat

29.

sig att spikarna har en medelvikt om 4 g och standardavvikelse 0,2 g. Ladornas vikt
kan betraktas som en normalférdelad variabel med p = 26 g och ¢ = 1,5 g. Vad é&r

sannolikheten att en slumpvis vald lada tillsammans med sitt innehall vager mer &n
430 g?

Bestédm ett tal k sadant att sannolikheten &r omkring 0,5 att antalet krona erhallet vid

1000 kast med ett symmetriskt mynt ligger mellan 490 och k, grdnserna inbegripna.
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