Kapitel 6

Oberoende stokastiska variabler

Betrakta ett forsok med ett andligt (eller hégst numrerbart) utfallsrum Q samt tva sto-
kastiska variabler { och 7 med virdemingderna (¢ och €,. Vi bildar funktionen
w N (£(w),n(w)). Denna funktion kallas en tvadimensionell stokastisk variabel. Be-

teckna dess virdeméngd med ¢ ).

Da giller
Qe C Qe x Q.

Lat (z,y) € Q- Da dr mingden {w : {(w) = =, n(w) = y} en hindelse, dvs en delméngd
till Q.

Definition 6.1 Funktionen f: Q¢ x Q, ~ [0,1] :

P(f:l‘WZQ) ) (a:,y) € Q(f,n)v

0 , 1.0vrigt

fl@,y) =
benédmns frekvensfunktionen fér den tvadimensionella stokastiska variabeln (£, 7).

Observera att vi definierat frekvensfunktionen i hela méngden Q¢ x€2,. (I fallet (¢ ;) C Qe x Q)
innebér denna definition att sannolikheten &r noll for den hindelse att (£,7) antar ett virde

i Q¢ X Qy — Qe py-) Det ér klart att en frekvensfunktion f uppfyller
(i) f(z,y) >0 for varje (z,y) € Q¢ X Qy,

(if) Zzeﬁg Zyeﬂn f(z,y) =1.

Vi kan bestdmma frekvensfunktionerna f(§) och f(n) for £ resp. n utgaende fran funktionen

f pa foljande sétt: Lat x € Q¢. Da géller
{¢=a2}= [J{e=zn=y}

yeQ,
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Foljaktligen

fel)=Plg =2) =P( | J {g=an=1})

yey,

=Y PE=an=y)

yey,

= j{: f(xvyy

yEQ'n

Pa samma satt

fo@) =Pn=y) =Y flx,y).

mEQg

Funktionerna f¢ och f, kallas, i detta sammanhang, de marginala frekvensfunktionerna

for variabeln (&, 7).

Omvéndningen till det ovan sagda behéver ej gélla, dvs om vi kdnner till funktionerna f¢ och

[, s& kan vi inte i allménhet konstruera funktionen f. Vi har dnda foljande viktiga specialfall

Definition 6.2 Tva stokastiska variabler £ och 7 séges vara oberoende om
f(z,y) = fe(z) fy(y), for varje (z,y) € Qe x

dér f, fe och f, &r frekvensfunktionerna fér (§,7), £ resp. 7.

Vi har

Sats 6.3 Lat { och 1 vara oberoende samt A och B delméngder till ¢ resp. €2,. Da ar
héndelserna {{ € A} och {n € B} oberoende.

Bevis Betrakta

P({¢ e A}n{neB}) = P((&,n) € AxB)

= 2{: f($7y) = jz: :E:(f(x7y) =

(z,y)€EAXB €A yeB
= > fe(@)) _ foly) = P(E€A)P(neB).
TEA yEB
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Anmirkning 6.4 Allt ovanstaende kan létt generaliseras till det n-dimensionella fallet. T.ex.

ar &1, ..., &, oberoende, om

f(l'l,l‘z, ,.Z‘n) = ffl(xl) : ffz(xQ)ffn(xn)>

dér (r1,22,...,2,) € X[ Q¢ samt f och fe, (i = 1,2,...,n) &r frekvensfunktionerna for
(517527 7571) Tresp. 52 (Z = 1727 7n>

Exempel 6.5 Betrakta en urna som innehaller fyra kulor numrerade 1,2,3,4. Vi drar tva
kulor ur urnan utan aterlaggning. Lat ¢ vara siffran pa den forsta dragna kulan och 7

siffran pa den andra dragna kulan. Vi har

Qe ={1,2,3,4} och Q, = {1,2,3,4}. Vidare

n:y
1 2 3 4| f
: 1.1 1 1|1
E:x 1 0 2°3 12 12| 1
1 1 1 1
2| 5 0 % 1|1
1 1 1 1
S 1 0 151
1 1 1 1
41 3 1 13 0113
PR 11 1
n 4 4 4 4

Saledes dr € och n beroende, ty t.ex. f(1,2) = % # % : % = fe(1) £ (2).

Antag nu att vi drar de tva kulorna med aterlédggning. Da géller

n-y

12 3 4]f
. T 1 1 1 1|1
E:x 1137 % 16 16| 1
9| L 1L 1 1|1
16 16 16 16 | 4
3| L L 1 11
16 16 16 16 | 4
4] L L o1 1|1
16 16 16 16 | 4

f 1 1 1 1

n 1 1 1 %

Saledes ér £ och n oberoende.

Vi skall nu betrakta tvadimensionella stokastiska variabler som har en tithet. Lat
§ och n vara stokastiska variabler med védrdeméngderna ¢ = (a1,b1) resp. Q, = (a2, b).
Den tvadimensionella variabeln (&,7) har da en virdeméngd Q¢ , som &r en delméngd till
Qe x Q.
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Antag att det existerar en funktion f sadan att

P((€.n) € A) = / [ . )dady,

dér A &r en méngd i Q¢ x Q, som &r en union av ett dndligt (eller hogst numrerbart) antal
rektanglar R; ur Q¢ x Q,, dvs A = (JI' | R; (eller A = [J;2, R;).

Funktionen f kallas frekvensfunktionen for (£,71) och den uppfyller

(i) fz,y) =0 for (z,y) € Qe x Qy

(ii) ffﬂgxgnfx ydxdy—f bef:c y)dxdy = 1.

Exempel 6.6 Lat ¢ = Q, = [0, 00).

AT N I

Q;

Utgaende fran frekvensfunktionen for (£, 7) kan vi bestimma frekvensfunktionerna fér £ och

1. Vi har
b2

fe(x) = [ flz,y)dy,

az
b1

fa) = | flz,y)dx

al
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Definition 6.7 Tva stokastiska variabler £ och 7 séiges vara oberoende om

f(@,y) = fe(x) - fy(y), for varje (z,y) € Q¢ x .

Anmirkning 6.8 Se Anmirkning 6.4.

Exempel 6.9 Lat (£,7n) ha frekvensfunktionen
fy)=ce ™ 2>0,y>0, a>0, >0.

Vi bestdmmer konstanten c:

/ / flz,y) dedy =1 <= / / T =BY drpdy =1 =

/ O‘xd:r/ B gy=1 = =1 = c=af
0 0 af

Vidare ~
fela) =ag [~ e dy —acer,
0

faly) = 045/0 e~ BY dy = Be~W

Foljaktligen f(x,y) = fe(x) fy(y) och variablerna & och 7 ér saledes oberoende.

Nedan ges ett antal satser om tvadimensionella stokastiska variabler.

Sats 6.10 Lat £ och n vara oberoende stokastiska variabler samt g och h reellviarda funktioner

med (¢ resp. {2, som definitionsméngder.

a) Om  &r dndligt (eller hogst numrerbart), sa &r dven variablerna g(§) och h(n) obero-

ende.

b) Om £ och n har tiatheter samt g och h &r kontinuerliga, sa dr #ven variablerna g(§) och
h(n) oberoende.

Sats 6.11 Lat (£,n) vara en tvadimensionell stokastisk variabel med frekvensfunktionen f.

Om vintevirdet for den sammansatta stokastiska variabeln (&, n) existerar, sa géller

D wee 2oyeq, P(@,y) f(z,y)

B(p(é.)) =
CEDNZ o Jo ) FC0v0) dedy.

I det fall da  &r hogst numrerbart kan denna sats bevisas pa samma sétt som Sats 4.11.
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Sats 6.12
a) E({+n) =E() +E(@n).

b) Om & och n dr oberoende, sa ar E({n) = E(£) E(n).

Bevis

a) Betrakta det fall da © dr hogst numrerbart. Det andra fallet bevisas analogt.

E(+n) =Y > (&+y) f(z.y)

z€Qe YyEQy
=3 Sty + 3> uf@y)
z€Qe yeQy x€Qe YyEQy
=D x> fl@y) + Yy flzy)
x€Qe  yely yeQ, x€Qe
=" afe(wy) + Y yhilay) = EE) +E(n)
r€Qe yeQ,

b) Betrakta det fall da (&,n) har tdtheten f. Det andra fallet bevisas analogt. Satt
Qg = (al,bl) och QU = (ag,bg).

b1 bo
E(en) = / / vy f(z,y) dedy

bl b2
= / x fe(x) da - / yfa(y) dy (ty § och n dr oberoende)
= E(¢) E(n).

O

Sats 6.13 V((+1n) =V(§) + V(n) +2Kov(&,n), dir Kov(,n) = E{ (§ — E(ﬁ)) (n — E(n))}

Bevis

=
72y
—+
3
I
=
—~—
722%
+
3
\
=)
N
+
3]
S
o
—

=E{(¢ - E(9)*} +E{(n — E(n))*} + 2B{(¢ — E(&)) (n — E(n)) }
= V(&) + V(n) + 2Kov (&, 7).
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Sats 6.14 Om & och 7 dr oberoende sa ar V(£ +1n) = V(&) + V(n).

Bevis Betrakta
Kov(¢&,n) = B{((¢ = E(€)) (n —En))}
=E(¢n) =E(£) E(n) =0
enligt Sats 6.12 b). Pastaendet foljer nu ur Sats 6.13. O

Anmirkning 6.15 Dessa satser kan latt generaliseras till det n-dimensionella fallet. Lat

t.ex. &1, &9, ..., &, vara n stycken stokastiska variabler. D& géller

B +...+&) = E(&) +... +E(&)

V(& + .+ &) = Z (&) +ZZ Kov(&, ).

i=1 j=1
i#]

Om &4, ..., &, ar oberoende, sa ar
V(& + o+ &) = V(&) + .+ V(&n)

Exempel 6.16 Lat £ och 1) vara oberoende med vintevirdena E(§) och E(n) samt varianserna
V(§) och V(n). Bilda ( = £ —n. Vi har

Exempel 6.17 Vid kast med tva symmetriska tdrningar betraktas tdrningarnas véirden som

stokastiska variabler. Vi har

BEé,&) = > Y. zy flz,y)

IEle IEin

= 122% j (tyfwy) 316)

i=1 j=1
1L ¢ 1 146 _ 146
= j = — .6- . 6-
36,12‘] 36 2 2
=1 j=1
— 12,25
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A andra sidan #r & och & oberoende och saledes

1+6 146

E(&,&%) = E(&G)E(&) = : — -

(Se Exempel 4.9). Vidare

V&, &) = E((&,£)?) — (E(&,&))?

= B(&) B() — (B(€))?(B(&))2

Enligt Exempel 4.15

2 _
V(&) = 6121 = %,
B(E) = BE) = Ve + (BE)* = 2o+
182
~ 12

Foljaktligen

182 182 N2 /7\?
V(61,&) = 12 13~ <§> <§) ~ 80.

Betrakta nu variabeln n = % Da ar

E(m) = B(&) Bz )
ty &1 och & &r oberoende,
1 L1100 147
E(—) =N 22 = 2L~ 0,4083
& z; i 6 360
~E(n) = 3,5-0,4083 ~ 1,4291
Det &r klart att { = £1& och n = % inte dr oberoende. Vi har
182

E(¢n) = B(&)) = 45 = 15,17,

E(¢) E(n) ~ 17, 50.
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Exempel 6.18 Vi bestdmmer kovariansen for variablerna & och 7 i Exempel 6.5 da drag-

ningen sker utan aterliggning.

Kov(é,m) = E((¢€ —E(©)(n—E(n)))

5 5
B = 3. E(m) = 3
1 4 4
E(fn)ZZnyfxy EZZZJ'
€Qe yelly =1 =1
i#j
70
= 5 (1-(243+4)+2-(1+3+4)+3-1+2+4) +4-(1+2+3)) = i
70 25 5

Tjebysjevs olikhet och de stora talens lag

Sats 6.19 (Tjebysjevs olikhet) Lat £ vara en stokastisk variabel med véntevirde u och

varians o2. D4 giller for varje t > 0 att

1
P(§ —ul 2t0) < .

Bevis Vi bevisar satsen i det fall da & har en téthet f. Lat ¢ = (a,b) och betrakta

b
o? = / (z — w2 (x) du

~ [ @) do

— 00

ty vi kan sitta f(z) =0 for x < a och > b. Lat ¢ > 0. Da géller

= [ @) d

—0o0

pn—to pn+to [ee)
/ (2 — w2 (x) di + / (x — )2 f () do + / (z— 12 (x) du

—00 pn—to ptto

> [ e wr@ e [ @) d

—00 p+to
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ty

pto
/ (x — p)?f(x) dz > 0.
I

—to

Men
pn—to u—to
[ e-wrt@ ez [ - to - pPpe) da
= t%0? /M_m f(z) dz,
[ @mnpi@ dez [~ ko - ) do
ptto ptto
= t?o? dx.
o /LLHU f(x) dzx
Foljaktligen

Y

—to 00
o2 > 252 </“ f(x) dz + /+t f(z) dl‘)
—00 p+to

= 0> > 20} (P(({ < p—to) + P(E > p+to))

— 0% > t?0*P(|¢ — p| > to)

1
= P(e—pl2 t0) < .

O

Observera att olikheten giller for varje sannolikhetsférdelning, och &r saledes vanligtvis
mycket grov. (T.ex. da t = 1 séger satsen endast att P(|¢ — u| > o) < 1 vilket &r en tri-

vialitet.)

Sats 6.20 (De stora talens lag) Lat &;,&s, ... vara oberoende stokastiska variabler med
samma sannolikhetsférdelning (dvs de dr identiskt férdelade) med véntevirdet p och variansen
o?. Lat &, = %Z?:l & vara medelvirdet av de stokastiska variablerna. Da géller for varje
e >0 att

lim P(|&, —pl >¢) =0.

n—00

Bevis Vi har E(§,) = %E?:l E(&) = poch V(&) = # Yo V(&) = %2, ty variablerna
antas vara oberoende. Enligt Sats 6.19 géller for varje ¢ > 0 att

P(Ifn—u|>t‘%) Stlz-
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Valj t sa att ¢ - % =¢,dvst = # Foljaktligen giller for varje n

_ 0'2
P([&n —pl 2 €) < o

Men den hogra sidan av denna olikhet gar mot noll da n — oo, dvs

2
lim P(€, — pu| > ¢) < lim 2— =0.

n— 00 n—00 627’L

O

Exempel 6.21 Lat &1,&s, ... vara oberoende och binomialférdelade med parametrarna n och
p. Bestém ett virde pa m, sa att sannolikheten att &, = % Yoty & avviker fran np med mer

dn 0,1 ar mindre &n 0,05.

Vi har
B(En) = - > F(6) =np
=1
V(En) = > V(&) = wiop),

For varje t > 0 géller da
- np(l — 1
P16 -t > /P02 < 5
m t

Vilj ¢ sa att 5 = 0,05, dvs t = 2L = 2/5. D4 giller

P(lém—npl > N@/W) < 0,05.

Vilj nu m sa stort att

Sl

25 M = 0,1
(1-p) 1

np
g0 7P
= m 100

<= m = 2000 np(1 — p).
T.ex. om n = 10 och p = $ fas att m = 5000.
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Ovningsuppgifter

1. Den tvadimensionella variabeln (£, n) har frekvensfunktionen f(z,y) = c(z+y), (z,y) €
{0,1} x {0,1}. Bestdm konstanten ¢ samt de endimensionella frekvensfunktionerna fe

och f,. Ar variablerna ¢ och n oberoende?

2. Den tvadimensionella stokastiska variabeln (£, n) har f6ljande férdelning

x:0 1 2 3

1 2 3 4

Y 36 36 36 36
5| 4 3 2 1

36 36 36 36

4 4 4 4

36 36 36 36

Bestidm frekvensfunktionerna f¢(z) och f,(y) fér de endimensionella variablerna. Ar ¢

och 7 oberoende? Bestdm vidare frekvensfunktionerna fér variablerna (; = £ - n och

G =&

3. De stokastiska variablerna &; och & har samma vintevirden och samma varianser.
Variablerna ar oberoende. Den stokastiska variabeln n = £; + 2£5 har vantevérdet lika
med 6 och variansen 12. Bestdm E(&;) och V(&).

4. £ &r en tvapunktsfordelad variabel, som antar virdet 1 med sannolikheten a och vérdet

2 med sannolikheten 1 — a.

a) Bestdm E(&) och V().

b) Gor tva oberoende observationer pa £ och bestdm vintevérdet och variansen for

dessa observationers summa.

5. For variablerna & och 7 giller féljande
E¢) =12 V() =04 Kov(&n) =0,3.
E(n)=1,4 V(n)=0,9
Sok vintevirdet for variabeln ¢ = €2 4+ n? — &n!

6. Ett forsdkringsbolag tillampar ett bonussystem med 3 klasser med nedan angiven rabatt
pa grundpremien:
bonusklass 1 2 3
bonus (rabatt) 0% 35% 70 %

Forsta aret betalar en ny forsidkringstagare full premie (200 mk). Ett skadefritt ar
medfor for nésta ar en uppflyttning till ndrmast hogre bonusklass, dock hogst till

bonusklass 3. Ett icke skadefritt ar medfor att nésta ars premie betalas enligt ndrmast
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10.

11.

12.

13.

lagre bonusklass, dock ldgst klass 1. Bestam for en ny forsdkringstagare vantevirdet
for den sammanlagda premien under de forsta tre aren. De tre arens premier grundar
sig pa forhallandena under de tva forsta aren, eftersom forsta arspremien dr given. Var
forsdkringstagare har sannolikheten % att kora skadefritt under ett ar och vi forutséatter

oberoende mellan aren.

En urna innehaller fem kulor markerade 1, 2, 3, 4 och 5. Man tar med aterldggning pa
mafa tva kulor ur urnan. Lat £ och n vara de dérvid erhallna poéngtalen for forsta resp.

andra kulan. Definiera nya stokastiska variabler enligt

&1 =&+ n och & =max(§,n).

Bestim frekvensfunktionerna for &, & och (&1, &). Ar variablerna oberoende?

Kov(&,n)

V(§)E(n)
efficienten mellan variablerna £ och 7. Bestdm korrelationskoefficienten mellan £ och

Lat & och n vara tva stokastiska variabler. Talet p = kallas korrelationsko-

%, dar & betecknar utfallet vid kast med en symmetrisk tarning.

En stokastisk variabel £ har frekvensfunktionen

cx®, for0<xz <1,
flx) =

0, for ovriga x.

Bestdm konstanten ¢! Vad &r sannolikheten att av tva slumpméssiga oberoende obser-

vationer av variabeln bada &r storre &n 0,57

Den kontinuerliga stokastiska variabeln £ dr likformigt fordelad i intervallet (a,b) och

har variansen %. Bestdm variationsvidden for £, dvs berikna avstandet mellan a och
b.

Berikna vintevirdet och variansen for summan av tio oberoende stokastiska variabler,

som alla dr likformigt fordelade i intervallet (1, 3).
Bestdm k sa att funktionen
flzy) =k zy(l—y), (z,y) € (0,1)x(0,1)

blir en frekvensfunktion for en tvadimensionell stokastisk variabel (£, 7). Visa att vari-
ablerna & och 7 #r oberoende. Berikna sannolikheterna P(¢ > 1) och P(n < £2).

En tvadimensionell stokastisk variabel (£, 7n) har frekvensfunktionen

f(x,y) =2-z-y, (.%',y) € (071) X (071)

Bestdm frekvensfunktionerna fér £ och n. Siatt ¢ = &n. Bestam E(()!
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14.

15.

16.

Man véljer pa mafa tva punkter pa en cirkels periferi. Vad &r sannolikheten att de-
ras avstand dr storre dn cirkelns radie? (Ledning: Vilj forst en punkt. Fordela sedan

sannolikhetsmassan likformigt 6ver cirkelns periferi.)

Lat &;,&a, ... vara oberoende och a) Poissonfordelade b) exponentialférdelade. Bestdm
med hjilp av Tjebysjevs olikhet ett tal n sa att sannolikheten att &, = % oy & avviker

fran E(&,) med mer #n 0,1 &r mindre &n 0,05.

Lat & vara en normalfordelad stokastisk variabel med parametrarna p och o. Uppskatta
med Tjebysjevs olikhet sannolikheten att £ avviker fran g med mer &n 1,96 o. Vad &r

den “exakta” sannolikheten?
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