Kapitel 4

Stokastiska variabler

Ett utfall av ett slumpméssigt forsok ar ofta sadant som inte direkt kan métas. T.ex. forsoket
“Kast med ett symmetriskt mynt” har utfallsrummet {krona, klave}. For att kvantitativt
analysera forsok av denna typ bor utfallsrummet avbildas t.ex. pa reella axeln. Sddana av-

bildningar kallas stokastiska variabler.

Definition 4.1 En stokastisk variabel ir en reellviard funktion med ett utfallsrum som

definitionsméngd.

Saledes ér, trots bendmningen, en stokastisk variabel i sjélva verket en funktion. Man brukar
ofta beteckna dem med grekiska bokstéver, t.ex. £ (ksi), n (eta), ¢ (zeta), 7 (tau),... Vi

betecknar med ¢ virdeméngden for en stokastisk variabel { vars definitionsméngd &r €2.

Exempel 4.2

a) Lat Q vara méngden av alla ménniskor i vérlden. I detta utfallsrum kan vi t.ex. betrakta

foljande stokastiska variabler

w N A(w) = ménniskans alder
w N~ V(w) = ménniskans vikt

w N L(w) = ménniskans lingd

Om mattenheten for variabeln A ar ett ar dr virdemingden av A en delméingd av de
hela talen; A siges vara en heltalsvird stokastisk variabel. Diremot &r den lampligaste
viirdeméngden foér V (och L) RY = {z : 2z > 0}.

b) Lat Q vara ménden av familjer med tre barn, samt £ och n stokastiska variabler som

anger antalet pojkar resp. flickor i familjen. Vi har da Q¢ = Q, = {0, 1, 2, 3}.

c) Betrakta forsoket “6 kast med ett mynt” och lat ¢ vara antalet krona. Da &r
Qe =10, 1, 2, 3, 4, 5, 6}.
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I fortsdttningen betraktas tva fall. I det forsta antas att

Utfallsrummet dr dndligt (eller hogst numrerbart)

Lat Q = {w1,...,w, } och & vara en stokastisk variabel. Eftersom £ dr en funktion sa dr dven
Q¢ dndligt och n(¢) < n(2) = n. Satt Q¢ = {z1,...,z,} (F < n) och betrakta méngden
A; = {w : {(w) = z;} (detta skrivs ofta kortare {{ = x;}). Enligt definitionen &r A;,

1 =1,...,k, en hindelse och dess sannolikhet kan bestdmmas:

P(A) =P({w:¢éw) =xz:}) = > P({wu})

quAi

r= f(xi)

Definition 4.3 Talen f(z;),i = 1,..., k, bestdmmer en funktion f som kallas frekensfunk-

tionen for €.
Sats 4.4 En frekvensfunktion f uppfyller
() fa) >0, i=1,..

(i) S5, fla) =1.

Bevis Eftersom f(x;) = P(A;) och Q = Ule A, AN A; =0, i # j, foljer pastaendet ur
Definition 3.3. O
Definition 4.5 Lat £ vara en stokastisk variabel. Funktionen F¢(z) = P(§ < z), = € R,
kallas fordelningsfunktionen for &.

Exempel 4.6 Lat £ vara summan av podngtalen vid kast med tva symmetriska tdrningar.

Ur figuren i Exempel 3.6 framgar att £ har foljande frekvensfunktion

Q 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
fe(®) 35 3% 3 36 36 36 36 36 36 36 36

och fordelningsfunktionen
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0 T <2
% 2<x <3
2 3<z<A4
% 4<x<bh
10

35 5 <xr <6
Fg(l‘): % 6<ax<T
21 T<r<8
26 8<r<9
2 9<r<10
3B 0<z<11

36
B 11<er<12
1 12 <uw

Rita in dessa funktioner i ett koordinatsystem!

Lat ¢ vara en funktion fran R till R och £ en stokastisk variabel. Det &r klart att &dven
n = ¢(§) ar en stokastisk variabel. Vi skall bestdimma frekvensfunktionen for 7. Lat Q =
{wiy e, wn}, Qe = {x1,...,21} och Q) = {y1,...,ym}. Da giller att n(Q2,) < n() < n(Q)
(m <k <mn).Satt C; = {z : p(z) = y;}. Vi har

{wiinw) =y} = |J ={wi: &) =2}

quCj

och foljaktligen,

P(n=yi) = P( U =A{wi:éw)= xu}>

2, €CY
= ) Pwi:&(wi) =z}
2y, €CY
= Y felwa) = fuly).
2y, €CY

Funktioner som ofta forekommer i detta sammanhang &r ||, &P (p &r ett positivt heltal).

Betrakta en stokastisk variabel £ och dess frekvensfunktion f. Frekvensfunktionen innehéaller
all information om £. Men for att béttre forsta beteenden av € karakteriserar man fordelningen
av £ genom att bestdmma vérden av vissa funktionaler (eller karakteristikor)(funktional = en
funktion vars definitionsméngd och virdeméngd &r en funktionsklass (t.ex. frekvensfunktio-

ner) resp. R ( = de reella talen)). De viktigaste karakteristikorna &r vintevérdet och variansen.

Vi skall forst definiera véntevérdet for en stokastisk variabel &; detta betecknas med E(§).
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Definition 4.7 Lat £ vara en stokastisk variabel med frekvensfunktionen f(z), x € Q¢ =
{z1, ..., }. Véntevirdet for £ ar da talet

k

B =Y o f(zi) = > x f(x).

=1 iEEQE
Vintevardet dr m.a.o. ett vigt medeltal av de olika viardena pa &.
Anmairkning 4.8 Da Q¢ &r numrerbart, men inte éndligt, definieras véntevérdet som ovan,
dvs E(¢§) = erm x f(x). I detta fall sdges véntevirdet existera om summan Zzeﬂg lz| f(x)

ar dndlig.

Exempel 4.9 Lat ¢ vara likformigt fordelad 6ver Q¢ = {1,2,...,n}, dvs P(¢ = i) = 1. D& ar

o101 1+n 1+4n
E(g)zzz.ﬁzﬁ.n. =y
=1

I detta exempel sammanfaller saledes det aritmetiska medeltalet av elementen i ¢ och

vintevirdet av £.

Exempel 4.10 Lat £ vara antalet erhallna krona vid tre kast med ett symmetrisk mynt. &
har da féljande frekvensfunktion (Qg ={0,1,2, 3})

T o 1 2 3
f@ 5 % % s
Vantevardet blir
E(£)=§;wif(wi)=0'f(0)+1'f(1)+2f(2)+3f(3)
_ o lirtia gt

i=1 r€Qs

(Om Q¢ inte dr oéndligt bor summan vara absolutkonvergent, dvs erQg lo()| f(z) < 0.
Se Anmirkning 4.8.)
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Bevis Lat Q = {w1,...,wn}, n(w;) = gp(f(wi)), Qe = {z1,...,x,} och Q) = {y1,...,ym}
(m <k <mn).Satt C; = {x; : p(z;) = y;} Da géller

{wiinw) =y} = |J ={wi:&w) =z}

:L‘uECj

Lat f, och f¢ vara frekvensfunktionerna for n resp. . Vi har

Exempel 4.12 Lat ¢(§) = a& + b. Da fas

k

E(p(€)) = Blas+b) = > (az, +b)fe(x,)

u=1
k

k
= a) wufe(wa) + b)Y felwa) = aB(§) +b.
u=1

u=1

Definition 4.13 Lat £ vara en stokastisk variabel med véntevérdet E(£). Variansen for & &r
talet

V(&) = E((¢ - E(©)°).

Den positiva kvadratroten av variansen kallas standardavvikelsen for € och betecknas D(§).
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Variansen méter variationen for £ kring vintevérdet, dvs den ar ett slags spridningsmatt.

Enligt Sats 4.11 géller att

Sats 4.14
a) V(¢) = B(¢) — (E(9))".
b) V(c) =0, c &r en konstant.

c) V(a& +b) = a®>V(€), a,b konstanter.

Bevis

a) Sétt E(§) = p; vi har

k
V(©) = B~ ) = (@i = n)*f (@)
k - k k
= (@f +p® = 2uw) f(ws) = > alf(x)+p>) f
=1 =1 =1
k
=N @ f(w) +p? —2u-p = EB(E) - (B©)%
=1

Fallen b) och ¢) ldmnas till l4saren som 6vningsuppgifter.

Exempel 4.15 Lat ¢ vara likformigt fordelad over Q = {1,2,...,n}. Da ar E(§) = =5

(enligt Exempel 4.9). Vi skall bestimma variansen for &:

BE) =) @0 =)
=1 =1

For att berikna summan Y ., i observera att i? = W
fas (utfor rékningen!)

z": 2 _nn+1)2n+1)

: B 6 '

=1
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k
(z:) — 2p Z wi f (;)
i1

1

3

O

14+n

(verifiera dettal). Da



Foljaktligen

V() =E(?) - (E(9))? = nn+1)2n+1) (n+ 1)2

6 2
n%—1
12

Exempel 4.16 (Binomialférdelning)

Lat n vara ett positivt heltal och 0 < p < 1. Sétt
flk) = (Z);;’“(l —p)"*, ke{0,1,2,...,n}.
Vi skall visa att f ar en frekvensfunktion:
(i) Det &r klart att f(k) >0, k=0,1,2,...,n.

(ii) Vidare ar

enligt binomialteoremet.

Talen n och p kallas fordelningens parametrar. Att en stokastisk variabel &r binomialfordelad
med parametrarna n och p betecknas & ~ Bin(n, p).
Vi bestdmmer vantevérdet for &:

n

E@) =Yk f(k) = Zk@p’“u—p)"—’f
k=0

k=0

k=1
- (n—11) k—1 n—k
= 1
pkz_: TR R
Satt m =k — 1, da fas
- n—1 m n—1l—-m
E@) = np) T P
— n—1 m n—1-m
=mp)y () r(-p) = np,
m=0



enligt binomialteoremet.

For att bestimma variansen behovs E(£2). Vi utgar fran

BEE-1) = D k(k=1) f(k)
k=0
P& samma sétt som ovan fas att E(£(¢ — 1)) = n(n — 1)p?. Saledes

V(&) = E(&%) -~ E(§)* = B(§(¢ - 1)) + E(6) — E(¢)°

=n(n—1)p* +np — n’p> = np(1 — p).
Exempel 4.17 (Hypergeometrisk fordelning)

Lat N, N1, N2 och n vara positiva heltal sadana att N = N7 + Ny och n < min(Ny, Na). Sétt
Ni\( N
(%) (a2%)
(%)

n

Vi skall visa att f ar en frekvensfunktion:

f(k) = , k€ {0,1,...,n}.

(i) Det &r klart att f(k) >0, k=0,1,...,n
(ii) Vidare &r Y, f(k) =1, ty
z": N\[ N2\  (Ni+N;\ (N
E)\n—k) n ~\n)’
k=0
(se 6vningsuppgift 9, kapitel 2).

Att en stokastisk variabel & dr hypergeometriskt fordelad med parametrarna N, N1, n beteck-
nas & ~ Hyp(IN, N1, n). Vi bestammer vintevirdet for &:

n n N2 )
E@€) =Y kf Zkz
par = )
n N;p! No!
RI(N1—R)! (n—Fk)[(Na—ntk)!
- Zk N1
k=0 A(N—n)!
n (Nl_l)! No!
B N G—DI(N1—F) (n—F)[(N2—ntk)!
- N Z (N_1)!
k=1 =DIN=n)!
n N N:
S
N k=1 n 1)
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Satt m = k — 1; da fas

Nl — (Ngl) (n—]yg—m) _ Nl
= n - W . W = N W’
m=0 n—1

Vid berdkningen av variansen utgar man fran uttrycket

Foljaktligen

V() = E(€) - (E(©)® = E(6(€ - 1)) +E©) — (E(€))?
N1 N — N1 N —n
"N N 'N-1

Satt % =p, N?VNl =1—p=:q. Dafas E(§) = np, V(&) = npq %:’11

Exempel 4.18 (Poissonférdelning)
Lat A > 0 och sétt

Vi visar att f &r en frekvensfunktion:
(i) Det &r klart att f(k) >0, k=0,1,...

(ii) Vidare &r Y 72 f(k) =1, ty

A A - )‘k A A
H (& = € Z F = e et =1.
k=0 k=0

(Vi har anvint MacLaurinutvecklingen for e*; e* =1+ x + g—? + :g—? + ...). Att en stokastisk

variabel £ dr Poissonfordelad med parametern A betecknas & ~ Po().

Vi bestdmmer vintevardet:

00 00 k
BE) = Yk k) = Dk oy e
k=0 k=0 ’
o )\k 3 3 o0 )\k—l
:Z(k;—w‘BA AGAZU@—W = A
k=0 k=
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Variansen #r V(€) = A. Saledes sammanfaller vinteviirdet och variansen fér en Poissonfor-

delad stokastisk variabel.

Exempel 4.19 (Geometrisk fordelning)

Lat 0 < p < 1 och sétt
fB) =0 —p)Ftp ke{1,23.}.

Det giller att

EE) = Y kf(k) =Y k1-p*'p = p> k(1-p)*!
k=1 k=1 k=1

For att berdikna summan Y 5o k(1 — p)F~1 siitt h(x) =352, (1 —2)%, 0<z < 1.

Vi kan deriveral h(z) genom att derivera under summationstecknet; da fas

A andra sidan

k=1 k=1
1 11—z
- (1— —
(1-2) 1—(1—2x) x
foljaktligen

d 1
—h(z) = ——. 2
T h(z) = - 2)

'Detta giller inte i allménhet; hiir giller det eftersom h dr en potensserie med konvergensradien 1 (Se t.ex.

Sjoberg: Analytiska funktioner avsnitt 8.5)
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Ur (1) och (2) foljer

(e 9]

1
E k—1 __
_k:1k‘(1—x) = —F

Hérav foljer att
e 1
E@) =p) k(1-p)*" = p- 5=
k=1

Variansen beréiknas pa ett analogt sétt:

1—p
Ve =——

Vi betraktar nu det andra fallet:

Stokastiska variabler som har en tithet

Definition 4.20 Lat { vara en stokastisk variabel vars vérdeméngd &r ett intervall Q¢ =
(a,b). Man sidger att £ har en tathet f om

P(e e A) = /A f(z)dz,

dir A C Q¢ dr en union av ett dndligt (eller hogst numrerbart) antal 6ppna intervall, dvs
A=U" L, I € Q¢ = (a,b) (eller A =2, L).

Funktionen f kallas &ven frekvensfunktionen for &.

Ur Definition 4.19 foljer att en téthet (frekvensfunktion) f uppfyller
(i) f(z) =20, z € Q¢ = (a,b)
(i) [?f(z)dz =1.

Fordelningsfunktionen for & definieras pa samma sétt som i det dndliga fallet, dvs

F(x)=P(E<x), x eR.

Foljaktligen giller att

0, r < a,
F(z)= ff f(x)dz, a<x <D,
1, x> b.
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Vidare #r F kontinuerlig, icke-avtagande och - F(z) = f(x) i de punkter dir F' &r deriverbar.
Om a = —oo och b = 400 giller det att lim, ,_ F(x) = 0 och lim,; 4 F(z) = 1. Ur

definitionen foljer ocksa

P(a:lgfgxz):P(xl<§§x2):P(m1§§<x2)

=P(z1 <€ <a) = /QE2 f(z)dr = F(x2) — F(x1).

Exempel 4.21 Betrakta funktionen f : © ~ cz, ¢ > 0. Eftersom f > 0 pa [0,00) kan vi

bestdmma konstanten ¢ sa att f blir en frekvensfunktion pa [0, 1].
Vi har
1 1
/ f(x)dle(z)/ crdr=1
0 0
2] ¢
x} =l -—=1<=c=2.
0 2

Férdelningsfunktionen #r F(z) = [ 2t dt = [t*]§ = 2?, = € [0,1] och F(z) =0da z <0
samt F(r) =1daz > 1.

Definition 4.22 Vintevirdet for € ar
b
BO) = [ af(w)is

Da a = —oo och/eller b = 400 dr vintevirdet en generaliserad integral och kan vara divergent.

Om detta ar fallet séiges den stokastiska variabeln sakna vantevirde.

Utan bevis ger vi féljande sats:

Sats 4.23 Lat ¢ vara en funktion fran R till R. Vantevirdet for den sammansatta variabeln

(&) ar (forutsatt att det existerar)

b
B(p(¢)) = / (@) f(x)d.

Definition 4.24 Lat E(£) = p. Variansen for £ &r

b
VIO = B((€ - w?) = [ (o - wPf (@)

Sats 4.25  a) V(£) =E(¢?) — (E(¢))?
b) V(c) =0, ¢ ér en konstant
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c) V(a& +b) = a®V ().

Bevis Jir Sats 4.14. O

Exempel 4.26 (Likformig férdelning)

En stokastisk variabel ¢ &r likformigt fordelad 6ver intervallet (a,b) om den har tétheten

1
f(@) = b_a T€ (a,b).
Funktionen f uppfyller

(i) f>0och

(i) [0 f(a)de = [0 ;L de=1.

b a® + ab+ b?
E(¢?) = /a 22 flx)dr =..= 3
— )2
V() = EE) - (B(©)? =..= "

Exempel 4.27 (Exponentialférdelning)

En stokastisk variabel £ &r exponentialfordelad med parametern A > 0 om den har téitheten

f(z) = xe™® >0.

Da ar
o0 B oo g B B
/0 f(z)dz _/0 e Mdr = ... = 1,
RO = [ o s@is .= 5,
BE) = [ e ==
2 1 1
VO=%"%=x
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Exempel 4.28 (Normalférdelning)

En stokastisk variabel ¢ dr normalférdelad med parametrarna g och ¢ > 0 om den har
tétheten (se fig. 4.1)
(@) 1 _(e=p)? cR
x) = e 22 | x .
V2mo?
Att [ f(z)dz =1 kan bevisas genom att beréikna dubbelintegralen [~ [*° f(y) f(z)dydx

(se t.ex. Bjorup & Edén: Analys i en och flera dimensioner s. 213 och 6vning 441).

i f(x)

fig. 4.1

Observera att f dr symmetrisk kring punkten p. Det géller

E(&):/ooxf(a:)dx ——

(Utfor integrationernal)
Att € &r normalférdelad med parametrarna p och o betecknas & ~ N(u, o).

Betrakta variabeln n = af + b, dér a och b dr konstanter. Da giller E(n) = aE(§) + b =
ap + b, V(n) = a®V(¢) = a?0? och vidare (utan bevis) n = a& + b #r normalférdelad
med parametrarna ap + b, |alo (n ~ N(ap + b, |alo)).

Foljaktligen géller att den standardiserade variabeln { = %‘ adr normalférdelad med
parametrarna 0 och 1 (C ~ N(O0, 1))
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Fordelningsfunktionen for den standardiserade normalférdelningen (dvs = 0, o = 1) be-
tecknas ¢:

Lat £ ~ N(100,10). Vi bestdmmer

P(¢ < 125) =

p-U

10

( €100 _ 125—100)
(g<2 5) = ¢(2,5) ~ 0,9938,

PE>92) = P(c> ) = P> -08)
— 1-¢(—0,8) = $(0,8) ~ 0,7881
P(85 < £ <112) = P(C<1,2)—P(C < —1,5)
— 6(1,2) - 6(~1,5)
= ¢(1,2) + 6(1,5) — 1 ~ 0,8181.
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Ovningsuppgifter

10.

11.

12.

. En bilhandlare har femton bilar i ett lager. Av dessa dr fem felfria och de 6vriga har

mindre felaktigheter. Man viéljer pa mafa fyra bilar i lagret. Lat £ vara antalet dérvid

erhallna felfria bilar. Bestdm frekvensfunktionen for €.

. En urna innehaller fem kulor markerade 1, 3, 3, 4, 5. Man tar pa mafa med aterlaggning

tva kulor ur urnan. Bestdm frekvensfunktionen for skillnaden mellan den storsta och

minsta erhallna podngen.

Betrakta samma urna som i foregaende 6vning. Man tar pa mafa tva kulor ur urnan

utan aterliggning. Bestdm frekvensfunktionen for den erhallna podngsumman.

Den stokastiska variabeln &, med Q¢ = {1,2, 3,4}, har frekvensfunktionen f¢(z) = ax.

Bestim a samt frekvensfunktionen for variabeln n = (¢ — 3)2.

. En stokastisk variabel & har frekvensfunktionen

f(z)=0,2, x € {-2,-1,0,1,2}.
Bestdm utfallsrum och frekvensfunktion fér a) |¢| b) &2

I ett lotteri finns 100 lotter, av vilka 50 inte ger nagon vinst, 30 ger vinsten 2 mk, 10
vinsten 10 mk, 8 vinsten 20 mk och 2 vinsten 50 mk. Lat £ vara vinsten om man koper

en lott. Bestdam vintevirdet E(). Vad &r ett rimligt pris pa lotterna?

Bestédm a) véntevirdet b) variansen for den stokastiska variabeln som inférdes i 6vning

2.

Bestdm a) vinteviirdet b) variansen for den stokastiska variabeln som inférdes i 6vning
5 a) och b).

For en stokastisk variabel ¢ géller E(§) = 7 och D(§) = 5. Berékna véntevardet och

standardavvikelsen for variabeln n = 10 — 2€.

Lat £ vara en stokastisk variabel med vintevirdet E(£) och standardavvikelsen D().

Man bildar variabeln n = g—D}(Eg()g). Visa att E(n) = 0 och D(n) = 1.

Berikna variansen for en stokastisk variabel med a) binomial b) hypergeometrisk
c) Poisson d) geometrisk fordelning.

(Pascalférdelning) Lat n vara ett positivt heltal och 0 < p < 1. Bevisa att
k—1

f(k) = (n B 1)])”(1 —p)F " k={nn+1,n+2 ..}

ar en frekvensfunktion samt bestdm vantevardet och variansen.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Visa att foljande funktioner dr frekvensfunktioner:

a) f(x)=(n+1)2", z€(0,1), n>0

b) f(r) = —2=, v € (0,1)

Bestéim konstanten k sa att f(z) = k e~1*=%, 2 € R, blir en frekvensfunktion.

Visa att F(z) = Zarcsiny/z, = € (0,1) dr en fordelningsfunktion. Bestdm frekvens-

funktionen samt berdkna foljande sannolikheter

P(0 < ¢ <0,5), P(0,25 < £ <0,5) och P(|¢ — 0,5 > 0,25)

Bestam vantevardet och variansen for en stokastisk variabel med den frekvensfunktion

som infoérdes i 6vning 13 a) och b).

(Cauchyfordelning) Bstim konstanten ¢ sa att f(z) x € R, blir en frekvens-

— Cc
= 5%
funktion. Visa att véntevirdet ej existerar (och saledes inte heller variansen).

En stokastisk variabel & dr normalférdelad med parametrarna 50, 10 (f ~ N(50, 10)).
Bestam foljande sannolikheter

a) P({ < 65) b) P(§ < 25) c) P(§ > 35) d) P(§ > 70)

e) P(40 < £ <60) f) P(J€ —50] <20) g) P(|¢—50] > 15).
Mellan vilka symmetriska virden pa pu faller 95 %, 99 % respektive 99,9 % av den

standardiserade normalfordelningen?

For en normalfordelad stokastisk variabel ¢ géller att P(—oo < & < 40) = 0,3085 och
att P(40 < & < 60) = 0,3830. Bestdm véntevirde och standardavvikelse for variabeln

¢.
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