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6 Serieutvecklingar

6.1 Taylors och Maclaurins formler

Polynom och rationella funktioner kan beréknas exakt for alla argumentvéarden.
De 8vriga elementédra funktionerna e®, z®, Inz, cosz, sinz, ... . kan berdknas
exakt endast i undantagsfall fér speciella virden pa argumentet. Vanligen far
man néja sig med ndrmevirden. Dessa kan erhallas genom att approximera
en funktion y = f(z) med polynom (eller rationella funktioner). Noggrant
nidrmevirde kriver vanligen approximation av hogt gradtal.

Exempel 6.1. Antag att vi vill approximera y = f(z) = ¢* med polynom i
en liten omgivning av punkten z = 0. Vi har att f(0) = f/(0) = f”(0) = 1,
eftersom fM(z) =e*, n=0,1,2,....
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Antag att f(z) och f'(z), f"(z), ..., f™(z) &r kontinuerliga i en om-

givning av punkten z = a.

Problem: Sk ett polynom P,(z) av gradtal n sadant att

Po(a) = f(a), Py(a) = f'(a), ..., P{"(a) = f™(a).

Vi gor ansatsen

Pi(z)=ag+ai(z —a)+ag(z —a)*+ ... +ap(z—a)"
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och bestdmmer konstanterna ag, a1, ... ,a, . D& mérker vi att (kolla dettal)

f*(a)

W) = ¥(a) & ay = T2

k=0,1,...,n.

Polynomet

f"(a)

o
o) (m—a)2+...+f ( )(a:—a)" (6.1)

n!

Fy(z) = f(a)+ f'(a) (z - a) +

kallas Taylorpolynomet av ordning n kring z = a for funktionen f(z).
Speciellt om a = 0 far vi Maclaurinpolynomet av ordning n for funk-
tionen f(x),

Q) (m)(Q
P,(z) :f(0)+f’(0)m+f¥x2+...+fn—'()m”. (6.2)

Da en funktion f(z) approximeras i en punkt z = a med sitt Taylorpoly-
nom kan felet i en omgivning av z = a uttryckas med hjilp av Lagranges

restterm R,(z). Vi har ndmligen:

Sats 6.1. (Taylors formel.) Antag att f(z), f'(z),..., ™ (z) &r konti-
nuerliga funktioner i en omgivning av a, alltsa for |z — a| < d, for nigot
d > 0. Da géller

" (n) a
1@ = 1@+ @ @0+ L2 @ —ap 4+ D ay +Rya),
| ' (6.3)
déar Lagranges restterm ges av
R,(z) = z(—w (z —a)"*, €£€la,1]. (6.4)

(n+1)!

Vi séiger att vi har Taylorutvecklat funktionen f(z) kring punkten a.
Om vi viljer @ = 0 utfér vi Maclaurinutveckling av f(z).

I fortsdttningen behandlar vi Maclaurinutveckling, dvs. a = 0. Om vi vill
Taylorutveckla f(z) kring z = a, kan vi Maclaurinutveckla funktionen

g(z) = f(z +a)

och byta  mot  — a i den erhallna Maclaurinutvecklingen.
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Sats 6.2. (Maclaurins formel.) Antag att f(z), f'(z),..., f™+)(z) &r kon-
tinuerliga funktioner i en omgivning av 0, alltsé for |z| < d, fér nagot d > 0.
D& géller

" (n)
1@ =10+ r@e+ L 1 Qi p @) o)

dér Lagranges restterm ges av

f(n+1)(§) n+1
R,(z) = mm , £€]0,z]. (6.6)

Resttermen R,(x) anger felet i approximationen,
f(z) — Po(z) = Rn(2). (6.7)

Bevis av Sats 6.2, Vi fixerar ett x sadant att 0 < z < d, (analogt bevis for
—d < z < 0), och skriver

f(@) = 1(0) + / " p)dt. (6.8)

Diérefter utfor vi partiell integration i (6.8),

f@) = 10+ [ +0) 0] - [t +0) 0,
Nu viiljs integrationskonstanten C = —z, (vi har ju ett fixt z), och vi far

f(@) = £(0) + F(0)z + /O Yo t) 1(6) dt.

Om vi fortsitter att integrera partiellt n ganger far vi (kollal):

n (k) O AL
flz)=>" f—k,(o—)x"‘ +/ %f”‘“)(t) dt .
k=0 ' 0 '

Definiera nu funktionen g(¢) genom
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Da &r g(t) > 0 i intervallet [0, ] och med stéd av Sats 5.6 (generaliserade
medelvirdessatsen) far vi att det existerar ett £ € [0, z] sddant att

rue) = [ poyae— [ g0 o0 ar

[m—wﬁﬁ—n”
n!(n+1)

= fH(¢) /mg(t) dt = f™(¢)
0

i

(n + H

= () R

Vi kan nu omskriva resttermen R, (z) med hjilp av en funktion H(z),

n+1
R,(z) = Fot(g) (nx+ i = H(z)z"™,
o foreE)
H(z) = CEEN (6.9)

D& f+1(z) &r kontinuerlig for z € [—d,d] far vi att H(z) #r begrinsad i
[—d, d]. Vi far da fsljande sats:

Sats 6.3. Antag att f(z), f'(z),..., f®*)(z) ar kontinuerliga funktioner i
en omgivning av 0, alltsd for |z| < d, for nagot d > 0. D& géller

Ro(w) = f(z) = Pulz) = H(z) - 2™, (6.10)
dér funktionen H(z) dr begrénsad i en omgivning |z| < d av 0.
Man kan visa féljande entydighetssats for Maclaurinutvecklingen:

Sats 6.4. Antag att f(z), f'(z),..., f®tY(z) ar kontinuerliga funktioner i
en omgivning av 0, alltsd for |z| < d, for ndgot d > 0, och att

flz) =ap+az+ ...+ apz" + 2" H(z) = p(z) + " H(x),

dar H(z) &r begrénsad i en omgivning |z| < d av z = 0. D& &r p(z) identiskt
lika med Maclaurinpolynomet P,(z), alltsa géller det att

AU

a’kf - k‘! ¥
W

Exempel 6.2. Bestdam Maclaurinpolynomet av ordning 2 till f(z) =e™".

k=0,1,...,n.




6.2 Maclaurinutveckling av nagra standardfunktioner
Vi héarleder sex Maclaurinutvecklingar som boér memoreras.
1. Fér f(z) = €* har vi att f®)(2) = €®, k= 0,1,2,.... D4 koefficien-

ten ay, for termen ayz* i Maclaurinpolynomet ges av ay = f*)(0)/k!,
erhéller vi Maclaurinutvecklingen for exponentialfunktionen,

2 3 n
F=14+T+ ot o+ Ry(a). (6.11)
2 6 n!
Vidare har vi att
41
lim Ry(z) = lim € =0 forallazeR. (6.12)
n—00 N—00 (n 1)‘

9. Fér funktionen f(z) = sinz &r det enkelt att verifiera att f%(0) =0
och f@r+1)(0) = (—1)*. D4 far vi Maclaurinutvecklingen

m2n+1

Sinsc:x————|—————-+..,+(—1)"W+R2n+g(m), (6.13)

lim Ropye(z) = lim M:ﬂ”” =0 forallazeR. (6.14)

3. For f(z) = cosz har vi att f@**D(0) = 0 och fe0) = (=1)™
Dérmed erhalls Maclaurinutvecklingen

22 ozt =z

cosm=1——2—!+a~-6—!

6 m2n

+...+(—1)nzén—>!+R2n+1($), (615)

dar

. O e :
nh_)ngo Ropsi(z) = nh_)ngo o) x =0 forallazeR. (6.16)
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4. For f(z) = In(1 + z) visar man latt att f((0) = (—1)* 1 (n — 1)L Vi
far da Maclaurinutvecklingen

I "
In(1 =g — — — 4. 1)t , ,
n(l+z)==z s tg -7t +(-1) n+Rn(x) (6.17)
Man kan visa att
lim R,(z)=0 for —1<z<1. (6.18)
00

5. D& f(z) = (142)?, dér a € R, géller f(M(0) =a(a—1)-...-(a—n+1).
Vi far Maclaurinutvecklingen

ala—1) , +a(a—1)'...-(a—n+1)w

(1+z)* = 14a T +... py "+R,(z)
' ' (6.19)
Man kan visa att
lim R,(z) =0 for —1<az<1. (6.20)

00

6. Betrakta nu funktionen f(z) = arctanz. For z # 1 har vi den geomet-
riska summan

1 — n+1
l+z+2%4+.. 42" = ad
1—2z
Om vi i denna formel insétter x = —t2 far vi:
1— (_1>n+1 t2n+2
1__t2 t4_t6 D __lnth: ,
+ o+ (1) 14 ¢2

vilket ger oss formeln
1

1+ ¢2

Om vi integrerar bada leden i (6.21) dver intervallet [0, z] erhalls

x dt xs 585 337 m2n+1 T t2n+2
- T T LT e —1"“/ dt
/0 i s S S VA o S StV A e

=

arctanx = Py 1(z) + (—1)"! /0 R

(_1)n+1 t2n+2

1+ (6.21)

=1 -4+t =54+ (=)

T p2n+2
dt.
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Nu kan man visa att det finns en funktion H(z) begrénsad i en omgiv-
ning av x = 0 sddan att i en omgivning av 0 géller

n-1 v t2n+2 2n+3
(—1) =" H(z).
0

Men d& ger ju entydighetssatsen, Sats 6.4, att Pa,y1(z) dr Maclaurin-
polynomet av ordning 2n + 1 till arctan« och vi far

. D B ¢ g2n+1

arctanz = z — ) + T +... 4+ (=1 1 + Ropya(z), (6.22)
dér man kan visa att

lim Rgpyo(z) =0 for —1<2z<1. (6.23)

n—oo

Exempel 6.3. Utveckla funktionen sin z? i Maclaurinserie.
Losning: Med hjilp av funktionen H(t) begrénsad i en omgivning av ¢t = 0
kan vi skriva

t3 t5 1 th—l ol
nt=¢t— —+——... S D ln—— R S A
sint =t— g g+ )T T T ®)
Om vi sétter t = 22 erhalls
213 2\5 2\2n—1
2 _ 9 (z?) (z?) n—1 (z%) 2\ 241 2
6 10 An—2
2T T _qy—1 T 4n+2
=T -ty (1) ————(2n_1>!+m G(z),

dér H(z) och G(z) &r begrénsade i en omgivning av z = 0.

Exempel 6.4. Berikna Maclaurinpolynomet av ordning 4 till f(z) = 7%,




6.3 Beridkning av grinsvirden

En viktig tillampning av Maclaurinutveckling &r att berdkna gransvéarden.
Vi belyser metodiken med hjélp av nagra exempel.

Exempel 6.5. Berdkna gransvérdet

. eF—1—sinz
m—
- z—0 g arctanc

Losning: Vi har foljande utvecklingar

arctanz = z — z° Hy(z),
z arctanz = 2% — z* Hy(z),

2
xT
e””:1+x+§+m3HQ(m),

sinz = x — z° Hy(z),

dér Hy(z), Ha(z) och Hs(z) &r begrédnsade i en omgivning av z = 0. Vi
undersoker kvoten

e —1—sinz (1+m+§+w3H2(m))—1—(a:——a:SHg,(ac))
¢ arctanz z? — 24 Hy(x)
_ %z—ﬂ—LUBH;l(:E) _ %—*—.’ZJH4(CI?)

T2 —a2tHi(z) 11— 122 Hi(2)

(Hy(z) = Ha(z) — H3(z))
— % , daz—0.

Exempel 6.6. Bestdm X
lirr(l)(cos z)s" .
r—

Exempel 6.7. Visa att man kan bestimma a och b s& att

. e +4asinz+b
lim
20 In(cosz) + z?

existerar. Ange a och b, samt bestdm gréansvérdet.

Exempel 6.8. Berikna
et — 1
lim
x—0 _'E2
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P’Hospitals regel

Antag att f(0) = ¢(0) = 0, att f’(z) och ¢g”(z) &r kontinuerliga i en
omgivning av z = 0, samt att g’(0) # 0. D& fas med hjilp av Maclaurinut-
veckling att

lim&_ im f(0) 4 f'(0) x 4 2? Hy(x) ~ lim f(0) + z Hy(z)
z—0 g(a:) z—0 g(o /(0) T z? HQ(QZ) 2z—0 g’(O) +z H2(a;)
@
20 g'(z)

Detta kallas I'Hospitals regel. Om nu f/(0) = ¢’(0) = 0, men ¢”(0) # 0
och f"(z) och g"(z) &r kontinuerliga i en omgivning av 0 kan man tillimpa
regeln pa kvoten f/'(z)/g'(z) och far:
! 12
limf—(mlz limf(m) =lim—f—@.
—0 g :E) z—0 g/(m) z—0 g”({]})

Exempel 6.9. Berikna

1 —coshz
lim ———— .
z—0 ;U2

Losning: Forutsidttningarna for att tillampa I’Hospitals regel tva ganger &r
uppfyllda och vi erhaller:
1 —coshx lim = sinh z . —coshz 1

lim ——— = lim = lim ———— = ——
z—0 z2 z—0 ox z—0 2 2

Fastén I’Hospitals regel i ménga fall 4r bekvam att anvénda, behéver den
inte alltid leda till enklare gransvardesbestamningar. Ett forstk att tillampa
regeln pé grinsvardet 1 Exempel 6.8 belyser detta sakforhallande!




