5 Integraler

5.1 Definitioner och rikneregler

Antag att vi har en begrénsad och positiv funktion pa ett slutet (&ndligt)

intervall [a, b]. Y
3
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Vi stiller oss fragan: Vilket &r ett limpligt matt pa arean A av omrédet som
begrinsas av z-axeln, grafen y = f(z) samt linjerna x = a och z = 07

Antag nu att f(z) ar begriansad pa [a, b] och att detta intervall delas in i
n delar med delningspunkterna

a=20<T1< ... <Zp1<Typ=0>0.
Vi infoér beteckningarna
dk:[xk—l,mk] och Awk=mk~wk_1, k’=1,2,...,7’b,

for det k:te delintervallet och dess langd.

Da f(z) &r begriansad pa intervallet dj finns det ett entydigt bestdmt
minsta tal M}, (stérsta tal my) sadant att f(z) < My (f(z) = mk) Pé di.
Detta tal kallas supremum (infimum) av f(z) pa di. Om f(z) &ér kontinuerlig
sammanfaller My (my) med maximivérdet (minimivérdet) av f(z) pa di.
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Summorna S, och s, definierade av

n n
Sp = Z M; Az; och s, = ij Az,
j=1

j=1
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5.1 Definitioner och rdkneregler 119

kallas en 8versumma respektive en undersumma till f(z) pa [a, b]. Det ar
naturligt att uppfatta S, och s, som en &verskattning respektive underskatt-
ning av arean A i de fall f(z) > 0 pa [a, b].

Om vi har en 6versumma S, svarande mot en indelning {z;}}_, och en
undersumma s, svarande mot en annan indelning {Z;}72, s& géller det att

S'm_<..STL’

ty om vi bildar en ny forfinad indelning {%;}/_, sidan att alla intervallénd-
punkter z; och Z; ingdr i denna fir vi att

Sm < 8p <8, < Sy

Vi har alltsd att méngden av alla 6versummor (undersummor) svarande mot
alla ténkbara #ndliga indelningar av [a,b] &r neddt begrédnsad (uppat be-
grinsad) av en godtyckligt vald undersumma (6versumma). D4 existerar det
ett entydigt bestamt storsta tal M(f) sddant att M(f) < S, och ett entydigt
bestimt minsta tal m(f) sddant att s, < m(f) for alla &ndliga indelningar
av [a, b], med andra ord

M(f) = inf{S,} och m(f)=sup{sp}. (5.1)

Nu kan vi definiera vad som avses med att f(z) dr integrerbar éver [a, b] och
vad som avses med integralen av f(z) over [a,b].

Definition 5.1. Antag att f(z) dr en begrénsad funktion pa det &ndliga
intervallet [a,b]. Om

m(f) = M(f) = 1(f),

sidger vi att funktionen f(z) &r (Riemann)integrerbar over [a,b]. Talet
I(f) kallas integralen av f(z) 6ver [a,b] och betecknas

b
| te)ds. (5.2)

(Vilket utldses: Integralen fran a till b av f(z)dz.) Om f(z) &r integrerbar
over [a, b] s& definieras

v/baf(cc)d:v:-—/abf(:n)da: och /aaf(x)d:U::O, (5.3)



120 5 Integraler

Om f(z) > 0 och integrerbar &ver [a,b] definieras arean A i den inledande
fragan i detta avsnitt genom
b
- [ fa)as
a

Exempel 5.1. Det finns begrinsade funktioner som inte &r integrerbara.
Om vi pa intervallet [0, 1] definierar f(z) genom

1, om z &r ett rationellt tal,
f(z) = {0, om z Ar ett irrationellt tal,
sa géller
$,=0 och §,=1
for alla &ndliga indelningar av [0, 1], s& f(z) &r inte integrerbar over [0, 1].
For kontinuerliga funktioner har vi dock féljande viktiga resultat (vars

bevis kraver fortrogenhet med begreppet likformig kontinuitet som behandlas
i kursen Analys I).

Sats 5.1. Om funktionen f(z) &r kontinuerlig pé det &ndliga slutna inter-
vallet [a,b], s& &r f(z) integrerbar &ver [a, b].

Vi kommer senare att se att en kontinuerlig funktion pa ett dppet eller
halvoppet #ndligt intervall inte beh&ver vara integrerbar.

Exempel 5.2. Betrakta den kontinuerliga funktionen f(z) = x pé intervallet
[0,1]. Sats 5.1 ger att den #r integrerbar. Vi skall bestdmma integralen I(f)
med hjélp av dver- och undersummor och gér den ekvidistanta indelningen

k
T = —, kJ:O? y T
n
D& har vi att
1 k -1
ACEk'::IIk—SEk_l:— och Mk=——,mk,‘—‘-k ) k)‘———l,...,n.
n n 0
Vi erhaller 6éver- och undersummorna
n+1) 1 1
S, = M A —
~ 3" My Ay = Z S to
Ic 1 k: R k=1
k=11 _ 1 ¢ (n—1n 1 1
A ——:-——- e = —— T e—
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Eftersom s, < I(f) < S, for alla n géller

55 <10 <

1
2 2n +§E’

for alla n, sa vi drar slutsatsen att

1
I(f)z/o wdm:%.

Antag nu att f(z) &r kontinuerlig pd det #ndliga slutna intervallet [a, b]
med integralen I(f). Vi bildar en f6ljd {A,} av allt finare indelningar

CApra=x9g< <. . <2y =0b
av intervallet [a,b], med egenskapen att

max Az — 0, dan— o0.
1<k<n

Fér varje indelning A, viljer vi godtyckligt talen & € [zp—1, 2], k=1,...,n
och definerar summan

R(An) = F(&) Az, (5.4)

som kallas Riemannsumman.

(Y : : ;
: . : ‘23:(:“)

Simoe BO sea,
- .- -

1 |
: L -
t 4 —t > X
Xo:afl Xy "il Xy ;3b-=x3

Vi har da foljande resultat for kontinuerliga funktioner:

Sats 5.2. Antag att f(z) dr kontinuerlig pa det &dndliga slutna intervallet
[a,b]. DA giller

n—oo

1(f) = / ' @) do = lim R(A) = lim iﬂgnmj- (5.5)
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Bevis: Definitionen av R(A,) ger att
Sp < R(An) < Sn

for alla n. A andra sidan har vi, pa grund av konstruktionen av féljden {A,}
av allt finare indelningar, att

lim s, = lim S, = I(f),

n-—o0 n—0o0

s& vi drar slutsatsen att R(A,) — I(f) ddn — co0. O

Valet av beteckningen f: f(z) dz kan motiveras med formel (5.5), 15st
uttryckt: f(x)dz svarar mot f(&;) Az; och fab mot %, da vi later n — oo.

Exempel 5.3. Berikna f: kdz, dir k 4r en konstant, dvs f(z) = k pa [a, b].
Med stéd av Sats 5.2 far vi att

b n ) n
/ kdz = lim > f(§) Az; = lim Y kAz; = lim k ZAm,
a n—oo j:l n—ooo j:l n—oo

= lim k(b—a)=k(b—a).
n—oo
Foljande sats med ridkneregler for integraler ges utan bevis.

Sats 5.3. Antag att de pa det slutna och dndliga intervallet [a, b] begrénsade
funktionerna f(x) och g(z) &r integrerbara. D& géller:

b b

/ k f(z) dmzk/ f(z)dz, Kk konstant, (5.6)
ab ‘ b b

| @ +g@nde= [ p@)do+ [ gfa)de. (5.7)
b

)<g()paab:>/f d:v</g()da:, (5.8)

/f dm—/f d:l:+/f a<c<b. (5.9)

Ett viktigt specialfall av formel (5.8) 4r da f(z) = 0,

b
g(z) >0 pa [a,b] = / g(z)dx > 0. (5.10)



5.2 Kopplingen mellan integral och primitiv funktion

En begrinsad funktion pd det slutna #ndliga intervallet [a, b] &r styckevis
kontinuerlig om den &r kontinuerlig pa [a, b] utom i ett &ndligt antal punkter
dir den har sprang. For dylika funktioner géller foljande resultat

Sats 5.4. Om funktionen f(z) &r styckevis kontinuerlig pd det dndliga slutna
intervallet [a, b], 84 #r den integrerbar dver [a,b] och

/be<m>dx|:g ]Cblf(w)ldw- (5.11)

Bevis. 1. Vi kan indela [a,b] i n stycken slutna delintervall I,..., I, pa
vilka, f(z) &r kontinuerlig (fsrutom eventuella sprang i intervallindpunkter)
och dirmed integrerbar med integralerna I1(f),. .., I,(f). Detta betyder att
for varje € > 0 kan vi konstruera en indelning av hela intervallet [a,b] s&
att indelningen innehaller alla intervallindpunkter for Iy, ..., I, och s& att
for over- respektive undersummorna S; och s; pa intervallet I;, ¢ = 1,...,n,
géller att S; —s; < £, For S = S iSioch s =3"",s; som dr dver- och
undersumma pd [a,b] giller S — s < ¢, s& f #r integrerbar Gver [a,b] med
I(f) = h(f) + .+ L),

2. Funktionen |f(z)| &r ocksd stykevis kontinuerlig pa [a,b] sd den &r
integerebar dver [a, b]. Nu géller f(z) < |f(z)] och —f(z) < |f(z)| pa [a,b] ,
sé med stod av formel (5.8) fas att

iiﬂ@@gi%@Mw

Ett av vinsterleden sammanfaller med vénsterledet i (5.11). O

For en kontinuerlig positiv funktion f(z) pa ett dndligt slutet intervall
[a, b] verkar det klart att det finns ett € € [a, b] s& att rektangelarean f(€)(b—
«a) sammanfaller med arean av ytan mellan z-axeln och y = f(x).

A

4?&3) L — — f'\

.-‘<

SN

A\

L]

3

L

¢

3

14
CA.

=00y

123




124 5 Integraler

Vi formulerar integralkalkylens medelvirdessats:

Sats 5.5. Antag att f(z) &r kontinuerlig pa det slutna &ndliga intervallet
[a,b]. D& finns det ett £ € [a, b] sddant att

/fme=ﬂaw—@. (5.12)

Bevis: D& f(z) &r kontinuerlig pa [a, b] kan vi definiera

m = min f(z) och M = max f(z).

me[a,b] (I)G{a,b]

Med stod av att m < f(z) < M pa [a, b], Exempel 5.3 och formel (5.8) géller

m(b—a)=/abmda:S/abf(a;)dwg/abMd:cle(b—a).

Definiera
O f: f(z)dx

b—a
D4 giller: m < C < M. Eftersom f(z) ér kontinuerlig pé [a, b] ger satsen
om mellanliggande virden, Sats 2.7, att det finns ett & € [a, b] sadant att

fe)=c.o

Man kan ocksd bevisa foljande generalisering av medelvérdessatsen:

Sats 5.6. (Generaliserade medelvérdessatsen). Antag att f (z) och g(z) &r
kontinuerliga och att g(z) > 0 pa det slutna #ndliga intervallet [a,b]. D&
finns det ett & € [a, b] sddant att

b b :
/ﬂmmww#@/mmm. (5.13)

Exempel 5.4. Bestdm gransvirdet for talféljden
n+2 1
an:/ zsin—dzr, n=12,....
n z

(Se forelasningsanteckningar).
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Fsljande sats, analysens huvudsats, ger kopplingen mellan integral och
primitiv funktion.

Sats 5.7. Antag att f(z) &r kontinuerlig pa det slutna éndliga intervallet
[a, b] och definiera funktionen S(z) genom

S(m)-——/mf(t)dt, zeab. (5.14)

D4 ar S(z) en primitiv funktion till f(z) pa [a, b],
S'(z) = f(z), =z¢€lab]. (5.15)

Bevis: Tag godtyckligt zo € [a,b], bilda differenskvoten for S(z) i o och
tillimpa Sats 5.5 formel (5.12),

S (o + hf)b— S(z0) _ %(/:Mf(t) dt — /:0 £(®) dt)

1 zo+h
=z 5
= f(é-h) )
dér &, ligger mellan punkterna zo och zg + h. D& h — 0 har vi att &, — %o

och eftersom f(z) &r kontinuerlig i punkten z géller det att f (&) — f(zo),
vilket betyder att differenskvoten har gransvirdet S'(zo) = f (o). O

F(O) dt = 7 F(&) (5o + h =0

Geometriskt, for en positiv funktion f(z) pa [a, b] kan S(zo) fora <z < b
tolkas som ytan mellan z-axeln, y = f(z) samt linjerna z = a och z = zo.

(8 248

D)




126 5 Integraler

En konsekvens av Sats 5.7 #r att en funktion f(z) som &r kontinuerlig pé
ett dndligt intervall [a, b] har en primitiv funktion pé intervallet. En annan
konsekvens &r att

Ezc?li /:f(t)dt=f(x), z € [a,b].

Exempel 5.5. For att berdkna f/(¢) av funktionen

Int
f(t) =/ e du, t>1,
0
ansétter vi .
S(x) =/ e du,
0
varvid f(t) kan tolkas som den sammansatta funktionen f(t) = S(x(t)), dér

z = z(t) = Int. Da ger kedjeregeln att

! ! ! z(t)? 1 m2¢ 1 gt lﬁt—l

Fsljande sats ger ett behidndigt sitt att berékna integraler.

Sats 5.8. Antag att f(z) #r kontinuerlig pa det &ndliga slutna intervallet
[a,b] och att F(z) &r en primitiv funktion till f(z). D4 géller

b
/ f(a)dn = F(6) - Fla). (5.16)

Bevis: Sats 5.7 ger att funktionen

S(az)z/mf(t)dt, zeab]

ar en primitiv funktion till f(z) pa [a,b]. D4 har vi att
S(z)=F(z)+C

for ndgon konstant C. D& S(a) = 0 far vi att C = —F(a). Med andra ord
erhaller vi att

/  Fe)dt = S() = F(b) — Fla). O

Differensen F'(b) — F(a) betecknas ofta [F(x)]® och utldses: “inséttning
fran a till b1 F(z)”.



Exempel 5.6, Beriikna och tolka geometriskt integralerna

2w 2w
(a) / sinz dz , (b) / |sinz|dx .
0 0

Exempel 5.7, Berikna arean som begrénsas av z-axeln och grafen av

2
- —1<z<1.

5.3 Partiell integration och variabelsubstitution

Formeln for partiell integrering ges i féljande sats:

Sats 5.9. (Partiell integration.) Antag att f(z) och ¢'(x) &r kontinuerliga
i det slutna #ndliga intervallet [a,b]. D4 géller

b

/ f(z) g(z) do = [F(x)g(x)] - / P d@)ds.  (5.7)

a

Bevis: Sitt H(z) = [ F(z)g'(z)dz. D& ér F(z)g(z) — H(z) en primitiv
funktion till f(z)g ( ) Med s od av Sats 5.8 fas att

b .
[ 1@ 901 do = [Pieygte) — 1

Exempel 5.8. Beridkna integralen

1
/ ze®dx.
0

127



128 5 Integraler

Antag att F'(z) = f(z) och att g(z) r deriverbar. P4 sida 107 hérledde
vi formeln (x) fér substitution i en obestdmd integral,

{/ /() dx]m=g(t) =/ flg()-g'(t)dt.

Antag vidare att f(z) &r kontinuerlig pé intervallet [a, b] och att f(g(t)) samt
¢'(t) & kontinuerliga pa [, 6], dér a = g(a) och b = g(f). Vi far med stod
av Sats 5.8 substitutionsformeln:

B

/ab f(z)dz = /aﬁf(g(t))g/(t) dt = [F(g(t))] Ca=gla), b=g(B).

Tolkning: Antag att vi vill berdkna

/abf(ac) dz.

1. Vi utfér substitutionen z = g(t) och byter ut dz mot g'(t) dt.
2. Nya integrationsgréiinser o och § bestéims sé att g(c) = a och g(B) = b.
3. Beréknar en primitiv funktion F(g(t)) till f(g(t)) ¢'(t) och utfor insdttningen
[F(g(t)]5.
Notera att man inte behover “gd tillbaka” till variabeln z efter att man
bestamt en primitiv F(g(t)) till f(g(t)) ¢'(t)-

Exempel 5.9. Berikna integralerna

(a) /_1 ¢ dzx , (b) /Olarctan(\/i)da:.

1+ e




5.4 Generaliserade integraler

Integralbegreppet kan generaliseras att omfatta: 1) Integraler med oéndligt
intergrationsintervall, (a = —oo och/eller b = c0). 2) Integraler med
obegrinsad integrand.

Definition 5.2. Antag att funktionerna f(z) och g(z) &r kontinuerliga pa
intervallen [a, +oo[ respektive | — co,b]. Om vi har éndliga gransvirden A
och B givna av

@ b
lim / f(®)dt=A och lim g(t)dt =B, (5.19)

z—+00 T——00 .

séger vi att de generaliserade integralerna ar konvergenta med véirdena
A respektive B. Detta betecknas

o0 b
/ f(t)dt=A och / g(t)dt = B. (5.20)

hade el

Om grénsviirdena inte existerar siger vi att de generaliserade integralerna &r
divergenta.

Exempel 5.10. Visa att enbart den forsta generaliserade integralen &r kon-
vergent i fallen

(a) /Oooe—‘"d:v (b) /loo%d:v, (c) /Ooocosa:da:.

Exempel 5.11. Visa att den generaliserade integralen

ar konvergent om och endast om « > 1.

129



130 5 Integraler

Definition 5.3. Antag att funktionen f(z) &r kontinuerlig i hela R samt att
de generaliserade integralerna fcoo f(z) dz och f_coo f(z) dz ar konvergenta for
alla ¢ € R. D& &r den generaliserade integralen

/ :ﬂm) do

konvergent med vérdet

/::f(:v)dm=[;f(w)dm+/cwf(m)dm. (5.21)

Man kan visa att om den generaliserade integralen i ovanstdende definition
&r konvergent, s& &r den oberoende av valet av ¢ € R. Det récker att kolla
konvergensen med ett virde pa ¢, exempelvis ¢ = 0.

Observera att man inte kan undersoka

lim / f(z)dz.

c—+00

Om vi exempelvis har f(z) = z s8 &r integralerna [~ f(z) dz och [°_ f(z)dz
bada divergenta, s& [*. f(z)dx ér divergent, men

=[] §- 5 -0

Exempel 5.12. Visa att integralen

*© 2
/ 2ze™ % dx
—00

ar konvergent.
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Betrakta nu en funktion f(z) som &r kontinuerlig och begrénsad i varje
intervall [a + &, b], € > 0, men obegrinsad i intervallet [a, b].

i

v iy oy, Wy v Gan man ww wr W -

¥

&
&

Definition 5.4. Den generaliserade integralen

L{ﬂ@dw

séges vara konvergent med virdet A om

lim b flz)dz = A. (5.22)

€07 Jote
I annat fall &r den generaliserade integralen divergent.

Analoga definitioner har vi om f(z) blir obegrénsad da vi nérmar oss den
hégra intervallaindpunkten b eller d& f(z) blir obegransad dé vi nérmar oss
a och b.

Vi kan kombinera bada generaliseringarna och ha integraler av typen

lmfuwm,

dér f(z) blir obegrinsad dé& vi nérmar oss a.

Exempel 5.13. Undersok de generaliserade integralerna

(@) /Ol%dm, (b) /;%da:.
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Exempel 5.14. Visa att den generaliserade integralen

1
1
—dz

0o %
ar konvergent om och endast om o < 1.

Vi kan formulera en anvindbar jamforelsesats for generaliserade integraler
med kontinuerlig och positiv integrand.

Sats 5.10. Om f(z) och g(z) &r kontinuerliga och om for varje z pé integ-
rationsintervallet géller:

0< fz) < g(x)

s& har vi att:

1. Om integralen med g(z) som integrand &r konvergent s& Ar dven inte-
gralen med f(z) som integrand konvergent.

2. Om integralen med f(z) som integrand #r divergent s& &r &ven inte-
gralen med g(z) som integrand divergent.

Vi tillimpar jamférelsesatsen pa ett exempel.

Exempel 5.15. Undersok om den generaliserade integralen

00 o=
dx
| =

ar konvergent.



5.5 Tillampning av integraler pa serier

Vi behandlade i avsnitt 2.5 den geometriska serien samt serier med telesko-
perande partialsummor. Med hjilp av teorin for integraler kan vi understka
konvergensen hos serier av formen

S fk),

k=1

dér funktionen f(z) #r kontinuerlig, positiv och avtagande fér > 1. Vi
kan d& utfora foljande integraluppskattningar av partialsummorna:

Sats 5.11. Antag att f(z) &r kontinuerlig, avtagande och positiv for z > 1.
D4 géller

f(n)—l—/nf(m)de Zf(k) < f(l)-i—/nf(a:)dm, (5.23)
1 ) 1

for alla heltal n > 1.

Bevis: Betrakta foérjande figur:

e )

Ay Az "ﬂs AM
1 2 3 "‘( LY SR W) n

D4 géller det for areorna Ay, ..., A,_ att

Zf(k)=A1+A2+-~-+An—1S/nf(l')dfﬁ,
k=2 1

s genom att addera f(1) till de yttre leden fas den andra olikheten i (5.23).

133
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Betrakta nu figuren:

- ;Qw.)

Nu galler det for areorna By, ..., By_1 att

n—1

Zf(k)=Bl+Bz+...+Bn_1_>_/1nf(x)da:.

k=1

Cenom att addera f(n) till de yttre leden fés forsta olikheten i (5.23). O
Exempel 5.16. Visa att

=1 =1
(a) Serien ; o ar konvergent, (b) Harmoniska serien kZ:; % ar divergent .

Antag nu &ter att f(z) &r kontinuerlig, positiv och avtagande for « > 1.
For serien

bildar partialsummorna

k=

ot

en vixande talfoljd {S,}. Om denna &r uppét begrdnsad sa existerar

S = lim S,

N0

och serien ar konvergent med summan S.
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Antag att den generaliserade integralen

/1 " H(2)de

ar konvergent. D& ger formel (5.23) att foljden av partialsummor {S,} &r
uppat begrinsad av f(1) + [ f(z) dz, sa serien é&r konvergent.

Om vi antar att serien #r konvergent si #r, med stod av (5.23), den
viixande funktionen (av variabeln z),

[ o

uppat begrinsad av Y .o, f(k), s& gransvérdet

00

i [ F(t)dt = /1 £(8) dt

existerar. Darmed far vi Cauchys integralkriterium for att understka om
en positiv serie r konvergent:

Sats 5.12. Antag att funktionen f(z) #r kontinuerlig, avtagande och positiv
for £ > 1. D4 &r serien
> fk)
k=1

konvergent om och endast om den generaliserade integralen

/ " fa)do

dr konvergent.

En direkt konsekvens av Cauchys integralkriterium och Exempel 5.11 &r

att serien
o0
>
a
k=1 k

ar konvergent om och endast om o > 1.
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Exempel 5.17. Undersok om foljande serie ar konvergent,

iln(l—l—%).

k=1
Vi har ocksa en jamforelsesats for positiva serier:

Sats 5.13. Antag att > oo ax och 07, by dr tvd positiva serier for vilka
det géller att:
0<ar < b

for alla heltal £ > 1. D& galler det att:
1. Om serien ) g, by, &r konvergent sd &r &ven serien > pe Gk konvergent.

2. Om serien S 30 | ay, &r divergent si &r dven serien )~,2 , b, divergent.

Bevis: Vi har for partialsummorna att

n n

Sn—:ZakSZbk:gn.

k=1 k=1

1. Att Y32, by, konvergerar medfor att den véxande talfojden {5,} &r uppét
begrénsad, vilket i sin tur med fér att den véxande talféljden {S,} &r uppat
begransad och dirmed #r serien y ., ; ax konvergent.

2. Om serien > 4, @) &r divergent s& &r den véxande talf6ljden {S,}
obegrinsad uppat, vilket medfér att dven den vixande talfdjden {S,} &r
obegrénsad uppat och serien > .- ; by ér divergent. O

Exempel 5.18. Undersk om foljande serier konvergerar,

1 X Ink
(a) kz:;—kj, (b) ;7{}7



5.6 Areor, volymer och bagliangder

Om vi har en kontinuerlig funktion f(z) som &r positiv pa ett dndligt slutet
intervall [a,b] har vi tolkat arean A mellan z-axeln och grafen y = f(z) da
a <z < b, dvs Arean av omradet bestdende av punkterna

{(z,9):0<y< f(z), a <z < b},

som given av
b
A= / f(z)dx.
Q
Vi kan utvidga denna tolkning till ytan mellan tv& kontinuerliga funktioner

f(z) och g(z) pa [a, b] sidana att g(z) < f(z) pa [a, b]. Dé ges arean A mellan
f(z) och g(z) som arean av omradet givet av punktméngden

{(z,y) : g(z) <y < f(z), a <z < b},

och vi definierar denna area som

b
A= / (f(2) - 9(a)) dz. (5.24)

i o L

“& ::,‘a(y.)

Exempel 5.19. Berdkna arean av det omrade som uppéat begrénsas av

f(z) = 2 — 2% och nedét av g(z) = z*.

7 1 1 \2
-2
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Antag nu att vi har en funktion f(x) som &r kontinuerlig och positiv pé in-
tervallet [a,b]. Om vi roterar ytan mellan z-axeln och y = f(z) kring z-axeln
erhéller vi en rotationssymmetrisk kropp vars volym V kan beréknas.
Antag att vi gor ett tvirsnitt vinkelrdtt mot z-axeln i denna kropp.

| | 5
|

D4 erhalls en cirkuldr yta med arean A(z) = mf(z)% Om vi skéir ut en
skiva med bredden dz vinkelréitt i punkterna z och x + dx, sé kan dess volym

V(z) approximeras med
V(z) = A(z) - dz .

Delar vi nu in hela kroppen i skivor med bredden dz och later skivbredden
gd mot noll kan vi tolka volymen V som given av integralen

V= /ab A(z)dz = /b7rf(00)2 dz. (5.25)

a

Man kan visa att arean av den rotationsyta som uppkommer dé kurvan
y = f(z) roterar kring z-axeln ges av

A=2m /b fx) /14 f'(z)?dz. (5.26)

Exempel 5.20. Berikna volymen och rotationsytan av den (odndligt ut-
dragna) rotationskropp som bildas d& kurvan

1
yzf(m)zg, 1<z< 00,

roterar kring z-axeln
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Antag att en kurva definieras explicit av
y=f($), a<z<b,

och att f(z) och dess derivata f'(z) &r kontinuerliga pd intervallet [a, b].
D4 definierar y = f(z) en reguldr kurva med en kontinuerligt varierande
tangent. For att bestdmma baglingden av kurvan pé intervallet [a, b] gor
vi en indelning av detta i delintervall

a=To<21<...<ZTp=0b

och definierar en styckevis linjéir approximation av kurvan med hjélp av punk-
terna

.PjZf(CUj), j=0,...,n.

»

Pg p‘ P ps.,

2
g Pu
3 ] % ¢ 4 ’ %
oK, X Xy Ky Ky Kg
Léngden av linjestycket som férenar P; med Fjy &r

Al = /(D)2 + (Ayy)?, (5.27)

dir Az; = zj41 — z; och Ay; = f(241) — f(z;). Nu ger medelvérdessatsen,
Sats 3.6, att det finns en punkt §; e]:z:j, xj+1£8éidan att

f(@in) — flzs) = (&) (@41 — 35)
Detta betyder att vi kan omskriva formel(5.27)till
Aly = 4/14(f'(§))* Az

och ddrmed blir totala lingden av den styckevis linjéra kurvan

n—1

i Al ="\ [1+ (f'(€))? Ay .

=0
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Later vi nu indelning bli finare s att lingden pa det ldngsta delintervallet
gar mot noll kan vi tydligen definiera baglingden L fér kurvan y = f(z) pé

[a, b] med integralen
b
L= / I+ (@) de. (5.28)

Exempel 5.21. Bestdm baglingden av parabeln y =22 dd 0 <z < 1.

Ekvationen foér en plan kurva i parameterform ges av

r(t) = (z(t),y(t)), a<t<p.

%.I\
w(B)

)

%—ibx

Exempelvis ges ekvationen for en origocentrerad cirkel med radien a av
parameterframstallningen

{m(t) =@ cost

y(t) =asint, 0<t<2m.

Derivatan av r(t) definieras som
r'(t) = (a'(t), ¥'(2))

Antag att vi har en plan kurva med parameterframstillning r(¢) = (z(t), y(t))
pé intervallet o, B]. Om z'(¢) och y'(¢) &r kontinuerliga pd parameterinter-
vallet [a, 8] s& kan man visa att baglingden L av kurvan r(t) ges av

L= / * ST dt (5.29)

D4 ges omkretsen av ovanstaende cirkel med radien a av

2m 2w 27
L= \/(—asm(t>)2+(acost)zdtz/ adt = [at]" = 2ma.
0 0

som sig bor.



5.7 Dubbelintegraler

Antag att vi har en funktion f(z,y) som &r en avbildning frén R? till R,
alltsd en reellvird funktion av tva reella variabler z och y. Den har d& sin
definitionsméngd Dy i ett tvé-dimensionellt zy-plan. Antag att f(z,y) ar
kontinuerlig p4 ett slutet begriansat omréde D, dir D C Dy C R?.

P

9 1

Vi gér en partition (indelning) av D i delomrdden Dy, k= 1,...,n. Satt

m(Dy) = arean av Dy,

= -_ = - 2 - 2
dy mr’&a%(klm Y| mglggck\/(ml y1)? + (w2 — y2)?,

dér z = (z1,%3), ¥ = (y1,92), (di kallas diametern av Dy) .

Tag (&x,mk) € Dg, kK =1,...,n och bilda Riemannsumman

Sn =Y J (& m) m(Dy).
k=1

Antag att max;<g<ndi — 0, d& n — oo. Da kan man visa att limp_oo Sh
existerar. Vi betecknar gransvérdet

// flz,y)dzdy = lim S,
D n—0

och utléser det som: “Dubbelintegralen av f(z,y) dver D”.

141



142 5 Integraler

Geometrisk tolkning: Om f(z,y) > 0 pd D sa tolkas

J[ #@)daay

som volymen av den kropp som “upptill” begrinsas av ytan z = f(z,v),
“nedtill” av xy-planet och i “sidled” av en z-axelriktad “cylinder” som skér
zy-planet ldngs randen av omradet D.

i i | ' |

! i i ‘ 1 i i i H }

: z i ; ! i | i !
| % N ; | ) Lo i | |
{ ! !

i | i ! i

! H H ! ‘

(7

i

o
i
7

Berdkning av dubbelintegraler

Definition 5.5. Ett omrade D #r enkelt i z-led om det kan skrivas i formen

D={(z,y):a<z<b, ¢(x) <y <y},

dér ¢(x) och v (z) &r kontinuerliga funktioner av variabeln .

Ett omrade D #r enkelt i y-led om det kan skrivas i formen

D={(zy):c<y<d, nly) <R 0(y)},

dér n(y) och O(y) &r kontinuerliga funktioner av variabeln y.

s H

, d
} > X,
o Lo

g% enwlelt | x=\ed
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Exempel 5.22. Betrakta omrddet D = {(z,y): 0 <z <1, 0<y < 2z}

‘aa

N

&

Omradet &r enkelt i :;:—led, ty vihara =0, b=1, ¢(z) = 0 och ¥(z) = 2.
Om vi omskriver D i formen

D={(zy):0<y<2,

VIR

<z <1},

ser vi att omradet ocksd &r enkelt i y-led, ty vi har ¢ =0, d =2, n(y) = y/2
och f(y) = 1.

Om D #r enkelt i z-led kan vi berdkna dubbelintegralen som

//D f(z,y) dody = /ab </<p:i(j) f(z,y) dy) dz . (5.30)

Tolkning: Vi integrerar forst med avseende pa variabeln y, varvid = be-
traktas som konstant. Resultatet ér en funktion av variabeln z, som sedan
integreras med avseende pa z fran a till b.

Om D #r enkelt i y-led kan vi berédkna dubbelintegralen som

//D f(z,y) dzdy = /j(/n:) f(z,y) d:v) dy . (5.31)

Tolkning: Vi integrerar forst med avseende péa variabeln z, varvid y be-
traktas som konstant. Resultatet &r en funktion av variabeln y, som sedan
integreras med avseende pa y fran c till d.
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Exempel 5.23. Om D &r en axelriktad rektangel,

D={(z,y):a<z<b, c<y<d},

Pd
/ /D/
’/
pd

Z i Z

r

- > X
o As-

s& ar D enkelt i bade z-led och y-led, s& det giller att
/ f(m,y)da:dy:/ /fmydy da:——/ /f:vyda:
D

Exempel 5.24. Berikna 6ver omradet D = {(z,y): 1 <2 <2, 0<y < 1}

integralen
I= // (z%y — y?z) dzdy .
D

Losning: Omradet &r enkelt 1 z-led s& vi erhéller

I=/12</01(x2y——y2m)dy>da:=/12[x2y;~m%i];dx

3 2

/2<:1:2 T z¥ ¥z 2
-[G-Du-E-50-4
L V2 3 6 641 3
Exempel 5.25. Visa att

=//(:c2+a:y)dmdy=§,
5 8

d& omradet D ges av triangeln med hérnen (0,0), (1,1) och (1,2).
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Variabelbyte i dubbelintegraler

Definition 5.6. Lat a, b, ¢, d vara reella tal. Determinanten | - | definieras
genom
a b

d] =ad—bc.

Betrakta dubbelintegralen

I=//Df(a;,y)dmdy.

1. f(z,y) &r kontinuerlig pa det begrédnsade omradet D.

Vi antar vidare att: )

2. Vi kan infora nya variabler u, v genom transformationerna

z = z{u,v) u = u(z,y) >
y= y(u,v) » V= ’U(:L‘,y) ,

som ger en bijektiv avbildning mellan omréddet D i zy-planet och
omradet D' i uv-planet.

& ' v
Y

> X > U

3. Antag att %, %ﬁ—, g% och %% #r kontinuerliga i D', och att funktio-

naldeterminanten Zﬁﬁi@ # 0 pd D', dér funktionaldeterminanten de-
finieras genom

diey) _ @ |0 % 0o By
du,v) |3 52| Ou dv Ov Ou
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Om punkterna 1, 2 och 3 &r uppfyllda kan vi gora variabelbytet:

I://Df($>y)dﬂ3dy=/le(w(u,v),y(u,v))- dz,y)

(u,v)
Observera att vi tar beloppet av funktionaldeterminanten i ovanstaende

formel!
Ett ofta anvandbart samband {or funktionaldeterminanter ar

dudv.  (5.32)

QU

dlz,y) 1
T d{uw)
d(u,v) d(z,y)

Exempel 5.26. Berikna funktionaldeterminanterna for transformationerna

z="2u—v (= z(u,v)) o u=z(z+y) (=uzvy))
y=3u+v (=y(uv)) v=—3(3z - 2y) (=v(z,y)).

Linjéra transformationer

Exempel 5.27. Berdkna

xTr
I = d
g //Da:+2y zdy

tver den parallellogram D som begrénsas av linjerna 2z —y =0, 22—y = 2,
z+2y=1ochz+2y=2.
Losning: Vi gor variabelbytet

= 21 — T=%(2
N T—y o ?(uﬂ—v)(
v=2a+ 2y = £

2 4 1‘(,35-’0 a
[2 wn ‘1
! -4 D’

> W

.ﬁ 2ok
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Funktionaldeterminanten blir da

d(z,y
d(u,v)

~——

[=A3E ]

(kollal).

!
5

[#231 w13

O

Déarmed erhéller vi

1 2 2
_ sRutv) )1 _i_/ / 2u
I"//D, " 15ld“d”"25 A (v +1)d“ dv
1 2 42

2

u 1 [%/4 1 2

25 J; [’U +u}0dv 25/1 (v+2)dv 25{ nfol+ UL
_4ln2+2 y
25

Exempel 5.28. Berékna integralen

Iz// 1?2 — y?dzdy,
D

ddr D &r triangeln med horn i punkterna (0,0), (2,0) och (1,1).

Poléara koordinater

Om vi tolkar punkten (z,y) som en vektor med langden r och vinkel ¢
till positiva z-axeln kan vi dvergd till polira koordinater r och 6.

3
N a9

Vi far da transformationen

z =17 cosf =uz(r0)
y=rsing =y(r0).
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D4 blir funktionaldeterminanten

d(z,y)

d(r, 8)

cosf —r sinf

2 .2
) =rcos’lf —(—rsin“f) =r.
sinf r cosf ( )

Vi far en bijektiv avbildning mellan omradena
D={(z,y):2*+y*<a*} och D' ={(r0):0<r<a, 0<6<2nr}.

"6‘ _ 1 O‘n‘ao cenhava -
.f G- 2“ [P - &( CCYL’\LV C
3 X“AN\D\‘\V\:Q‘ AN\) =

\ 1 D N
. 2 X ; Qu\d s 5 8 =gl -
>/ : L PN
'd

€ N9 —plaet

Exempel 5.29. Berskna for cirkelskivan D = {(z,y) : 2% + y* < R?}

I = // e~ % v dzdy .
D

Om D é&r en cirkelskiva med radien R och medelpunkten (z¢, yo) gor man
transformationen

T =zg+ 1 cosl =z(r0)
y=yo+rsind =y(r8), 0<r<R, 0<0<2m

med funktionaldeterminanten

Exempel 5.30. Berdkna integralen

I=//(az2+y2)dmdy,
D

dér D &r cirkelskivan {(z,y) : 2% + y? + 2z < 0}.

Vi betraktar ett exempel didr man maéaste goéra en annan typ av transfor-
mation:



Exempel 5.31. Bestam

_yes
- dzd
// (1+ zy)? v

dér D #r omradet mellan hyperbelbagarna zy = 1 och zy = 2, samt de réta
linjerna y =« och y = 2z, dar z > 0, y > 0.

Avslutningsvis skall vi kort presentera nagra tilldmpningar av dubbelin-
tegraler:
Arean A(D) for ett omrdde D kan beréknas med formeln

- //Dl~dxdy, (5.33)

och om densiteten for en skiva av formen D ges av p(z,y) > 0 i punkterna
(z,y) € D, s& ges skivans massa M (D) av formeln

// z,y) dedy . | (5.34)

Exempel 5.32. Berdkna massan hos cirkelskivan D med radie 1, medelpunkt
(0,0) och densitet p(z,y) = |z|.

Tyngdpunkten T = (a,b) till ytstycket D med densitet p(z,y) definieras
genom

a= "N—[(lD—) [z p(x,y) dedy (5.35)
b= wripy JIpye(z y)dedy.

Exempel 5.33. Berikna tyngdpunkten till halvcirkeln D definerad genom
z >0, 22 + 9% < 1, d& densiteten &r p(z,y) = 1 i varje punkt.

Antag att de partiella derivatorna f,(z,y) och f(z,y) &r kontinuerliga pa
omradet D. D4 kan arean A(f) av den krokta ytan z = f(z,y) 6ver omradet
D beréknas med formeln

N //D Y1+ Uale ) + (fy(@.9))? dady . (5.36)

Exempel 5.34. Berikna arean av ytan z = /1 — a2 — 2, 22 + 94> < 1/2.
Denna yta &r en del av en klotyta med radien 1.
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