4 Primitiva funktioner

4.1 Grundliggande egenskaper och exempel

Definition 4.1. Lat f(z) vara definierad pa ett intervall I. En deriverbar
funktion F'(z) kallas en primitiv funktion (eller en primitiv) till f(z) om
det giller att '

for alla z € 1.

Om en funktion f(z) har en primitiv funktion F'(z) sd har vi en hel skara
av funktioner

F(z)+C, CeR,

som alla &r primitiva funktioner till f(z), ty
D[F(z) + C] = D[F(z)] + D[C] = F'(z) + 0 = f(z).

Men denna skara av funktioner utgor ockséd mangden av alla primitiva funk-
tioner till f(xz), ty vi har satsen:

Sats 4.1. Antag att F'(z) och G(z) &r primitiva funktioner till f(z) pa ett
intervall I. D& finns det en konstant C' € R sadan att

F(z) =G(z)+C
for alla z € I.

Bevis: Definiera for alla ¢ € I funktionen

Dérmed ér H'(z) = 0 pa intervallet I, vilket betyder att H(z) = C pa [ for
nagon konstant C' € R och vi har att F'(z) = G(z) + C pa intervallet 7. O
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Exempel 4.1. Funktionen

1

= ava

har den primitiva funktionen
Flzy=Inl|z+Vz?+af.

(Se foreldsningsanteckningar.)

En primitiv funktion till en funktion f(z) betecknas med hjilp av (det
obestdmda) integraltecknet f ,

/ f()de, (4.1)

vilket utldses ”integralen av f(xz) dz eller den obestdmda integralen av f(x) dz”.
Man bor beakta att denna beteckning inkorporerar en obestdmd konstant C'.
For funktionerna i Exempel 4.1 har vi

1
/de=111]m+\/x2+a1+0.

Réaknereglerna for derivator ger enkelt foljande formler,

/cvf(x) de =« /f(m) dr, « konstant, (4.2)
Jt@ +g@)da= [ t@)dz+ [ gia)da (43

Da vi i foregaende kapitel hiarledde en hel récka med deriveringsformler
for de elementéra funktionerna kan vi direkt stélla upp en anvindbar tabell
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over primitiva funktioner, i vilken o« och C betecknar reella konstanter:

/adm=am+0, (4.4)
ma-{—l
fe% — -1 4.
/mdm a+1+07 o # , (4.5)
1
/E“zmM+C‘ (4.6)
/emd:c:e”JrC’, /amd:c: ¢ +C, (4.7)
Ina
/cosa:dm:sin:v-{-C, (4.8)
/sinxd:v:—cosa:+0, (4.9)
/ 12 dr =tanz + C, (4.10)
cos?
1
/,2 de = —cotz 4+ C, (4.11)
sin® z
1
/1_'_332 dx = arctanz + C', (4.12)
1
/ﬁdm=arcsinx+0, (413)
1 .
———dr =z +Vz?+a|+C. 4.14
| s te ke veTEa (414

Med de ovan givna reglerna ar det enkelt att bestdmma primitiva funktio-
ner till polynom, vissa rationella funktioner och endel enkla uttryck bildade

av elementédra funktioner,
Exempel 4.2, Bestdm primitiva funktioner till
2 ‘.
z° sinx + bz
(a) 32° — 52 + 30, (b TERETOT
x

(Se foreldsningsanteckningar).

I Exempel 3.14 visade vi att om f(z) # 0 sa géller D In|f(z)| = ’}/((m“’)).
Da erhalls formeln (a)
T

dr =In|f(zx)|+C. 4.15

[ 55 e = misa) (4.15)
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Exempel 4.3. Berdkna primitiva funktioner till

23
24z

(a) tanz, (b) cotz, (¢

(Se foreldsningsanteckningar).

Antag att F(z) och g(z) &r deriverbara och att F'(z) = f(z). Betrakta
den sammansatta funktionen

F(g(z))+ C, C konstant.
D4 giller
D[F(g(z)) + C] = F'(g(z)) - g'(z) + 0 = f(g(z)) - ¢'(z) .
Med andra ord erhélls formeln |
[ Ho@)-g@)da=Flg@)+C. dix Fs) = (). (410)

Exempel 4.4. Som en tillampning av formel (4.16) fas att

/23; cos(z?) dz = sin(z?) + C,

dér vi har F(z) = sinz, f(z) = cosz och g(z) = z2.

Speciellt om vi i (4.16) véljer z* som yttre funktion och f(z) som inre
funktion far vi formeln

/f(a:)"f’(:v) do = fé‘”ff O, a1, (4.17)

Exempel 4.5. Berékna med hjélp av formel (4.17) och o = 1

(a) /f(:c) - f!(z) dz, (b) /cosm sinzdz.

(Se foreldsningsanteckningar).




4.2 Partiell integration

Om det verkar besvirligt att bestdmma en primitiv funktion till en produkt
f(z)g(z), medan uttrycket F'(z)g'(z) verkar enklare, kan man prova pa me-
toden att partialintegrera funktionen f(z).

Sats 4.2. (Partiell integration.) Antag att F'(z) = f(z) och att g(z) &r
en deriverbar funktion. D4 géller

[ 1@ 9@ da = F@lgla) - [ F@)g@ds. @1y
Bevis: Formelns giltighet verifieras genom direkt derivering av hogra ledet,

DIP()g(a) ~ | F(o)¢(z)ds) = F'(o)g(e) + Fla)g'(2) ~ Fla)g'(2)
(@)o

z)g(x)

z)g(z). O

I
~
N

Exempel 4.6. Berdkna

(a) /:vsinzdx, (b) /lnxdac.

(Se foreldsningsanteckningar).
Ibland kravs det att vi utfor partiell integration tva (eller flera) ganger.

Exempel 4.7. Berédkna

(a) /mzcosxdx, (b) /emsina:d:n.

(Se forelasningsanteckningar).
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4.3 Variabelsubstitution

Antag att F'(z) = f(x) och att g(z) &r deriverbar. Med stod av formel (4.16)
galler

[ ey d@ya=ro@y+o= [ f@as

dér sista ledet betecknar substitution av z med g(t). Antag att g(t) ar stringt
monoton. D& har g(z) en invers,

z=g(t) & t=9"(z),

och om vi i de yttre leden i (x) sitter t = g~!(z) far vi

[/f(g(t))'g'(t _g_l(m) /f (07 @)(=z)

Vi far formeln for variabelsubstitution,

[t@ydo={ [ seen-gwar] . (4.19)

Den praktiska tolkningen ar foljande:
1. Fér att berdkna [ f(z)dz gér vi substitutionen z = g(t), varvid £ =
g'(t), sé vi byter dz mot ¢'(t) dt.
2. Sedan beréknar vi [ f(g(t)) ¢'(¢) dt.

3. I resultatet substituerar vi slutligen ¢t = g~!(z) for att f& en primitiv i
variabeln z.

Ibland &r det enklare att géra en substitution av formen h(z) = ¢ och
byta h'(z) dz mot dt. Vi illustrerar badda metoderna i foljande exempel.

Exempel 4.8. Bestdm primitiva funktionerna till funktionen £—
Losning: 1) Vi gér substitutionen z = In¢:

e 1
d = pl = = g = — = -1 = %
/€w+1 r=[z=Int=g(t), de =g'(t)dt tdt,t g (z) = €]
ent® 1 21 ¢
= | — T dt= odt= | ——dt
/elnt+1t /t+1 td /t+1d
:/t“‘l /1 dt—/—dt
t+1

=t—Injt+1|+C=e"—nle"+1|+C=€e"—In(e"+1)+C.
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2) Kortare berékningar fas med (den kanske naturligare) substitutionen
e +1=1t

2z T
/ ¢ dxz/ ¢ etdr
e*+1 e‘”—i—l

y=e"+1=t, h'(z)dz=e"dz = di

/t—‘idt /1—¥)dt

=¢t—Inft|+Cr=€e"—-In(e* +1)+C.

Exempel 4.9. Berdkna
/arctan(\/ac —1)dz, z>1,

med hjalp av substitutionen v/z — 1 = ¢. (Se foreldsningsanteckningar).

Kvadratkomplettering dr en anvéndbar teknik for integrering av vissa
rationella funktioner.

Exempel 4.10. Berékna

1
———dx.
/m2+x+1 v

Losning: Vi utfor kvadratkomplettering i ndmnaren for att kunna utféra en
lamplig substitution,

1 1
/md“’“/mdw—[ﬂlﬂ— V3/4¢t, dr = +/3/4dt]
\[dt
/f’;t2+4 V3 1+t2
y
=—\/_—§arctant+0

= % arctan(gf\/—g—l—> +C.




4.4 Integration av rationella funktioner

For att bestdémma primitiva funktionen

dér p, g r polynom av gradtal m respektive n har vi ett systematiskt tillvAgagangssatt:

1. Om m > n utfor vi division och erhaller

M=h(w)+§%,

dér h(z) &r ett polynom av gradtal m — n och gradtalet av r(z) &r
strangt mindre &n gradtalet av ¢(x). D& giller

/Z—E—gd:c:/h(m)der/g—E%da;,

dér den forsta integralen i hogra ledet &r enkel att berdkna,

2. For att berdkna integralen

/%dm, gradr(z) < gradq(z),

faktoriserar vi ¢(z) i reella forsta- och andragradsfaktorer, vilket i
teorin Ar mojligt om ¢(z) har reella koefficienter, (dven i praktiken i
alla fall da gradtalet for ¢(z) inte 6verstiger fyra).

. Mot reell rot z = a till ekvationen ¢(z) = 0 svarar faktorn
(z—a).
Komplexa rétter till g(z) = 0 upptrider som konjugerade par. Om

T = o+ 40 &r en rot till ekvationen, s& ir 4ven z = o — 0 en rot. Vi
far da andragradsfaktorn

(z—(a+id)(z—(a—iB))=(z—a)  +B8=a’+az +b.
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3. Partialbraksuppdelning av Z—% innebédr uppdelning i en summa av
delbrak.
a) Mot varje enkel forstagradsfaktor (z — a) i ¢(z) svarar en term av
formen 4

A konstant .

T—a'

b) Mot varje multipel forstagradsfaktor (z —a)®, n > 2,1 ¢(z) svarar
termerna
Al AQ An
z—a (m-a)2+"'+ (z—a)r’

A, ..., A, konstanter .

¢) Mot en enkel andragradsfaktor (z? + ax + b) i ¢(z) svarar termen

Az + B

—~ "~ A, B konstanter.
2?2+ ar+b ,

( d) Mot en multipel andragradsfaktor (z* + az + b)*, n > 2, i q(z)
svarar termerna
Al.’E -+ B1 AQSE + BQ AnilT + Bn

Aj;, B; konstanter .
22 +azx+b (22 +ax+b)? (22 + ax + b)" i» B; konstanter .)

4. Bestdm konstanterna i partialbraksuppdelningen av %.

r(z)

5. Integrera partialbraksuppdelningen av Z( T

Integration av termerna i partialbraksuppdelningen

I fallet 3 a) erhalls

/ ilad:c:A/ @ Amjz—a+C,

xr r—4a

och i fallet 3 b) har vi fér n > 2,

—n+1

Ay . -n _ (CC——CL)
/mdm—/{n /(m—a) d:c-—An—~_n————+1—+C'.
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Fallet 3 c¢) &r mera komplicerat.

Az + B A 2 B4
22+ pr+gq 2 2+ pr+q 2 +px +q
A 2 — %2
=—1 —=
2 nle +px+q|+/x2+px+q !
Vi undersoker den andra integralen genom att forst kvadratkomplettera ndmnaren,
2’ +putq =" +pr+(p/2)’—(p/2) +a = (z+p/2)*+a, a=q—(p/2)".
D& ju ekvationen z? + pz + ¢ = 0 inte har reella rotter giller det att

pPP—4g<0&q—-p*/4>0&a>0.

Nu gér vi substitutionen z + p/2 = v/at, dz = \/adt och erhéller

1 1
/———-——————2 dmz/ de = vadt
22 +px +q (x+p/2)%+a at’ +a

1 1
:ﬁ /————dt:— arctant + C'
a 1+ ¢2 Va

“’“:/2/2%0.

= % arctan(
Alltsé far vi

Ap

Az + B A 0 B— %57 z+p/2
\/md%——glﬂlﬂ? +p$+q1+ \/E arctan( \/C_L. )+O,

dér a = q — (p/2)% Istillet for att memorera denna formel bér man kunna
utfora integreringen for varje givet fall enligt ovanstdende monster.

Bestdmning av konstanterna i partialbraksuppdelningen

Vi demonstrerar forfarandet medelst tva exempel.
Exempel 4.11. Partialbraksuppdela funktionen

z+1
(z—1D(z-2)(z+3)
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Losning: Vi gor ansatsen

z+1 A B o
(z —1)(z —2)(z+3) ::c—1+:c——2+:v+3
=
T+ 1 _(A+B+0O)s*+(A+2B-3C)z—6A-3B+2C
(z—=1)(z-2)(z+3) (z —1)(z—2)(z+3) '

Ur detta samband erhalls, da vi identifierar koefficienterna for tdljarpolynomen,
ekvationssystemet,

A+B+C=0 A=—-1/2
A+2B-3C=1 & )B=3/5
—6A—3B+2C =1 C=-1/10.

Alternativ 16sningsmetod: Multiplicera bada leden i ansatsen med (z—1):

z+1 A B(z —1) C’(a:—l)'

(z —2)(z +3) T2 T r+3

Satt sedan z = 1:

141
———=A & A=-1/2.
(1-2)(1+3) /
Multiplikation av ansatsen med (z — 2) och insdttning av x = 2 respektive
multiplikation med (x + 3) och inséttning av x = —3 ger:
2+1 -3+1
B=—+——————-=3/5 och C= = —1/10.
(2-1)(2+3) / (=3 —1)(-3-2) /

Saledes erhaller vi da att

= — ] . e —9l— =] |
/(m_1>(x“2)($+3) de 2 nz 1”5 Inz—2| 10 nlz+3|+K
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Exempel 4.12. Berikna

/ z+3
————dz.
3+ 42

Lésning: Namnaren kan faktoriseras i formen z(z? + 2 + 1) dér (2% +z + 1)
ar en enkel andragradsfaktor, ty

2+ z+1l=(z—(—1/2+iV3/2)(z— (—1/2 —iV3/2)).

Da gor vi ansatsen

[1l

z+3 A+ Bz +C
z(z?+z+1) =z ?4z+1

Multiplicera nu bada leden i ansatsen med x och sitt sedan z = 0. D4 kan
vi bestdmma konstanten A,

_0+3
T 0240+1
Med konstanten A bestdmd gor vi ansatsens hogerled likndmnigt
z+3 _(B+3)2® +(C+3)z+3
r(z?+o+1) z(z?+z+1)

Da ser vi genast att
B=-3 och C=-2

méste gélla. Partialbraksuppdelningen &r utférd och vi kan integrera

/ z+3 / d / 3z + 2
:v3+w2+a: :c2+ac+1

22+ 1 1 1
=31 - —dr— =~ [ ———
nje] 2/m2+:c—|—1 2/x2+m+1d$
1

3 1

Men den sista integralen har vi berédknat i Exempel 4.10, s& vi far att

3 3 1 2 1
/—Tmii——dmzwnfac]——111{:1:2+m+1]———— arcta11<m—+—>+K.
A AR 2 V3 V3




4.5 Integration av trigonometriska uttryck

Vi har tidigare, i ndgra exempel, visat att man for vissa trigonometriska
integrander kan anvénda omskrivning med hjélp av trigonometriska formler
eller med hjalp av Eulers formler. I detta avsnitt skall vi presentera lampliga
tekniker for variabelsubstitution i trigonometriska uttryck.

Rationella uttryck i sinz och cos z, exempelvis

dz

sinzcosz — 3sin’z
2coszsinx + cosz

kan alltid 6verforas pa berdkning av primitiver till rationella funktioner med
hjélp av substitutionen

T
tan—z—zt, <z <,

T = 2arctant,
2
N

dx dt ,

varvid vi erhéller, med stéd av formlerna sin 2z = 2sinz cosz och cos 2z =
cos? z — sin? z, att

) 9 g T z 2sin § cos § cos £ ot
sinz = 28in — o8 — = ——— - = =
2 2 sin?Z4cos?¢ si’5 4 1427
2 2 cos2§+
2
sin? &
. — 2
o go cos?f—sin?e l-ogad 142
COS T = CoS* — — §in® — = — = — = .
2 2 gin?Z 4 cos2Z  sin’g +1 1+ ¢2
2 2 cos? £

Exempel 4.13. Berikna

(a) /Six:v’ (b) /C(C)i:x'

(Se foreldsningsanteckningar).
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Nagra specialfall

For integraler av formen

/f(sin:c)'cosa:dx, /f(cosx)~sinxdm

kan man prova substitutionerna

g sing =t respektive { cosx =t

dt = coszdzx dt = —sinx dx

Exempel 4.14. Berdkna

sin z dx cos® x
—_— dx .
(a) /(1+cosx)2’ (6) /sin4m .

(Se foreldsningsanteckningar).

For integraler av formen

dx

cos? z

/f(sin2 x,cos? z) d /f(tan z)dz, /f(tan T)
kan man prova substitutionen
tanz = ¢, x = arctant
dt d
dz = dt = —

142 cos?z

Exempel 4.15. Berdkna

dx
3 b / |
(a) /tan zdz, (b) a2 cos?z + b?sin® z

(Se foreldsningsanteckningar).




4.6 Integraler innehallande rotuttryck

Vi behandlar olika typer av rotuttryck som kan forekomma vid bestdmning
av primitiva funktioner och anger substitutioner som kan anvindas for att
forenkla problemet.

Formen va? — 22

Hér kan man prova med substitutionen
x
r=asint, [t| <7/2, t=arcsin(=), dr=acostdt.
a
(Alternativt kan man prova med substitutionen z = a cost).

Exempel 4.16. Berédkna
/ Va2 — z?dz.

(Se foreldsningsanteckningar).

Formen va? + z2

Prova med substitutionen va? + 2? = z —t. D4 far vi (kollal):
rT—t=— T =

) ; = ———dt.
2t 2t 2t2

Exempel 4.17. Bestam
[ =
——dr.
14 2?2

(Se forelasningsanteckningar).
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Formerna v/az + b och 4/ %}f—g

I dessa fall kan man prova med substitutionerna

/ b
vax +b=1t respektive o t
cr+d

Exempel 4.18. Berdkna

/ dz
21+z

(Se foreldsningsanteckningar).

Formen vaz? 4+ bx + ¢, didr a > 0

Hér kan vi gora substitutionen

vaz? +br+c=+ax —t.

Exempel 4.19. Berdkna

dz
/\/332+4x+5'

(Se foreldsningsanteckningar).

Formen vaz? + bz + ¢, dir a < 0 och polynomet har reella nollstéllen

I detta fall gor vi forst omskrivningen

Vaz? + bz +c=+v—a-/r2— (z+a)?.

Dérefter gor vi substitutionen

(x+a)=r-sint, |t|<g—.
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Exempel 4.20. Bestdm

dz
/\/G—m—xf

(Se foreldsningsanteckningar).

Formerna v/1 + 22, (1 + 2?) eller (1 + z*)®

I dessa fall kan man forsoka med substitutionen
E

2 ¥
= (1 +tan®t) dt.

T =tant, |t| <

dt

do —
v cos?t

Exempel 4.21. Beridkna

/(1+m2;if/1_m'

(Se foreldsningsanteckningar).

Givetvis kan ibland andra substitutioner &n de rekommenderade fungera
bra. Det avslutande exemplet 16ser vi behdndigt med substitutionen 1/z = t.

Exempel 4.22, Bestim

z>1.

Vz?—z
z3

(Se foreldsningsanteckningar).




