3 Derivator

3.1 Definitioner och rikneregler

Vi betraktar avbildningar f : R™R som &r definierade i en omgivning av
punkten zy € Dy.

Kan vi hitta ett méatt pa tillvixthastigheten f6r f(z) i punkten z,?

Definition 3.1. Antag att f(z) 4r definierad i en omgivning av punkten z.
Om griansvérdet

lim f@o+h) — f(xo)

h—0 h

existerar si sdges f(z) vara deriverbar i punkten zy. Grénsvirdet kallas
derivatan av f(z) i punkten zy och betecknas

I (zo), %(mo) eller D f(zg) .

Om f(z) &r deriverbar i varje punkt i Dy s séger vi att f(z) 4r deriverbar,
och funktionen z™f'(z), = € Dy, kallas derivatan av f(z), med beteck-
ningarna

f(z), %(m) eller Df(z).

Observera att vi har ett alternativt skrivsitt av f'(zy) som ett grinsvirde,
ndmligen om vi séitter  — g = h, sa giller h — 0 &  — xg, och vi far att
definitionen pa griansvérde i punkten g kan skrivas i formen

f’(xo) — lim f(fl?) _ f(‘TO) )

T—T0 T — mo
Vi kommer att anvinda bada skrivsidtten.
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78 : 3 Derivator

Med hjilp av det senare skrivsdttet gor vi en geometrisk tolkning av
begreppet derivata:

)’ g 43:: £

mn

Vi har hir beteckningarna Az = z — x5 och Af = f(z) — f(zo) och
definerar begreppet differenskvot genom

Af _ f(@) = f(ao)

Az T — X

och tolkar denna som den “genomsnittliga tillviixten av f i intervallet [y, ]”.
Vi ser vidare att riktningskoefficienten fér sekanten [ genom punkterna (z, f(zo))
och (z, f(z)) ges av

Af

tana = ——

Az

Tillviaxthastigheten i punkten z, definieras som

. i / .
Alggo Az f'(@o) = tan a.




3.1 Definitioner och rédkneregler 79

Definition 3.2. [y dr kurvtangenten till f(z) i punkten zy. Tangentens rikt-
ningskoefficient och ekvation ges av

tanag = f'(z9) och y— f(z0) = f'(@o)(z — z0) .

Normalen till f(z) i punkten zo star vinkelrdtt mot tangenten i punkten
x9. Normalen har riktningskoefficient —1/f'(xzq) och ges av ekvationen

1
f(z0)

Exempel 3.1. Antag att funktionen f(t), ¢ > 0, anger ldget av en partikel
vid tiden ¢. Om f &r deriverbar for ¢ > 0 anger f'(¢p), to > 0, partikelns
hastighet vid tiden 3. Om &ven funktionen f'(¢) #r deriverbar s& har f and-
raderivatan Df’'(t) = f"(t). Denna kan tolkas att ange hastighetsindringen
vid tiden %y, dvs. accelerationen.

y— f(zo) = — (z—20), om f'(zo) #0.

Exempel 3.2. Funktionerna f(z) = K (= konstant) och g(z) = x &r deri-
verbara for alla x € R med derivatorna

f(z)=0 och g'(z)=1. (3.1)
(Se foreldsningsanteckningar).
Exempel 3.3. Betrakta potensfunktionen f(z) = z", n € Z,. D4 giller
fl(z) =na™t, (3.2)
ty vi har for fixt zp € R och med sttd av binomialsatsen att

f(@) = fzo) _ 2" —af _ (wo+ (z—20))" — 3¢

Ir — Tg r — X9 T — Zg
_ (g)xg + (?)x{,‘"l(az — o) + ...+ (Z)mg(a: — x)" — TP
(x — z9)

= (?) i+ <Z) a2z — @) + ...+ (Z) (2 — )"

n — - o
— <1>a:6‘ l=n. 207", ddz—a.
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Exempel 3.4. Ar funktionen f(z) = |z| deriverbar i z = 07
Losning: Vi bildar differenskvoten:

f@) = f0) |e| 1, ddz>0;

z—0 Tz
Vi drar slutsatsen att grénsvirdet limg, o ! ("'2___0 9 inte existerar, f(z) dr inte
deriverbar i = 0. Detta visar att kontinuitet i en punkt inte garanterar

deriverbarhet i punkten. I detta fall har vi dock en hégerderivata och en
vinsterderivata i origo,

lim LE =@ oy S@ IO

z—0+ T — Tp z—0~ z—0
Sats 3.1. Om funktionen f(z) &r deriverbar i punkten zg, si dr f(z) konti-
nuerlig i punkten.

Bevis: Vi har att
£(a) - fla) = LB =S E0)

T — Ty
s f(z) = f(zo) dd z — zp. O

T —x0) = f'(20)-0=0, dd z — zg,

Vi har féljande rdkneregler f6r derivering:

Sats 3.2. Antag att funktionerna f(z) och g(z)&r deriverbara i punkten zg.
Da giiller det att

(f +9)(m0) = f'(z0) + ¢'(m0) , (3.3)
(Kf)(z0) = K f'(z9), K é&r en konstant, (3.4)
(f - 9) (o) = f'(20)g(z0) + f(%0)g' (o) , (3.5)
(1Y e = P e o

Bevis: (Se foreldsningsanteckningar).
Exempel 3.5. Betrakta polynomet
p(z) = 2™ + 13" .. az +ag.

Med st6d av formlerna (3.2) och (3.4) har vi att ﬂa{;mik—) =a k-2t ke Z,.
Upprepad anvindning av formel (3.3) ger d& derivatan av polynomet:

P(@)=na,z" 7+ (n—1)ap_ 18" 2+ ... 4+ 2z +a . (3.7)




Exempel 3.6. Héarled deriveringsformeln

D™ =

(Se foreldsningsanteckningar.)

TLGZ+

3.2 Trigonometriska funktioner

Vi fortsitter hirledningen av deriveringsregler for de elementiira funktioner-

na. Betrakta forst funktionen f(z) = sinz. Med stéd av formeln

. . . Ty
sinz —siny = 2 sin

cos Tty
2
bildar vi differenskvoten

2

h et

h h
.k
5 2
:Slrhlz -cos( x;—h) —scosz, dd h — 0.
2

Dérmed géller formeln

Dsinz = cosz.
P& ett analogt sitt hirleds formeln

(3.9)

Dcosz = —~sinz.
Betrakta funktionen f(z)

(3.10)
(3.9) och (3.10) erhalls o

= tanz = 32 Med stéd av Sats 3.2 och formlerna

cosSZ cosT — sinz(—sinzx 1
fI(CL') — 5 ( ) 5 ,
cos? ¢ cos? x
vilket ger deriveringsregeln
Dtang = ——— =1-+tan’z. (3.11)
cos?
Pa ett liknande sétt far vi att
Dcots = ———— = —(1+cot’ z).. (3.12)
sin” z
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3.3 Logaritmfunktioner

For att hirleda derivatan av logaritmfunktionen
f(z)=%logz, >0, a>0, a#1,

utfor vi forst ett basbyte till den naturliga logaritmen

Inz

f(@)=—

Ina’

och studerar differenskvoten;:

1/h
In(z nz _1_ 34_'_}'.11 Q
floth)—fla) et _me Ain(22)  In(14%)

h h Ina Ina

1
<Séitt S=7 varvid t — +oo d& h — 0*F )
t/x
11](1 -+ %—) 1 I\t
= = . ln(l + —)
Ina xlna t
— ‘lne = ,dat — +oo.
rlna rzlna
Darmed erhalls formeln
Dlogx = , >0.
zlna
Speciellt for a = e galler
1
Dhnz=—-, z>0.
z

Exempel 3.7. Beridkna

i (Sin zlnz

dr\ z+1 )’ z>0.

(Se foreldsningsanteckningar.)
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3.4 Derivata av invers

Innan vi bevisar satsen om derivata av inversa funktionen ger vi en geomet-
risk motivering:

2

Vi utliser sambanden tan o = f'(z) och tan(m/2 — a) = (f~')(yo) och far
11
tance  f'(zp)

Vi ger dven ett analytiskt bevis av sakforhéallandet.

(7Y (yo) = tan(n/2 — @) = cota =

Sats 3.3. Antag att funktionen f har en invers funktion som &r kontinuerlig.
Om f &r deriverbar i punkten z = zy och f/(zy) # 0, s& &r f~! deriverbar i
punkten yo = f(zg) och

1

(f7) () = m7 (o = f(=wo)) . (3.15)

Bevis: Vi har att y = f(z) & z = f~1(y). Eftersom f~! #ir kontinuerlig
giller z = f~(y) = [ (o) = zo d& y — yo. Alltsd:  — o dd y — yo. Vi
studerar differenskvoten,

1) = f7 (o)  — o 1 1 .
— = — , da y — . g
v — 10 F(@) = Flao) — Teflsl — im0 T
Formel (3.15) kan, om vi byter yo mot = och zy mot y, skrivas som
1
DfYg)= ——, z= , 3.16
(O )0) =z, 5= 1) (3.16
dz

och mera kortfattat som % = %— eller §2 = &
Exempel 3.8. Hérled formeln
Dazw==g2', >0, neZ,. (3.17)

83




84 3 Derivator

3.5 Exponential- och arcusfunktioner
Logaritmfunktionen
y= f(z) = *logz, a>0,
har exponentialfunktionen
z=f"l(y) =a’
som sin invers. En tillimpning av Sats 3.3 och formel (3.13) ger att

(f 1) (o) = L } =z lna=da" Ina.

fl(ﬂ?()) zo Ina

Dérmed far vi formeln f6r derivering av exponentialfunktioner,

Da®=a®Ina, a>0,
och speciellt for a = e,

De* =¢€*.

(3.18)

(3.19)

Exempel 3.9. Givet funktionen f(z) = ze®, z > 0. Berikna (f~!)(e).

(Se foreldsningsanteckningar.)

Funktionen

har inversen
= fy) =arcsiny, —-l<y<l.
En tilldmpning av Sats 3.3 och formel (3.9) ger da att

dx 1 1 1 1 leu<l
—_—— T —— T g = y — ’y y
dy % cos 1 —sin’x 1—y?

s& vi erhéaller deriveringsregeln

1
D arcsing = ———, |z|<1.
1— 22

(3.20)




P& analogt sdtt behandlas funktionen
y=f(z) =cosz, O0<z<m,
som har inversen
z = f'(y) = arccosy, —-1<y<l1,

och vi far att
dr 1 1 1 1

@—%: —sing  —l-cos 1—y2’ “hevs<h
séledes géller
D arccosz = ———1——, lz] < 1. (3.21)
1— a?
Vidare fér funktionen
y= f(z) =tanz, ——g- <x<g
har vi inversen
= fYy) = arctany, ye€R,
och dirmed géller det att
dx 1 1 1
Ey—:%: 1+tane 1—I—y2’y€R’
sé& vi far deriveringsregeln
D‘arctanx =112 ° € R. (3.22)
For funktionen
y=f(z)=cotz, O0<z<m,
ges inversen av
z = f}y) = arccoty, y € R,
och slutligen
dr 1 1 1
dy 3—% T T(1+cot?z) —(1+g?) veR,
vilket ger deriveringsregeln
D arccot z = ——1——4—}? , z€R. (3.23)
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86 3 Derivator

3.6 Derivata av sammansatt funktion

I avsnitt 1.12 definierade vi den sammansatta funktionen

u(z) = (fog)(z) = f(g()),

dir f kallas yttre och g inre funktion. Vi presenterar nu kedjeregeln for
derivering av sammansatta funktioner.

Sats 3.4. Kedjeregeln. Om funktionen g &r deriverbar i punkten z och
funktionen f #r deriverbar i punkten g(z) si &r den sammansatta funktionen

u(z) = f(9(=))
deriverbar i punkten z med derivatan
u'(z) = f'(9(w)) - d'(2). (3.24)

Bevis: Antag att g(z+h) # g(z) for alla h i en punkterad omgivning av 0, |—
A, 0[U]0, A[, f6r ndgot A > 0. Vi bildar differenskvoten i en sddan omgivning
och beaktar att g(z + h) — g(z) d& h — 0, eftersom ¢ &r kontinuerlig i
punkten z,

u(@ +h) —u(z) _ flg(z+h) — flg(e)) glz+h)—g(z)
h g(z + h) — g(z) h
— f'(g(z)) - ¢'(z), dd A — 0. O

Observera att satsen giller dven utan antagandet att g(x + h) # g(z) for
alla h i en liten punkterad omgivning av 0. (Beviset blir mera tekniskt utan
antagandet, se kursboken).

Siitter vi y = g(z) och u = f(y) kan (3.24) skrivas i den korta formen

du du dy
Exempel 3.10. Funktionen u(z) = (1 + 2?)" 4r sammansatt av f(z) = z"
och g(z) = 1+ 22, dvs. u(z) = f(g9(x)), f'(z) = na™ ! och ¢'(z) = 2z. D&
ger kedjeregeln att

u'(2) = f'(9(2)) ¢'(&) = n(1 +2*)"" - 22,

Exempel 3.11. Berékna D In(sin(cosz)). (Se forelisningsanteckningar.)




3.7 Potensfunktioner

For potensfunktioner
u(z) =2, >0, a€eR,

gér vi omskrivningen

(@) = ['(9(@) g/ () = " & =gt
Vi har da deriveringsregeln fér potensfunktioner
Dz*=ax*', z>0,acR (3.26)

Exempel 3.12. For funktionen f(z) = \/z erhalls derivatan

L1
DVt=Dgi=-g/"1=_—_ 0.
vz i =@ NG T >

3.8 Hyperboliska funktioner

Med hjalp av definitionerna pa de hyperboliska funktionerna verifierar man
latt att de &r deriverbara med derivatorna

D sinhz = coshz, (3.27)
D coshz = sinhz, (3.28)
1
D tanhz = 5 (3.29)
cosh”x
D cothz = ——=—, z#0. (3.30)
sinh® z
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88 3 Derivator

3.9 Nagra viktiga exempel

De tvé forsta exemplena dr viktiga och kommer att visa sig anvéndbara vid
bestdmning av primitiva funktioner, vilket behandlas i del 2 av kursen.

Exempel 3.13. Betrakta funktionen
f(z)=Inlz|, z+#0.

For o > 0 géller
f@) =z, f[f(z)=

For x < 0 galler

1 1
f#) =tn(~2), o)== (-1)==.
Vi har alltsa formeln
Dlnfx]:%, z#0. (3.31)

Exempel 3.14. Logaritmiska derivatan. Antag att f(z) &r en deriverbar
funktion och definiera funktionen

F(z) =In|f(z)].
Med hjilp av kedjeregeln och formel (3.31) far vi

) =73 0 =55,

vilket ger formeln for den logaritmiska derivatan av f.

D In|f ()] = J;((gf)) | (3.32)




Exempel 3.15. Antag att g och h &r deriverbara funktioner, med g(z) > 0,
och definiera

f(z) = g(z)"®.
D4 kan vi géra omskrivningen

— In g(z)h (@) — (@) Ing(z)
f(z)=e e

vilket gor det mojligt att bestimma derivatan av f,

1
f'(@) = " E) (B (z) In g(x) + h(z) 7@ J'(z))
g’(m))
g(z)
Exempel 3.16. Bestim for > 0 derivatan av funktionen f(z) = z°.
(Se forelisningsanteckningar. )

= g(z)"®@ (K (z) In g(z) + h(z)

Vid implicit derivering har vi en ekvation innehéllande exempelvis tva
variabler z och y av vilka den ena kan tolkas som funktion av den andra och
vars derivata ibland kan beriiknas genom derivering av ekvationens vénster-
och hogerled. Vi betraktar ett exempel.

Exempel 3.17. Punkterna (z,y) pd den &vre halvcirkelbégen av den origo-
centrerade cirkeln med radie 2 satisfierar ekvationen

24y —4=0, y>0.

Hir kan variabeln y betraktas som funktion av z, ndmligen y = y(z) =
v/4 — 22 och vi kan beriikna y'(z) genom direkt derivering. Vi kan ocksé
skriva om ekvationen i formen

> +y(z)?—4=0,

och utféra implicit derivering, vilket betyder att bdda leden deriveras med
avseende pa variabeln z,

2z +2y(z) - y'(z) =0,

och vi erhiller




90 3 Derivator

3.10 Lokala extrempunkter och medelvirdessatsen

Betrakta en kontinuerlig funktion f : [a, )]"R.

W

Denna funktion har ett lokalt maximum i punkterna: xg, 9, 24 och ett lo-
kalt minimum i punkterna: z,, £z, 5. Den har ett globalt maximum i punkten
x4 och ett globalt minimum i punkten ;.

Definition 3.3. En funktion f : R™R har ett lokalt maximum (mini-
mum) i punkten zo om det finns ett tal 6 > 0 sa att

(z € Dy och |z — x| < 8) = f(z) < f(wo) (f(z) > f(o)). (3.33)

Om f(z) < f(zo) (f(z) > f(zo)) har vi ett stringt lokalt maximum
(stréngt lokalt minimum). Lokala maxima och minima kallas extremvérden
och lokala maximi- och minimipunkter kallas lokala extrempunkter.

~ En punkt x9 € Dy #r en stationér punkt f6r f om f/'(zo) = 0. (Deriva-
tans nollstéllen ger de stationéra punkterna).

Sats 3.5. Om f : R™R &r definierad i en omgivning av punkten xg och
deriverbar i zy och om g &r en lokal extrempunkt for f, sa 4r zy en stationér
punkt.

Bevis: Antag att z dr en lokal maximipunkt (analogt bevis for lokal mini-
mipunkt). D& finns det ett 6 > 0 sd att om z € [y — §, o] (z € [zo, To + §])
sa galler det for differenskvoten att

f(z) — f(20)

r — Zg

so (M=t gy

r — Ig
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Men da géller det att

<0.

fL(zo) = lim M >0 och fi(zo)= lim M

T3y T —Zo sy T — Zo

Eftersom f &r deriverbar i zo géller det att f’ (zo) = f (z0) = f'(0). Enda
mdjligheten dr da att f'(xy) = 0. O

Observera att omviandningen till satsen giller ej. Ett exempel pa detta &r

funktionen f(z) = z3 for vilken f’(0) = 0, s 0 4r en stationdr punkt men
inte en lokal extrem punkt, utan en sa kallad terasspunkt.

0.1

0.1
.15

En funktion kan ha andra extrempunkter &n stationéra punkter. Namligen
punkter dér derivatan inte dr definierad och intervallaindpunkter.

A

\\4
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Vi skall utan bevis presentera medelvéirdessatsen. Vi ger dock en geo-
metrisk motivering till satsen:

N

Riktningskoefficienten for linjen ly genom P; och P, ges av

£0) ~ fla)

tano =
b—a

Linjerna I, och Iy 4r bada parallella med linjen Iy, sa vi har

f(b) — f(a)

fl(&) = T = f'(&) -

Sats 3.6. Medelvirdessatsen. Antag att f(z) dr kontinuerlig pa interval-
let [a,b] och att f'(z) existerar i det Sppna intervallet |a,b[. D4 finns det
minst en punkt ¢ € Ja, b[ sidan att

f) = f(a) = f'(§) (b—a). (3.34)

Exempel 3.18. Det giller for alla reella tal z; < z, att
|coszy — coszy| < |zg — z1|, (%)

ty med stod av medelvirdessatsen finns det ett £ i intervallet |z, 2o[ sddant
att

cos Ty — cosxy = (—siné) (zy — z1) .

D& —sin € tillhor intervallet [—1, 1] for alla val av z; < x4, sd maste formel
(%) gilla.
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Sats 3.7. Antag att f dr kontinuerlig pa det slutna intervallet I = [a, b] och
deriverbar i det 6ppna intervallet |a, b[. D& géller:

1. Om f'(z) > 0 (< 0) pa intervallet ]a, b[, sa 4r f véxande (avtagande)
pa intervallet I

2. Om f'(z) > 0 (< 0) pa intervallet ]a,b[, s& &r f stringt vixande
(stringt avtagande) pé intervallet I.

3. Om f'(z) = 0 for alla z €]a, b, sa #r f konstant pa intervallet I.

Bevis: 1. Vi utfor beviset for f/(z) > 0 pa intervallet ]a, b[, beviset &r analogt
i det andra fallet. V&lj godtyckligt =1, 22 € I saddana att z; < zy. D4 finns
med stéd av medelvirdessatsen ett & € |z, z5[ sddant att

f@2) = f(z1) = f/(€) (w2 —31) 20,

vilket medfor att f(zz) > f(x1) och f &r vixande pa intervallet .
2. Antag nu att f'(z) > 0 pa intervallet |a,b] och att zy,z2 € I &r
godtyckligt valda med z; < z5. D4 erhélls f6r nagot & i |x1, zo[ att

fma) — fz1) = F/(&) (w2 —21) > 0,

88 f(x2) > f(z1) géller och f #r stringt viixande pa intervallet 7. Beviset for
att f'(z) < 0 pa intervallet medfor att f dr stringt avtagande dr analogt.

3. Antag att f'(z) = 0 for alla z €]a, b och tag godtyckligt z;,z, € I,
sadana att z; < my. Med stéd av medelviirdessatsen finns ett & € Jxy, 2o
sadant att

f(@2) — f(z1) = (&) (zp — 1) =0,

alltsa géller det att f(z;) = f(z2) och f &r konstant pé intervallet I. O
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En konsekvens av Sats 3.7 dr att karaktiren av en stationér punkt zo, (dér
f'(zo) = 0), med avseende pa lokal maximi- eller minimipunkt f6r f(z), kan
avgoras genom att studera derivatans teckenvixling i en omgivning av .
Om derivatan dr negativ (positiv) i en punkterad vinsteromgivning |zo—6, zo|
av Ty och positiv (negativ) i en punkterad hégeromgivning |zo, zo + 6[ av zp,
88 8r zo en,lokal minimipunkt (maximipunkt) for f(z).

G

\A‘a'
¥ ?’ L >)<'
X° * Xe
x.\o N )<‘° 2y
.@9( t e ) e
v = o + Flx) 0 =

Om derivatan inte byter tecken har vi en terasspunkt. I detta fall 4r x,
inte en lokal extrempunkt.

5
>X ¥ 3
Xo Xo x
Re e
( % & >




3.11 Tillimpningar av derivator

En tillimpning dar derivatan spelar en viktig roll &r kurvritning av en funk-
tion f(z). Vi kan dela upp denna process i delsteg:

1. Berdkna derivatan och stationéira punkter. Studera derivatans tec-
kenvixling for att avgora i vilka intervall funktionen &r stréngt vixande
respektive stringt avtagande. Undersok teckenvéxlingen vid stationéra
punkter for att bestimma lokala maxima och minima,

2. Bestédm, ifall det 4r mojligt, nollstéllena till funktionen f. Undersok
intervallindpunkter och eventuellt grénsvirden di z — oo,
punkter dér derivatan &dr odefinierad samt punkter dédr funktio-
nen f dr odefinierad. Dessa understkningar kraver ofta berédknande
av vénster- och hogergransvérden.

3. Gor pa basen av undersékningarna i punkt 1. och 2. en skiss av funk-
tionskurvan. '

Vi ger ett exempel pa tillvigagangssittet.
Exempel 3.19. Gor en skiss av grafen till funktionen

Te
= , < 2.
fa) =2, o

Lésning: 1. Derivatan av f(z) ges av

2(1 — 222 + 2%)e~*"
fl(x):_ (CU*—2)2 y 37<2,

vilket ger tre stationsra punkter:

_1-+6 1+

S

(~ 1.618) .

7= (2 —0.618), ®y=1, z3= 5
Da far vi teckenvéxlingen for derivatan enligt schemat:
XQ x?. x3 l
: et >

\
Fry =+ + + O == = Ox+0-"p
odst,
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96 3 Derivator

Schemat ger att f(z) ar stringt viixande i intervallen | — 0o, z1] och [zg, z3),
samt stringt avtagande i intervallen [z1,z5] och [z3,2[. Vidare ser vi att
Z1,To, x3 dr alla lokala extrempunkter och teckenvéxlingen ger:

(\/5—-1)6 5=3

f(z1) = Y (=~ 0.161), lokalt maxima,
f(zy) = —e™! (= —0.368), lokalt minima,
(1+vB)?
1 -
f(z3) = (L+V5)e (=~ —0.309), lokalt maxima.

V5 -3

2. Funktionen f(z) har ett nollstélle i punkten z = 0. Vidare géller det att

. et
a:gr—-noof(w) - :L‘l—l)r—noo 1-— % =0,
—z?
: xre
li = li =—00.
A= ip e =

3. P& basen av informationen i punkt 1. och 2. kan vi skissa grafen till f(z):

T — e - m e e e w N m e o e




3.11 Tillimpningar av derivator 97

En annan tilldimpning av derivator ar fér att bevisa att olikheter géller i
vissa intervall. Vi belyser metodiken med ett exempel.

Exempel 3.20. Visa att

ad <7r arctan x
1422 2

for alla x > 0

Losning: Problemet ér ekvivalent med att visa att

f(x):g—arctanx— 52 >0

for alla z > 0. Vi studerar derivatan av f(z),

fla) =0t (Fe)1-o2

1+a2 (14 2)?
2

(1+ a7’

och observerar att

f(z)<0daz>0.

Detta betyder att f(z) &r stringt avtagande i intervallet [0, +oco| . Vad hénder
med f(z) dd  — +o0?

. , m
mginoo f(z) = mgrfoo(E — arctanz —

1 T
=——=—=0
—% + a:) 2 2
Déarmed giiller det att

f(z)>0,daz>0,
och saledes har vi att

< o t

diz>0. O




98 3 Derivator

En tredje tillampning av derivator dr optimering. Antag att vi har en
kontinuerlig funktion f(z) pa ett slutet (dndligt) intervall [a, b]. D& ger Sats
2.7 att f(z) antar ett storsta och ett minsta virde pa intervallet. Antag
vidare att f(z) &r deriverbar i 6ppna intervallet ]a, b[. D4 &r de storsta och
minsta virdena ockséd lokala maxima och minima, och antas antingen i en
stationdr punkt eller i en intervallindpunkt. Om f(z) inte &r deriverbar i alla
punkter i Ja, b] bér dven funktionsvéirdet i undantagspunkterna kontrolleras.
Exempel 3.21. Vilka &r de storsta och minsta vérdena som uttrycket

T+ y2

antar pa enhetscirkeln 22 + 42 = 1 och i vilka punkter antas extremvirdena?

Lo6sning: Pa enhetscirkeln géller det att
y=1-2* —-1<2<1,
s& vi kan studera funktionen
flz)=z+1—2?

pé intervallet [—1,1]. Den #r kontinuerlig pa intervallet och deriverbar i det
oppna intervallet | — 1, 1[. Vi bestdmmer de stationéra punkterna

1
f’(m)zO@l—Zx:O@xzi.

Darmed racker det att kontrollera funktionsvérdet i tre punkter

f(=1) = -1, minsta virdet,
1
f(§) = %, stérsta virdet,
f)=1

D& antar uttrycket = + y? pd enhetscirkeln sitt minsta virde —1 i punkten
(—1,0) och sitt storsta véirde 2 i punkterna (3, i%—g)




3.12 Derivator av hogre ordning

Antag att funktionen f : R™R &r deriverbar. Om i sin tur f/(z) #r deriverbar
kan vi definiera andraderivatan av f genom
df'(z)
"
x) = ——+.
7wy =2

Pa analogt sétt defineras tredjederivatan av f. Om denna procedur kan
itereras i n steg far vi n:te derivatan av f vilken kan betecknas pa ett av
foljande sitt

F™(z), %(w) eller D"f(z).

For funktioner f och ¢g som &r n génger deriverbara har vi foljande
rikneregler

D*(f+g)=D"f+ D",

DMf-g) = Z (Z) f® . gk Leibnitz’ formel.
k=0

Antag att funktionen f(z) &r tva ganger deriverbar i intervallet 7. Om
f"(z) > 0 pa I sa ligger grafen av f &ver sin tangent i varje punkt = € I, vi
har en konvex funktion. Om f”(z) < 0 pa I sa ligger grafen av f under sin
tangent i varje punkt z € I, vi har en konkav funktion. Om for zy € I géller
att f"(zo) = 0 och f"(z) byter tecken i zy har vi en inflexionspunkt dér
grafen viixlar frin att ha varit konkav (konvex) till att vara konvex (konkav).

¥ I J b l ' )(in
Konvex Funmhibon Kovles,, el bon lnflees onspunlet
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3.13 Partiella derivator

I detta avsnitt, som inte beh6ver lédsas till tentamen, skall vi kort defi-
niera vad som avses med partiella derivator av avbildningar f : R*™R.

Exempel 3.22. Ett exempel pa en funktion f : R*™R ges av f(z,v,2)
definierad genom

f(m>y7 Z) = e Sll’l((l?y) .

Definition 3.4. Antag att funktionen f(z, 22, ..., z,) dr definierad i en om-
givning av punkten a = (ay, ag, ..., a,). Om grinsvirdet

. f(alaa',?) "'7a’k—17a/€ + h, ak—{-l) ---,an) - f(a1’a27 ey a'n)
lim
h—0 h

existerar, s #r f partiellt deriverbar med avseende p& variabeln zj i
punkten a. Den partiella derivatan med avseende pa variabeln zj 1 punkten
a betecknas

fi(@), f.(a), eller %(a).

Exempel 3.23. Berikna partiella derivatorna av funktionen

f(@,y,2) = ™ sin(zy) .

Loésning: Vi deriverar forst med avseende pa variabeln z. D& betraktas y och
z som konstanter och vi kan tillimpa vanliga deriveringsregler for funktioner
av en variabel,

fi(z,y,z) = ™% - yz - sin(zy) + €™ - cos(zy) - ¥
= e™*(yzsin(zy) + y cos(zy)) .
Da& vi deriverar med avseende pa y betraktas x och z som konstanter.
Yz

fo(3,y,2) = €™ - w2z - sin(zy) + e™* - cos(zy) - @

= e"*(zzsin(zy) + z cos(zy)) .
Slutligen deriverar vi med avseende pa z.

fé(mayaz) = ™" . Ty - Sln(:L‘y) .
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3.13 Partiella derivator 101

Vi har &ven en kedjeregel for derivering av sammansatta funktioner av
typen f: R™R och g : R™R™. Vi har dé att

g(t) = (gl(t)ﬁ -'wgn(t» )

och vi far den sammansatta funktionen v : R™R definierad av

u(t) = f(g(t)) = f(g1(t), g2(t), .., gn(t))

Om ¢1(t), ..., gn(t) har kontinuerliga derivator i punkten o och de partiella
derivatorna av f(z1, ..., z,) r kontinuerliga i en omgivning av punkten g(ty),
s& ar den sammansatta funktionen deriverbar i punkten ¢y med derivatan

' (to) = fi(g(to)) - g1(to) + f2(9(to)) - ga(to) + .. + fn(g(to)) - g (%0) -

Om vi sétter u = u(z(t)) = u(z1(t), z2(t), ..., 2o (t)) kan vi skriva kedjere-
geln i formen

d_u—_a_u_ éﬂ+?_1_b_ @4_ +ﬂ dzy,
dt Oz, dt  Ozy dt T Oz, dt

Exempel 3.24. Antag att funktionerna f(z,y) och g(t) uppfyller de krav
som stélls for att kedjeregeln skall kunna anvéndas, dar

g(t> = (COS 1, sin t) = (gl (t)> gZ(t)) .
D4 ges derivatan av den sammansatta funktionen
u(t) = f(g(t)) = f(cost,sint)

av
u'(t) = f,(cost,sint) - (—sint) + f,(cost,sint) - cost.




