2 Gransvarden

2.1 Definitioner och rikneregler

Vi har i kapitel 1 behandlat fragestillningar som: “ Hur uppfor sig en funktion
f(z) d& z — £o0 eller z — 0”. Vi skall ge precisa definitioner av begreppet
griansvirde i olika fall som kan férekomma. Forst behandlar vi grinsvirden
dir  — 400 och betraktar inledningsvis ett exempel.

Exempel 2.1. Lat funktionen f vara given av

1
f(:l?)zl‘l———\/“;, z>0.
D4 verkar det klart att f(z) — 1 d& z — +oo, ty 1/\/z avtar mot 0 d& =
vixer. Vi gor en exaktare analys:

1 1 1

—1l=14+ —==1 :‘——‘:—_

|f(z) = 1] |+ﬁ | VARG
<E, om v/z > 10, dvs. om z > 100,

< om v/z > 100, dvs. om z > 10000,

100

e

Tag godtyckligt € > 0,

1

If(z) = 1] = —=<e¢, om\/—m—>§, dvs. om z > (g>2:w(:w(s)).

§H

Definition 2.1. Antag att funktionen f(z) &r definierad for godtyckligt sto-
ra reella tal, (Dj N [a, +oo[# @ for alla a > 0). D& har f(z) grénsvirdet A
d& z gar mot oéndligheten om det till varje tal € > 0 finns ett tal w = w(e)
sadant att

(zx>wochz € Dy)=|f(z) — Al <e.
Detta betecknas

f(z) > Addz— +oo eller lim f(z)=A.

T—+00
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60 2 Grédnsvérden

Exeinpel 2.2. Visa med stéd av definitionen att

. x*+sinz
im —————— =
z—o4oo 1+ 2

(Se férelasningsanteckningar.)

Exempel 2.3. Funktionen f(z) = cosz saknar grdnsvirde dd z — -+oo,
eftersom den i varje intervall [a, +o0o], a > 0, antar alla vérden i intervallet
[—1,1]. Funktionsvérdena “samlar sig inte kring ndgot virde A”.

Exempel 2.4. En talfoljd (a,)%, kan tolkas som en funktion med Dy = N,
Om en talfoljd har ett grinsvirde dd n — oo, séger vi att den dr konver-
gent, i annat fall #r den divergent. Exempelvis dr talféjden (1 + n~H,

konvergent med grinsvirdet 1, medan talféljden ((—2)")s, &r divergent.
Vi har en analog definition pa grénsvirde d& ¢ — —oo.

Definition 2.2. Antag att funktionen f(z) dr definierad for godtyckligt smé
reella tal, (DfN] — co,a] # 0 for alla a < 0). Da har f(z) gransvérdet A
d& z gir mot minus odndligheten om det till varje tal € > 0 finns ett tal
w = w(e) sddant att

(r <wochzeDf)=|f(z)— Al <e.

Detta betecknas

f(z) > Addz— —oco eller lim f(z)=A.

r——00
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Antag att a och § > 0 4r givna tal. En omgivning av talet a 4r en méngd
av formen

{zeR:|z—a| <6} =]a—0d,a+4[.

e %
a~§ (78 o+

Vi kan da definera begreppet gréansvirde dd z — a.

Definition 2.3. Antag att f &r en funktion saddan att varje omgivning av
punkten a € R inneh&ller punkter ur Dy. Da har f(z) gransvirdet A dd =z
g&r mot a om det till varje tal € > 0 finns ett tal 6 = d(g) > 0 sddant att

(Jz —a| <6 och z € Dj) = |f(z) — Al <e.
Detta betecknas
flz) > Addz—a eller li_r>nf(:1:) =A.

Observera: 1. Om a € Dj och f(z) = A dd z — a, sa géller A = f(a).
2. Om man i definitionen ovan byter |z — a| < § mot a < z < a+ ¢ eller
a—6 < x < a, fis definitionen pd hogergrinsvirde, f(z) - A da z — a™,
respektive vinstergriansvirde f(z) - Adaz — a™.

AY
ASE f = = = o m =

%:ﬂ’(:(&)

A

A
A=g,

W
9. ,&

| a-§ o avs

Exempel 2.5. Betrakta funktionen f(z) = +/z, = > 0. D4 géller
lim f(2) = V2,
ty for varje € > 0 géller:
f(z) - V2| = Va - V2| =

o2 _|e-2
VI+V2Z V2 |
Fér allae >0 och 6§ = /2 ¢ giller: |z — 2| <8 = |vz — V2| <e.

WE-VEIVE+VE| _ la-2)
o+ V2 Vi + V3

<e oml|r—2/<V2-e=6.
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Om f(z) — +oo eller —oco d& © — 400, £ = —oo eller z — a har vi att
gora med oegentliga griansvérden.

Definition 2.4. Antag att funktionen f(z) &r definierad for godtyckligt sto-
ra reella tal, (D N [a, +oo[ # 0 f6r alla a > 0). Da har f(z) det oegentliga
gransvirdet (a) + oo eller (b) — o0, da = gar mot oéndligheten, om det till
varje tal A € R finns ett tal w sddant att

(a) (z > w och © € Dy) = f(z) > A,
eller
(b) (x > w och z € Df) = f(z) < A.

Detta betecknas

(a) f(z) = 400, dd £ — +oo eller lim f(z) = +oo0,

T—++00
eller ’
(b) f(z) - —o0, d& £ — oo eller Ein f(z) = —o0.

Vi har en analog definition pé oegentligt gransvirde da z — —oo.

Exempel 2.6. Betrakta funktionen f(z) =2", n € Z,.
Om vi véljer w = ¥A = A" X > 0, sd giiller:

z>w= f(z)=a" >\ =\,
Alltsa géller det att

A f(7) = oo

Vi definerar begreppet oegentligt grinsvirde dd z — a.

Definition 2.5. Antag att f #r en funktion sddan att varje punkterad om-
givning, 0 < |z — a| < §, av punkten a € R innehéller punkter ur Dy. D4 har
f(z) grinsvirdet +oo (—oo) dd = gar mot a om det till varje tal A € R finns
ett tal 6 = §(\) > 0 sddant att

(0<|z—al <dochze D)= f(z) > A (flz) <A).
Detta betecknas

f(z) = 400 (—o0) dd z — a eller igl}l f(z) = +o0 (—oo)
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Observera: Om man i definitionen ovan byter 0 < |z — a] < § mot a <
z <a+dellera—3§ <z < a, fas definitionen pa hogergrinsvirde, f(z) —
+00 (—o0) d& z — a™, respektive vinstergrinsvirde f(z) — +oo (—o0) da

T —a . \é,

i
L e

Exempel 2.7. Vi har att

.1
lim — = 400,
z—0 12

ty om 0 < |z — 0] < 1/v/X =6 > 0, s4 giller for alla A > 0 att

1 1 ; 2
—1;75>(—17\7/<)_2:(\/X) =\

Rikneregler for gransvirden

Vi skall utan bevis ge ett antal rikneregler for gransviardestagning. Endel
har vi de facto redan tillimpat i Kapitel 1. For bevisen hénvisas till avsnitt
2.1 i kursboken. Reglerna géller for alla typer av grianviirden, (z — 400,z —
a,z — a",..), sd vi gor ingen specificering i formuleringen av reglerna.

Definition 2.6. Vi siiger att en funktion g(z) dr begrénsad i en méngd /
om det finns ett tal M > 0 sd att |g(z)] < M for alla z € I. En omgivning
av +oco (—oo) #r ett intervall av formen ]a, +oo[ (] — oo, af).

Sats 2.1. Antag att lim f(z) = 0 och att funktionen g(z) &r begriinsad i en
omgivning av punkten som gransvirdet tas i. D& géller

lim f(z) g(z) = 0.
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Exempel 2.8. Eftersom funktionen g(z) = cos z #r begréinsad i hela R géller

COS T

limz cosz =0, och lim =0.

z—0 z—+oo I

Observera att om man i tillimpningar av de regler som presenteras i
detta avsnitt erhaller uttryck av formen

0
00 — 00, %, 0 oo, 5 1%, 00°, eller 0%,

sd kan ingen slutsats dras om eventuellt granvérde, utan vidare undersdkningar
(via omskrivningar) maste goras.

Sats 2.2. Antag att lim f(z) = A och limg(z) = B, dir A,B € R. D&
géller:

L lm(f(z)+g(z)) =A+B, (2.1)
2. lim f(z) - g(z) = A- B,
. fle) A
3. hmgm)_B’ om B#0. (2.3)
Exempel 2.9. Berdkna grinsvérdet
T +sinz + 2

lim
=0 3+ 2
Losning: Det giller att  — 0, sinz — 0 och 2 — 2 d& z — 0, s regel
(2.1) ger att (z +sinz +2) = 0+ 0+2 =2, d&d ¢ — 0. Vidare ger (2.2) att
2=gz.-2—0-0=0,sd med stéd av (2.1) erhdlls att (3 +2%) - 3+0=3
d& z — 0. Slutligen ger regel (2.3) att det eftersékta gransvérdet &r

0+0+2 2

3+0:0 3’
Exempel 2.10. En direkt tillimpning av rdknereglerna pé grinsvérdet

. z?cosz +sinz
lim
z—0 2z + z*

ger formen %, som #r obestdmd och kriver en omformning av uttrycket. (Se
foreldsningsanteckninger.)
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Exempel 2.11. Vid berékning av grinsvérdet
(Vo +1— )

ger en direkt granstvergang det obestdmda uttrycket co — co. Héar kan man
férlinga med konjugatuttrycket. (Se foreldsningsanteckningar.)

lim
~>400

Foljande sats ger en anvdndbar sammanséttningsregel.

Sats 2.3. Antag att g(z) = a d& © — 3o och att f(t) - Addt — a. (Vi
kan hir tillata att A och a dr +o00). D4 géller

Jim f(g(z)) = A.

Exempel 2.12. Antag att g(z) — 0d& z — 0. Eftersom f(z) = 1ddz — 0
for f(z) = 2%, ger Sats 2.3 att

#(g(a)) = S29(@)

=) 1 daz—0.

9(z)
Exempel 2.13. Berdkna

. arctanz

lim ———.

z—0 x

Loésning: Vi 6vergar till en ny variabel och anvéinder sammanséttningsregeln.
Sétt y = arctan z, varvid x = tany och y — 0 dd z — 0. D& erhalls
arctanxz Yy cosy 1

= =—=—>—=-=1, daz—0.
x tany =22 1 » dat

Foljande viktiga exempel behandlar ett standardgridnsvirde.
Exempel 2.14. For o > 0 och a > 1 giller
lim z%%ogz =0. (2.4)

z—0t
Bevis: Direkt gréanstverging ger det obestdmda uttrycket 0 - (—oo0). Om vi
infor variabeln ¢t = 1/z géller ¢ — +oo0 dd z — 0%, och sammansittningsregeln
ger 0ss

®logt
(02

1
% %logx = (;)"‘“log(l/t) = - =0, diz—07,

med stod av formel (1.23) i Sats 1.8. O



Speciellt ser vi ur (2.4) att

lim z*Inz =0, daa>0.
z—0+

Vi har foljande instéingningsregel och regel om grinsévergang i olikhet,

Sats 2.4. Antag att f(z) och g(z) har grinsvirdena A respektive B d&
z — a. Da géller:

(f(z) < g(z) i en omgivning av a) = A < B.

Om A = B och h(z) dr en funktion som i en omgivning av punkten a uppfyller.

f(z) < h(z) < g(z),
sd giller det att h(z) » A déd z — a.

Observera att om f(z) < g(z) i en punkterad omgivning av a behdver inte
detta innebira att A < B, exempelvis om f(z) = z* och g(z) = z? och
x—0,sadr A=B=0.

2.2 Kontinuerliga funktioner

I Kapitel 1 utnyttjade vi ofta for de elementéira funktionerna egenskapen
f(z) — f(a) dd ¢ — a, dér a € Dy. Denna egenskap tar vi som definition pa
kontinuitet i punkten a.

Definition 2.7. Om a € D; och funktionen f(z) har ett gransvérde i punk-
ten a s giller

lim f(z) = f(a),

och vi siger att f(z) #r kontinuerlig i punkten a. Om M C Dy och f(z)
ar kontinuerlig i varje punkt i M, si siger vi att f(z) &r kontinuerlig i M.
Om M = Dy siger vi att f(z) dr kontinuerlig. En punkt som en funktion
inte ar kontinuerlig i kallas en diskontinuitetspunkt eller en singularitet.

Exempel 2.15. For funktionen

éosa:, omz >0,
fl@)=1q_
sinz, Omz <0.

66 | ‘
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galler att
ml_if(r)l+ f(z) =1= f(0) och zl_i_}rg_ f(z) saknas (varfor?) .
1s
0.5

Funktionen saknar tydligen gransvirde da x — 0.

Existensen av ett grinsvirde i en punkt a kan kontrolleras med hjélp av
vénster- och hogergrénsvirden.

Sats 2.5. Om funktionen f(z) har ett vinster- och hogergrinsvérde i punk-
ten a sa géller

(lim f(z) = lim f(z)=A)= lim f(z)=A.

T—a~ z—at z—a

Om a € Dy sé dr A = f(a) och f(z) &r kontinuerlig i punkten a.

Alla elementéra funktioner r kontinuerliga i sina definitionsméngder. Vi
motiverar detta enbart fér polynom och rationella funktioner.

Exempel 2.16. f(z) = z &r kontinuerlig i varje punkt zo € R, ty
|f(z) — f(zo)| = |z — x| = f(z) = f(z0), dédz— 0.

Riknelagarna for grinsviirden ger direkt att om f och g ér kontinuerliga
funktioner, s& #r ocksd f + g, fg, f/g och f o g kontinuerliga i sina defini-
tionsméngder. Som en konsekvens av detta och att f(z) = z &r kontinuerlig
pé hela R far vi att alla polynom &r kontinuerliga i R och alla rationel-
la funktioner #r kontinuerliga i sina definitionsméngder. Vidare kan
man visa att alla elementira funktioner, som behandlades i Kapitel 1, &r
kontinuerliga i sina definitionsméngder.
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Fér funktioner kontinuerliga i en punkt o fas féljande variant av Sats 2.3.

Sats 2.6. Om g(z) — a dd  — zp, diir ¢ € R, och funktionen f(z) &r
kontinuerlig i a, sa géller

lim f(g(2)) = f(lim g(z)) = f(a).

=T

Exempel 2.17. Dé tanz — 0 dd z — 0 och cos z &r kontinuerlig i 0, géller

lim cos(tan z) = cos(lim tan z) = cos(0) = 1.
z—0 z—0

Vi undersoker grinsvirdet av tva talféljder.
Exempel 2.18. Visa att for heltaligt n och a > 0 géller
lim =¥a=1 och lim {/n=1.

n—o0 n—oo
Losning: D& ¢/a = a'/™ och funktionen a® &r kontinuerlig i hela R, samt
1/n — 0 dd n — oo, giller det att

lim @™ = glimn—o & = ¢¥ =
n—ro0

—

o . o . . . ' 1/n o
For det andra gransvirdet gor vi omskrivningen nt/m =emn’" och far att

lnni/» — elimn_mo an 60 -1,

lim n}/™ = lim e
— 0 n—oo

Exempel 2.19. Visa att

lim 2°=1.
=0+

(Se foreldsningsanteckningar.)

Vi avslutar detta avsnitt med att citera en sats som ger en upprékning
av egenskaper, (som &r intuitivt accepterbara), for kontinuerliga funktioner
pa slutna intervall.

Sats 2.7. Om funktionen f(z) #r kontinuerlig pd det slutna intervallet [a, b],
sd, giller foljande pastdenden:

1. f(z) ar begrénsad i intervallet,

2. f(x) antar varje viirde mellan f(a) och f(b),

3. f(z) antar ett storsta och ett minsta véirde i intervallet.
Exempel 2.20. Antag att temperaturen i en cirkulér stilring med radien 1

varierar kontinuerligt. Visa att det finns minst 2 diametralt motsatta punkter
pd ringen med samma temperatur. (Se foreldsningsanteckningar.)
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2.3 Monotona funktioner

Definition 2.8. Funktionen f(z) ir uppit begriinsad (nedat begrinsad)
pd mingden M C Dy om det finns ett tal B (b) sddant att f(z) < B
(f(z) > b) for alla z € M. Funktionen f(z) ir begrénsad pd M om f(z)
dr bade uppat och nedat begrédnsad péd M.

Exempel 2.21. Funktionen f(z) = €® dr nedat begrédnsad av b = 0 pa R,
men inte uppat begransad.

g(z) = 1/z &r uppat begrénsad av B = 0 pd R_, men inte nedat be-
gransad.

h(z) = arctan z ir begrdnsad pd R, B = 7/2 och b= —7/2.

Sats 2.8. Om f(z) 4r vixande och uppat begrinsad pa en méngd M =
{x: x> c}, s& existerar limg_, o0 f(2).

Om f(z) 4r avtagande och nedat begrénsad pé en méngd M = {z :
T > c}, s& existerar limg_, 1o f(2).

M

BL-o o o &0 4o o 0 d ;e = e e e

N

I6ljande exempel dr mycket viktigt.

Exempel 2.22. Talet e. Betrakta talfoljden

f(n) = (1+%)n, n=123....

Med hjilp av binomialsatsen kan vi skriva f(n) i formen

f(n)=,<g>-1+<?>-%+...+<Z>'%+...+<Z> ni" |
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Ovanstidende summa bestar av n + 1 stycken termer ay, ... ,a,. Lt oss un-
derstka den k :te termen,
we (™ 1 n! 1 nan-1)n-2)-...-(n=k+1)
Tk kT kl(n—k) kT k! nk
1 1 2 k-1
=—1-1=-=2)2=-2).... (1 - .
Sl (=)= ) 1=

Vi gor foljande observationer:

(1) Alla termer ay > 0;
(2) Nér n véxer, s okar antalet termer ay ;
(3)

3) For fixt k vixer termen a; med vixande 7.

Med stéd av (1), (2) och (3) drar vi slutsatsen att f(n) #r vixande da
n — oco. Uppskattningen

S S 1 1

kU 1-2-0.0-k~1.2.2.....2 2617

ger att

ap < da k> 2.

ok—1"

Déarmed erhalls att

(B ISP TS NI S
n =AY

1= (1/2) |
—ay <“1tisap)

Alltsa giller det att f(n) < 3 for alla n. Da dr f(n) vixande och uppéit
begrinsad, sa med stod av Sats 2.8 existerar grinsvirdet

tim (1)

Definition 2.9. Griansvirdet

N—r00

1
e = lim (1 n ;L-)” (= 2.71828) (25

kallas for den naturliga logaritmens bas.




2.3 Monotona funktioner 71

Exempel 2.23. Visa att {or a € Z erhélls gransvéirdet
1\m
lim (14 —)" =et/e.
n—00 an

Loésning: (Se foreldsningsanteckningar).

V1 betraktar nu funktionen
1\
f@)=(1+2)" =>0,

som alltsa dr definierad for alla positiva reella tal x. Har denna funktion
ett grinsvirde da z — 4o0? For att undersska detta later vi n = [x],
dvs. heltalsdelen av z, som uppfyller z — 1 < n < z. For £ > 1 erhalls
uppskattningarna

1\= 1yn+l 1y\n 1
@ (+3) <(+g) = (+3) (0+3),
T n n n
1y\= 1 \n 1 \nt+l /. 1 \-1
b (1+-) = (1 ) =(1 1 |
(®) +x - +’rH—l +n+1) <+n+1>
Hogerleden i (a) och (b) gar mot talet e dd z — +o00. D4 ger instdngningsregeln

i Sats 2.4 att f(z) — e d& © — +o0, och vi har visat det forsta standard-
griansvirdet i foljande sats.

Sats 2.9. Det giller att

. 1\e |
P o
lim (1+ l)w = 2.7)
i (143) = -
I 1/z
ti(1+e) " =e. 28)

Bevis: 1) For att bevisa formel (2.7) tillimpar vi sammansittningsregeln
genom att inféra variabeln t = —z och utnyttjar grinsvirdet (2.6). Det
géller att t — 400 om & — —oo och vi far att

(12 =02 = (5= (5)
- () =) = 0y

1 1 tll 1 . . :
(‘l‘t—j—l) (+t—_-1—)—>e-1——e,dax—>—oo.



72 2 Gréinsvirden

2) For att bevisa formel (2.8) sétter vi ¢ = 1/z. Om nu z — 0% s giller
det att ¢ — 400 och vi far med stod av (2.6) att

1/x 1Nt

(1+x> :<1+—t—) —~e,ddz— 0,

Om z — 0™ s géller det att ¢ — —oo och nu ger (2.7) att
1/ 1Nt

(1+x> :(1+¥) —e,daz— 0.

Dérmed #r formel (2.8) bevisad. O
Exempel 2.24. For z # 0 giller att

t
lim (1—}-%) =e”,

t—+oo

ty dd ¢ — +oo giller det att ¢/z — +oo och d& potensfunktionen (-)® dr
kontinuerlig i punkten e, erhélls

<1+§->t= (1+t/im) = ((1+Wix)t/m)w—>ez di ¢ — oo,

Vi presenterar dnnu tva standardgrénsvirden:

8 e

Sats 2.10. Det giller att

In(1
lim M =1, (2.9)
z—0 T
-1
lim &= =1. (2.10)
z-0 x

Bevis: 1) Eftersom naturliga logaritmen #r kontinuerlig i punkten e erhalls,
med stéd av (2.8), att
In(1+ z)

z

2) Vi séitter z = In(1 + y) & y = e® — 1. D4 giller det att y — 0 d& z — 0,
och vi far

=In((142)/*) - lne=1, ddz — 0.

e"—1 Y 1

T In(1+y) 0ty

y

1
—>I=1,dém—%0. a
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Sats 2.11. Om funktionen f(z) #r begrinsad och monoton i en hégeromgivning
Ja,a + 8] av punkten a, sa existerar gransvirdet lim, .+ f(z).

Om funktionen f(z) #r begrinsad och monoton i en vénsteromgivning

la — 6, a] av punkten a, si existerar grinsvirdet lim,_,,~ f(z).

Exempel 2.25. Funktionen f(z) = 1/z &r monoton men inte begrinsad i
nagon hégeromgivning av 0, f(z) = +oo dd z — 0.
g(z) = sin% ar begrdansad men ej monoton i varje hégeromgivning av 0.

In[4]:= Plot[Sin[1/x], (x, 0.01, 1}, PlotRange -> All]

1f




2.4 Standardgrénsvirden

Vi gor en tabellering av de standardgrénsviarden som man bdr memorera.

iEk

E—)O,déxﬁ—koo? (a>1), | (2.11)
]
Z%w—»o,déa:—»Jroo, (a>1), (2.12)
z*%%ogz — 0, ddz — 0", (a>1, a>0), (2.13)
Smx—el, ddz—0, (2.14)
T
1Nz
<1+E> —e, ddz — too, (2.15)
t\z
(1+5) et db o — Foo, (2.16)
1/x
<1+:1:> —e,daz—0, (2.17)
1\n
<1+5) —e, din— oo, (2.18)
In(1
m+2) ) gse—o, (2.19)
T
T—1
¢ 1, daz 0, (2.20)
T
Ya—1,ddn—oco, (a>0), (2.21)
Yn—1, ddn— oo, (2.22)
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2.5 Tillampning av griansvirden pa serier

Vi ger nagra exempel pa tillimpning av grinsvirden pa serier.
Betrakta en talfoljd (ax)52,. D& kan vi definiera en ny talfoljd (sg)52,
genom

Sp = Qo

81 =ag+ a1

Sp=0ag+a1+...+a,

P4 detta sdtt konstruerar vi en serie

)
zak:ao+a1+a2+...
k=0

dar talen ay dr seriens termer och talen s, dess partialsummor.

Om partialsummorna har ett gransvérde, limg_,o, s = S, sd ar serien
konvergent med summan S, i annat fall 4r serien divergent.

Betrakta en geometrisk serie déir a # 0,

a—i—a:n—i—aa;2+....

Dess partialsummor dr geometriska summor,

1 - $n+l

Zax , omxFl,
1-gz
sn:a(n—l—l), omz=1.

Da ser vi direkt att den geometriska serien &r konvergent om och endast om
|z] < 1 och dess summa S ges da av

oo

P a
E ar’ =, lz| <

k=0

En annan typ av konvergenta serier som man kan berikna summan av ir
serier med teleskoperande partialsummor. Vi ger ett exempel pa en dylik.
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76 2 Grénsvarden

Exempel 2.26. Serien
oo
> WD
Kk — 1)

ar konvergent, 'ty en omformning av termerna ger att

1 1 1

k(k—1) k-1 &k

s& det allménna uttrycket for partialsummorna blir

w3 D) G ) G )

1
E ——
n

Vi ser dé att s, — 1 d& n — oo och den givna serien &r konvergent med
summan S = 1.

Om en serie har positiva termer sa bildar féljden av partialsummor en
vixande talféljd. Om man kan visa att denna foljd 4r uppat begransad si
ger Sats 2.8 att partialsummorna har ett grinsvirde och serien &r konvergent.

Vi aterkommer till teorin for serier i andra delen av kursen.




