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Primitiva funktioner

Ibland krivs det att vi utfor partiell integra-

Exempel 4.7. Berdkna

(a) /xQCosxd:c, (b) /e“’sinxdaj.
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Primitiva funktioner

4.3 Variabelsubstitution

Antag att F'(z) = f(z) och att g(z) &r deri-
verbar. Med stod av formel (4.16), géller {F(XM@Z

| Flate)) - gtyde = Flgle) +0 = [ r@as] _$9

dir sista ledet betecknar substitution av & med
g(t). Antag att g(t) &r strdngt monoton. D& har
g(t) en invers,

z=g(t) ©t=g"(z),

och om vi i de yttre leden i (%) siitter t = g~'(x)
far vi

[/f(g(t))-g’(t 5 /f dngy (2))(=2)
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Primitiva funktioner

Vi far formeln for variabelsubstitution,

/f(x) dz = [/ Fo®)- gt dt] t=g~1(z)

(4.19)

Den praktiska tolkningen &r féljande:

1. For att berakna [ f(z)dz gbr vi substitu-

tionen x = g(t), varvid df = g(t), sa vi

byter dz mot ¢'(t) d¢.

2. Sedan beriknar vi [ f(g(t)) g'(t) dt.

3. L resultatet substituerar vi slutligen t = g‘lgat
for att fa en primitiv i variabeln z.
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Primitiva funktioner

Ibland ar det enklare att gora en substitution
av formen h(z) = ¢ och byta A'(z) dz mot dt.
Vi illustrerar bada metoderna i foljande exem-
pel.

Exempel 4.8. Bestim primitiva_funktioner-

v i 2T
na till funktionen ggﬂ
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Losning: 1) Vi gor substitutionen z = Int:

2z 1
/ i [z=1Int=g(t), dz=g'(t)dt = Zdt’

e+ 1 e
Nyt =e
In 1 t2 1
F 1 dt =

et {1 ¢ tr1 ¢t

/——dt

t+1

:/(E‘L_D_}dt:/l.dt_/_l__d‘t
t+1 t+1

=t—Inlt+1|+C =€ —Inle*+1|+C
=e”—In(e®+1)+C.
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2) Kortare berdkningar fis med (den kanske
naturligare) substitutionen e® = ¢;

6295 e
= rd
/e’”+1d /”C—i—l o
= [h(z) =€l =2, W(z)dz=¢"dz=d
t
= | ——dt. '
t+1

Fortsatta losningen sammanfaller med punkt 1).

[hwid = eXer= t, Windy = e*dx = dt'&

= {8 = Q-3

= t-lnltleg = e +1-In(e*en) +C,
= eX-ln(edyq) +C
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Primitiva funktioner

Exempel 4.9. Berdkna
/arctan(\/:c.—— dz, z>1,

med hjalp av substitutionen vz —1 = ¢.
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Primitiva funktioner

Exempel 4.10. Berdkna (V“-\"“‘ a-l-\.)

1
—_—dz.
/a:2+x+1 o

Losning: Vi utfor kvadratkomplettering i ndmnaren
for att kunna utfora en lamplig substitution,

1 il
— dr=[| ——d
/x2+x+l ‘ /(er%)?—i—% v
(xE+24-x ri)—;‘icﬂ = @j__lZQ_: V. 3/4t? _(_h';_:_ V 3_/4 d_tj

arctant + C

2 1
arctan( i )+C’.

V3

0 Grundkurs i analys, v.48 14 / 67

gl




Primitiva funktioner

4.4 Integration av rationella funktioner

For att bestamma, primitiva funktionen

/Z—;%d:v,

dér p, g r polynom av gradtal m respektive n
har vi ett systematiskt tillvigagangssatt:
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Primitiva funktioner

1. Om m > n utfor vi division och erhéller

p(z) r(z)
@) " 5w
dar h(z) &r ett polynom av gradtal m —n
och gradtalet av 7(x) &r stréngt mindre &n

gradtalet av g(x). D4 galler

/gg_z;dx:/h(as)der/%d%

dir den forsta integralen 1 hogra ledet ar
enkel att berdkna.

)




2. For att berdkna integralen

/T(—xzdm, gradr(;a:) <_gradq(:c_),

q gy - 0

(z)

faktoriserar vi g(z) i reella forsta- och an-

dragradsfaktorer, vilket 1 teorin ar mojligt
om ¢(z) har reella koefficienter, (&ven i prak-

tiken 1 alla fall d& gradtalet for g(z) inte
overstiger fyra).
Mot reell rot z = a till ekvationen g(z) =

0 svarar faktorn -

(z—a).

Grundkurs i analys, v.48
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Primitiva funktioner

Komplexa rotter till g(z) = 0 upptrader
som konjugerade par. Om z = ov 443 &r en
rot till ekvationen, s& &r dven x = o — if8
en rot. Vi far d& andragradsfaktorn

(- (a+iB) (& —(a—if) = (z— )+ 8
=z24+ax+b.

Grundkurs i analys, v.48



Primitiva funktioner

3. Partialbraksuppdelning av E ;mnebar
uppdelning i en summa av delbrak

a) Mot varje enkel forstagradsfaktor (z—a).
i g(x) svarar en term av formen

A

r—a

A konstant .

e
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b) Mot varje multlpel forstagradsfaktor (z— a)
? n>2,i q(x) svarar termerna
Ay Az A,

+ +. o, A, JAB
r—a (z-—a)? (z — a)" Veans Bevile

¢) Mot en \ enkel andragradsfaktor (z2 + o x+/s)

«ontl®P | () svarar termen

Az + B
2+arx+0b’

A, B konstanter .
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4. Bestim konstanterna i partialbraksuppdelningen
av i G
q(z)’

5. Integrera partialbraksuppdelningen av 2—%.
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Integration av termerna i partialbraksuppdelningen

[ fallet 3 a) erhalls

/ 4 dx;A/ o =Alnlz—a|l+C,

T —@a r—a

och 1 fallet 3 b) har vi fér n > 2,

/ (z iln@n dr = An /(33 —a) "dx = A, Q}%:_Jic




Primitiva funktioner

Fallet 3 ¢) dr mera komplicerat.

/ Az + B A/ 2¢+p
= = | —————
2?2+ px +q 2 ) ?+pxr+q

B -4
[ ide
22+ pr+q

A
=§ln|a:2—|—px+ql

B4
+/——2—dac.
22+ pr+q
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Primitiva funktioner

Vi undersoker den andra integralen genom att
forst kvadratkomplettera ndmnaren,

?+pr+q=2"+pz+(p/2)°— (p/2)" +q
=(z+p/2°+a, a=g—(p/2)"
Dé 22 + px + g = 0 saknar reella rétter galler

pPP—4g<0&qg—-p/i>0&a>0.
Substituerar z + p/2 = v/at, dx—fdt
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/—1—d:c—/ - d:z: VO
22+ pxr +q (z+p/2)%+ at? +a

\/—/1+t2ﬂt —arctant—!-c

xbg/2)+c.

arctan (

_x/c_z
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Alltsa far vi

A B A
T pT T+ 4q

g
2

/a

xf/g/z)Jrc,

+ arctan (

dir a = q — (p/2)2.

Oln! Mewovew *a &wﬂ. rovw( u\'uu
lav ev \-?Uv;aasc‘w,ctk«-c'(-,

m—




Primitiva funktioner

Bestamning av konstanterna i partialbréksuppdelningen

Demonstrerar forfarandet med tva exempel.

Exempel 4.11. Partialbraksuppdela funktio-
nen

xz+1
(z—1D(z—2)(z+3)

Grundkurs i analys, v.48



Primitiva funktioner

Lo6sning: Vi gor ansatsen

@+ 1 ey, B C
G- De-2@+3) o-1 z2-2 z+3
=

z+1

il

(z — 1)(z — 2)(z +3)

(A+ B+ C)a?+ (A+2B—-30)z —64A—-3B+2C
(z — 1)(z —2)(z +3) '

Ur detta samband erhalls, da vi identifierar ko-

efficienterna for taljarpolynomen, ekvationssy-

stemet

( A+B+C=0 A=—1/2
) A4+2B-3C=1 & ) B=3/5
) _6a—3B+20=1 C=-1/10.

N
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Primitiva funktioner

Alternativ 16sningsmetod: Multiplicera bada
leden i ansatsen med (2 — 1):

7+ 1 ~ +B(a:—1) Clz —1)
(z—2z+3)* z—2 xf%z '

Satt geden z = 1

el

=4 & A=-1/2.

A= 0Ts




Primitiva funktioner

lultiplikation av ansatsen med (z_— 2) och
ingiittning av_z_= 2 respektive multiplikation
ed (z 4 3) och insédttning av z = —3 ger:
241
w35,
(2-1)(2+3) —/—'
el

C= =39 =S=UEH

Saledes erhdller vi da att

z+1
/(m—.l)(a;—Q)(x+3) 4

1 3 1
:—§1n|a:~—1|—|—glnlx—2|—ﬁln|x+3|+K.

| @
I




Primitiva funktioner

Exempel 4.12. Berikna

/ T+ 3
el il
2+ x4+

Losning: Namnaren kan faktoriseras i formen
x(x? + z + 1) dir (z® + z + 1) &r en enkel an-
dragradsfaktor, ty

P at+1= (o —(~1/2+iV3/2) @ - (-1/2 - i V3))

Da gor vi ansatsen

T+ 3 A Bz +C
e ] "
r z*4+zr+1

Il

r(z? 4+ z + 1)




Primitiva funktioner

Multiplicera nu bada leden i ansatsen med x
och satt sedan £ = 0. D& kan vi bestdmma

konstanten A,

L
=T 0+0+1—
Med konstanten A bestdmd gor vi ansatsens
hogerled likndmnigt
z 4 3 (B+3)z*+ (C +3)x +3
L 2 z(x? 4+ z+1)

il
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Primitiva funktioner

Da& ser vi genast att,
B=-3 och C=-2

maste gilla. Partialbréksuppdelningen &r utford
och vi kan integrera

@by 3T 2
———dxr = d:z:—
342tz x2—|-33+1
9 2z + 1
= 3 - —dx—= | ———d
| 2/x2+33+1 2/932-!—x+1 .

3 1 1
:31D|1}|—§1H|3§2+$+1|—§/m Xz




Primitiva funktioner

Men den sista integralen har vi berdknat i Fx-

empel 4.10, sa vi far att

; 3 3
/———deziﬁlnkv] —iln]x2+x+1|

234+ 224
1 2z +1
———arctan<x+ )—I—K.

V3 V3
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Primitiva funktioner

4.5 Integration av trigonometriska uttryck

Vi har tidigare, i nagra exempel, visat att man
for vissa triconometriska integrander kan anvanda
omskrivning med hjélp av trigonometriska form-
ler eller med.hjélp av Eulers formler. I detta
avsnitt skall vi presentera lampliga tekniker for
variabelsubstitution i triconometriska uttryck.
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Primitiva funktioner

Rationella uttryck i sin z och cos z, exempel-
vis

dx

sinzcosz — 3sin’x
2cosxsinx + cosx

kan alltid {verforas pa berdkning av primitiver
till rationella funktioner med hjélp av substitu-

tionen
%
tanizt, ~T LT LT,
x = 2arctant,
5 A
A = dt ,
1+ t2

varvid vi erhaller, med stod av formlerna sin 22 =
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Primitiva funktioner

2

w2 = 2sin z cos T och cos 2z = cog’z —sin’z, att
(4m%=t)
it . siﬁ%
, . T 2811150085 COS%
sinz = 2sin — cos — = =
— 2 sin® o aost o sin? +1
cost
2t
1 Eie
s DR
S
: i )
" 5 cosw—sm2§ P
COSX = COs” — — sin” — = T R
2 sin?Z 4 cos?Z il (0
2 < cos? %
1— ¢
1+¢2°
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Exempel 4.13. Berdkna

(@) /sicflmx’ (®) /C(C)l:x'
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() g

1l

Qim X

CK . = §4+£2C£

I
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1l

—lnltan (B=5)[ + C
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Primitiva funktioner

Nagra specialfall

Lampliga substitutioner for formerna
/f(sin:z:) ‘cosx dy, /f(cos:c) -sin x dx

{ sing =t  respektive {cosx =1

dt = cosz dx fies dt = —sinz dz

Exempel 4.14. Berdkna

sin z dx cos®
e b dz .
(@) /(1+cosx)2’ (®) /sin4x !
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A —

Cﬁk) g Siny A P’c_o;;g == =

(1 +cot x)
.____’-~~—————''‘'’—"_—”——-__“-'———-—‘—h

= - ot = 1 =l
g (1+%)° 1+t HC
4

= = e O
L+coln, e
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s
KQQZ) Cosy | ( cosle |
TR @N =\ I 0l d K
Cin'x AR
/_—_—— .
( \’l‘QMZ\’) | vy =t
- - i § 28 X =
= \\3 Co AoaY At = Cotx JL»{
g"l ,_i,{;:—.f.g‘i:_w(_ét
A
- -
= n-w—‘:»—- -+t +C
3
- 4. 1
= - — -+ C
= IE
— 7
Cia X sl -
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Primitiva funktioner

For integraler av formen

/f(sin2 z,cos’ z) dz, /f(tan z)dz, /f(tan B)
kan man prova substitutionen

tam g =1, % ==arctant
dt d
dx = —— ; = =
1+ 2 cos?
Exempel 4.15. Berdkna

dx
tan® z d b .
(a)/ T ()/CLZCOSQQS-I—[)QSinz:U

dx

cosZ X
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(a )

1

g’ﬂ“ dt - & ( 2t dt= 4:2

P S

S P I 27 e
. 7 )
— ena T - : * ,
) - 2. " ‘fu\‘ ]
4 e
= ealx (A o

s

s T o 'éam%( + | coax |+
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( j)y) (/ - C{ < o C[)L
Uleon? U, ? -
ok Cosdy o, 2 Siulty
- + Ao x 2 (adais 2'07 )C‘“?%ﬂ
[anx«f X =cvcton & ] Lt =
dt = _dx - Ea
o \g 0\2_‘_19;%:2 - @ftﬁ_d%
A d 4
_ - A
jary S % — — “_4___\ rJu
ol L-%LML a ) q*u\

1
= —— drcte 3 - 1 ‘
PYN mw o+ C = N -0rc{—%\,}<_ﬁx\;_é)_(_c

- A
~ ol T (ftex) «
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4.6 Integraler innehallande rotuttryck

Vi behandlar olika typer av rotuttryck som kan
forekomma vid bestdmning av primitiva funk-
tioner och anger substitutioner som kan anvandas
for att forenkla problemet.
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Formen va? — z2

Har kan man prova med substitutionen

p=gsnt. B <m/2, tzarcsin(g), dmzaco_st.g'

(Alternativt kan man prova med substitutionen

P = Gqaosl ]

Exempel 4.16. Berdkna
/\/&2 —x2dx .
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Primitiva funktioner

Vo= o Sin b 4l £
S 2
dr = ococt . dk

Cocont o dE = o} SCOSZ’E d+

Uo YEENSN WY = [Q]fmt-o\)Cos{:
| (1,.42) Cos?d = L ( 4wcosath

2 L Cosag) 9
= O\.Z \(\%A(’l-@t_u&ik)c{.ﬁ — % ({:-L%S?va":) -+ C
F(I,m Stult = ;‘.s;w{,«ozi;—?\
- _C_k; (i o+ g;\,l‘ Cot a};) + (= g?—‘(érct_(,q +-ﬁ27

o e T
p— —Z QFCSU@[?X»\,D-E_%“E A — X = C—,
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Formen va? + z2

Provp med substitutionen va? 4+ 22 =z —¢.
D3 far vi (kollal):
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Primitiva funktioner

Fovinnn \d ot + x?’K

Cak ' GV B 7z ‘
Sab Yaey = A=T Ley Bex = Ak et
ﬁ — L
A= ¥ = -~
ot
Eﬁ,
(O b
X—t = Eo . __— 4;\-(—0}
— Ps ,
dy 2404 — 2 (K=2) 2e5 4 2 _ L
Ar T it L - 2+
2 T
+ o
d v -t

0 Grundkurs i analys, v.48 51 / 67



Primitiva funktioner

Exempel 4.17. Bestdm

/55
—dz.
V1+ a2
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—
XL cL m = x-—t 2
Ly o= E=1 gkl
. = T ) ST e
dy\ = EZ'*'l |+
2.+
rdant e | - L\t 2 :
— Cze) e en (e geen) 2k )
(&) - Q2@ (L)
At

— Ct*‘l) J)‘ ﬁ ——24:?-4-37 ] N
- 7 = C -——-Ll—;—-—— 47:
- (1. Ak -

- g(%f ;{7;;'/',«/6% -;f +§)n!£l+4§i%{

2 "

= ‘~-1~/l1‘ ot - ﬁ'-i —+7 )+ C

- J— 2

Al gl | 2=VTr 8|+ e = (4T ) +C

g\"! et (y ~imt % ( <

A/, ;T 1__()/ ’\}IM)\
— = [y (Tt —x]) —+
= % n X ) CX—'\J"“‘ )l/ C
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¢ § | 12,2
¢ rempid S”’%" - g Llreo, JiL

‘T &
(4.1%) i — 0 =~z
R — -;,_2_:2_

= =kl +¢£, = = nlx-Vaal +C,
/1 ‘l[";‘?"\

= ln (T:):?_:_”l ~C) =l [X;V_;iﬁ +¢

= "'\\%;‘CX%-—UG\Q-#K‘)/“(—C:L

:L‘\\f‘\lj;{l((t \,Q.@—an{/( l+<l

= |l X+ \}O\ - 2 l —L_C

7'%:[‘ (/“(”, I4) )
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Primitiva funktioner

Formerna v/ax + b och %"g

I dessa fall kan man prova'med substitutio-
nerna

: : [ax + b
var +b=1t respektive e t
cx+d

Exempel 4.18. Berdkna

/ dx
m\/l—l—x.
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\/ﬁ dy VX = ¢ ) N —ir
O XTI K= g1 dy o= oedt

a(‘t'ﬂ
- (2t _ [ et
A (e T ;lvfli”“ 1)
) 4 )
_ t—
= |w| t=i] — ln 1+ +C = [‘ﬂ / H(‘/#—C

\Iﬂm-i/ + C,

X1 =+
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Formen vax? + bz + ¢, dir a > 0

Hér kan vi gora substitutionen
Var?+br+c=+azx —t.
Exempel 4.19. Beriikna

dx
/\/:v2+4a;+5'
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Q’,K_ +L(£ 5 J'&
) — o \
g —U“’m“:":“j \_____*_iﬁfl___a Vi xes = w~%
/,LL — 'E‘l"‘\t-e—g /x"z Y :/)(2”_2/(‘“_{"2.
-~ \ 2 k+2) ¥ = —i:?‘-g"
2k =1
Qlt ny, - -{:VZ by ]
= - *—j;:z = “10 [ £+2) + C \ 2 (-HQ'L
\i“{:: - (‘.,332_4.14-{;.475)
‘ QL ()

—
\

n|a+x — Catixes \ —+
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Primitiva funktioner

o
Formen vaz? + bz + ¢, dir a < 0 och polynomet har reella nollstall
P ———

I detta fall gor vi forst omskrivningen

Vaz?+br+c=+v—a-/r?—(z ).

Darefter gor vi substitutionen

(z+ @) =r-sint, lt|<g.

Exempel 4.20. Bestdm

dx
/\/G—x—xQ'
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Primitiva funktioner

= L) dx-——“(oq'éc‘t

— g i,cosv: T B (%Cugé + :mtg.va(é(milj
=20 o P I < 7
"’L - = fm <z =

e

= (1 dt = £ +c

= arecsin ( QX""Q) - O

h — 5— / !
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Primitiva funktioner

Formerna v1+ 22, (1+x2) eller (1+ 22" */

I dessa fall kan man forska med substitutio-
nen

‘ 7r
T = tant, |t|<§,

o dt

= = (1+tan?t)dt.
cos?t ( )

—_— t 2 2 2 2 n
‘) ‘U/.a?#xz'., (a'+xt) Jhe (&'+x)

( X=atemt, €L —Té )

" , :
- - = - taw, !";) J +
g‘l‘ { cc&!—tit 6 (1« toy
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Primitiva funktioner

Exempel 4.21. Berékna

/(1+x2;i3\3/m'
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Primitiva funktioner

g d % [M = 'tf’vw T, lei<t
”"_’-————————j“ = ]
(1)U a5 dx = Tl - at

. — /}

\ ) QMW -~ / o~
= Qat + ¢ = S2L ol x
<o T

= :)‘I-{—J;M”“é“(

= Y, _,i_._..:: . é

- ATyt
= X . 4
N ’

Grundkurs i analys, v.48 63 / 67



Primitiva funktioner

Givetvis kan ibland andra substitutioner an

de rekommenderade fungera bra. Det avslutan-
de exemplet l6ser vi behéndigt med substitutio;

nen l/z = t.

Exempel 4.22. Bestdm
~ dx

/@6>1.

Z3 ¢
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Primitiva funktioner

-1\}72._)( | -E: /X) K= /l/_,'_} )<'>:)—
—_— ¥, = -
d)é: - -4 éf O<£<1

Xj {L
—_—
oL
- g FE (__L ) 14
- 4_-/@“
o
- NEY L
= (- /=R e = (<
3
L 7 C
= x-(1=-8)*+ C
—_— /,;a__:,za\,%:;, /
= L 2/ -t
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Primitiva funktioner

Ken Fix) uttryckon wnud \:_('o
aN OQWV\I‘A\’\ GAw"cRew\?_l
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Primitiva funktioner

ge"t.lv.=2.
-xt Se
Cevde, (2t dy, (X do

& e"‘c(x) (simen®yda, .. -




