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Derivator

Exempel 3.2. Funktionerna f(z) = K (

konstant) och g(z) = x &r deriverbara for alla
z € R med derivatorna

=0 och glz)=1. (31)

I L N N EY L
w —x, X% ’ |
o lim om0 = Flay LA =0
’ X =DK, T

) GO L X=X g fur ol KoE A

Mo— Ky X —¥0
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Clie 4= 2= gix), LT
X=X, - _
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Derivator

Exempel 3.3. Betrakta potensfunktionen f(x) =
z", n € Z,. D& galler

filz) =na™", (3.2)
ty vi har for fixt £y € R och med stdd av bino-
mialsatsen att

fl@) — fzo) _ 3" —af _ (%0+ (% —20))" — 3}

T — Zo T — T T — Xy
_ @b+ Qap e —z0) + .+ ()ab(z — ) ~ 59
B (z — o) '

_ <’f> 24 <Z> 2o — 20)+ ...

n — —_— o
—>< ' =n- o} 1 ddz— x.
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Derivator

Exempel 3.4. Ar funktionen f(z) = |z| de-
riverbar i £ = 07
Losning: Vi bildar differenskvoten:

f<x>—f<o>_||:{1, dd 3 > 0;

e )

Vi drar slutsatsen att gransvérdet limg_o Hla)= g 0)

inte_existerar, f(z) &r inte deriverbar i z =
0. Detta visar att kontinuitet i en punkt in-
te garanterar deriverbarhet i punkten. I det-
ta fall har vi dock en hogerderivata och en
vinsterderivata i origo,

lim @) = flz) _ 1 och lim M

z—0t T = &p z—0~ L=

0 Grundkurs i analys, v.47 4/73
/



Derivator

Sats 3.1. Om funktionen f(z) &r deriverbar i
punkten zg, sé &r f(z) kontinuerlig i punkten.

Bevis: Vi har att ( (> alle % XXg)
) = gy = L

T — Xy

s& f(z) = f(zo) dd z — xo. O

T — Tp) — f’($o>'O:OJ
L 1 x =X,

(dvs. €10 Vonl, i )




Derivator

Vi har foljande ridkneregler for derivering:

Sats 3.2. Antag att funktionerna f(z) och g(z)
4r deriverbara i punkten zo. D4 géller det att

(f + 6)'(@o) = f'(o) + ¢ (x0), (3.3)
(Kf)(xo) = K f'(zo), K ér en konstant,
B.4)

(f - 9)'(z0) = f'(z0)g(z0) + f(xo)g (x0)

| (3.5)
(i)'(xo) o (xo)g(xt)g)(;oé(fﬂo)g (330)7 e 760

(3.6)




Derivator

Exempel 3.5. Betrakta polynomet

p(x) e @™ an—lmn—:l +...t+ax+ap.

Med stod av formlerna (3.2) och (3.4) har vi
att DayxF = ai, - k- z¥71, k € Z,.. Upprepad
anvandning av formel (3.3) ger da derivatan ay
polnoneks
- W~2 ,
Py = 16X w0 Xt 2 gk o ()

(2.9 0" zox ", e,
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Derivator

3.2 Trigonometriska funktioner

Vi fortsatter héarledningen av deriveringsregler,
for de elementéra funktionerna. Betrakta forst
funktionen f(z) = sinz. Med stéd av formeln (1,$2)

. . =g -zty A
sinx —siny = 2 sin cos
2 2
bildar vi differenskvoten %
fle+h)— fleg) sin(z+h)—sing a\',"“’
h a h L »$¥

z+h—9: :v—i—h—l—:z

2 sin

sin 5 2x—}— h

__\2/ cos

—A-cosxz, ddh — 0.
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Derivator

Dirmed géller formeln
Disin s = cos® . (3.9)

P4 ett analogt sdtt harleds formeln

Deosz = —sinz. (3.10)
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Derivator

Betrakta funktionen f(z) = tanz = 222 Med
stod av Sats 3.2 och formlerna (3.9) och (3.10)

erhalls e 0 cos x
() cos z cos T — sin z(—sin ) 1
xT) = =
cos? cos?z’

vilket ger deriveringsregeln

Dtanz = =1+tan’z. (3.11)

3 ett liknande satt far vi att

e —

cos? x

Dcotx = ——— = —(1+cot’z). (3.12)

sin“ x
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Derivator

3.3 Logaritmfunktioner

For att harleda derivatan av logaritmfunktionen

flz)=logz, z>0,a>0,0%1

utfor vi forst ett basbyte till den naturliga loga-
ritmen

f(:tﬁ*lix— g lune B

Colmaw’ e logo
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Derivator

och studerar differenskvoten:

n(z nzT l :B__tﬂ
fo+hy—fz) Ber)_be fhn(=)

h h ovdna
In <1 o %) .

hlnal- i
(Satt}:_t" &t — +00 déh—%Oi.)

it/x
1n(1+;) 1 1(1+1)t
Ina " zlna = i
, dat — +o0
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Derivator

Dérmed erhalls formeln

Dlog s = e = ) (3.13)
zlna
Speciellt for a = e galler
|
Dliig=~, 2>0. (3.14)

Z




Derivator

3.4 Derivata av invers

Innan vi bevisar satsen om derivata av inversa
funktionen ger vi en geometrisk motivering:

bowa = ¥
e (£=2) = (#7) Cg,)

)
. e -
) 0g) = o (Bm) = cotel
Tl

4 . 4
T Lo p't4,)
PRl
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Derivator

Sats 3.3. Antag att funktionen f har en in-
vers funktion som &r kontinuerlig. Om f &r de-
riverbar i punkten z = zg och f'(xo) # 0, sa &r
f~! deriverbar i punkten yg = f (zg) och

1
(f) (yo) = Flan)’ (%o = f(m0)). (3.15)
Bevis: Vi har att y = f(z) & z = f~Y(y). Ef-
tersom f~! ar kontinuerlig galler £ = ™ (y) =
f o) = o dd y = yo. Alltsd: z — zo da
y — vo. Vi studerar differenskvoten,

f )~ F M) _ 3=
Y=Y Flay) = Jilao)
= — . , day — yo.

&) =f(zg) !
T—x0 g M (4o & X'Qw")
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Derivator

Formel (3.15) kan, om vi byter yo mot x och zg
mot y, skrivas som

(Df (=) =

1
Df(y)’
dy __ 1

de, L
och mera kortfattat som 2= = % eller % = %ﬂ )
X

z=f(y), (316)

[% f,m




Derivator

3.5 Exponential- och arcusfunktioner

Logaritmfunktionen
g=ilm)="lesw, a>0,
har exponentialfunktionen
z=f"(y) =a’

som sin invers. En tillimpning av Sats 3.3 och
at)

formel (3.13) ger att ("8 1%y ) % £1U4) =
(f ) (%0) = f,(l ) =—7— = To lnaiayo Ina.

zo Ina
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Derivator

Darmed far vi formeln for derivering av expo-
nentialfunktioner,

Do =a g, g, (3.18)

och speciellt fér a = e,
De*=¢". (3.19)
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Derivator

-1/
5 y “ )(6)
gmwj‘ .4 Lo = xe’<, o0, RBomie &
N e 7‘\,\‘ |
Léﬁv\_iw

Lo A b weven T
_—— A

X
v e"l S KR 2
X S e 2= Xy 2
X, XZZD-:_S e .
= Lr) > Frry)
i L &k-\,:w;—L@a‘w I
' 7”_———3““_—_-—.——4

i)

Cots 32 (L9 I("E’o) =

A
o - o), UGO:\C‘/("Q)
\\AQ:? , o) =7

A ‘}\'\’
£y = % 0" +0x)

———

X - K=l b
Pliy= € A=> X" =¢ w=> xgzd

i,
AUV E NE - R

-

————

/ -1 / Y = 1 = J’ 4
S BT Ce) = iy 7 2e
= = <
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Derivator

Funktionen
T Vs Vs
g f(w) =sing, T5 ST, —

har inversen

= fYy) =arcsiny, —-l<y<l.

En tillampning av Sats 3.3 och formel (3.9) ger

da att
dx 1 il 1
Ey—:@:cosx:\/f e :\/1_ 3 1
YT — sin® Y <
sd vi erhaller deriveringsregeln

D apesin g = : o] < 1. (3.20)

V1—g?’
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Derivator

P4 analogt sitt behandlas funktionen

y=flg)=comz, U<,

ave cos
2 {
som har inversen
z = fl(y) = arccosy, —-1l<y<1, s
n1 ‘s

och vi far att
dz 1 1 1 1

_ci—g T % T “sinz —v/1 —cos? z N —+/1 —y2’
saledes géller -1< 8(1

1

D arccosz = —
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Derivator

Vidare for funktionen

y= flo) =tz —g<az<—

har vi inversen

= fl(y) = arctany, y€ER,

och dérmed galler det att
dz 1 1 4
‘giﬂ_ g_i— 1+tan?z 14192’

s& vi far deriveringsregeln

1 |
D arctanx = 52 ° eR. (3.22)
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Derivator

For funktionen

y = fla)=gotid, 0 <& <7,

ges inversen av

= f"y) = arccoty, y € R,

och slutligen

I N N 1 cR
d_y_g_z_—(1+cot2x)_—(1+y2)’y ’

vilket ger deriveringsregeln

D umsoot o = zeR. (3.23)

14 g2’
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Derivator

Sats 3.4. Kedjeregeln. Om funktionen g ér

deriverbar i punkten x och funktionen f ar de-
riverbar i punkten g(z) sa ar den sammansatta

funktionen

u(z) = f(g(z))
deriverbar 1 punkten z med derivatan

u(z) = f'(g(z)) - (). (3.24)
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Derivator

Bevis: Antag att g(z + h) # g(z) for alla h i
en punkterad omgivning av 0, | — A, 0[U]0, A,
for ndgot A > 0. Vi bildar differenskvoten 1 en
sddan omgivning och beaktar att g(z + h) —
g(z) d& h — 0, eftersom g &r kontinuerlig 1
punkten ,

u(z +h) —uz) _ flglz+h) - flg(z))




Derivator

Satter vi y = g(x) och u = f(y) kan (3.24)
skrivas i den korta formen

du_du @

_— = . 325
de . gy de (5:29)

Exempel 3.10. Funktionen u(z) = (1+z?)"
ir sammansatt av f(z) = z" och g(z) =1 +
22 dw, wlm) = Jlal@), (&) = na"* och
¢'(z) = 2x. Da ger kedjeregeln att

u(z) = f(9(x)) g'(x) = n(l +2°)" - 2z
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Exempel 211, Qemkwa D In(Sintcon)) =

e e s AT

ttie foebibes
RORUIE TRRCS

Lgnu gy %Q‘“: o

%<M = v (loax

)
0 ln (i (cosx)) = £l lgm) - L)

_ 1, DCsw» (cosx))
g?n(Cosx] |
1 - cos (CoSx) (*Q)"Jﬁ)
= giw((osx)
‘ Cog(éas%j L —Siv% CQ+CC05;<)'
= - Sn¥ ' =TTy T

i (Cuty)
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Derivator

3.7 Potensfunktioner

For potensfunktioner

wao)=a*, z>0,ad€R,

gor vi omskrivningen
u{x} = 0 e @B o gelne flg(z)),
dir f(z) = e® och g(z) = alnz. Da ger kedje-
regeln att
¥(@) = /(9()) ¢'(a) =& 7 = aa"".
Vi har d& deriveringsregeln for potensfunktioner

Dgt=azs’’, >0, aeR  (3.26)
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Derivator

D sinh e & cosh g, (3.27)

D cranp =¢gmhz, (3.28)
It
D tanha = = (3.29)
coshl- 2
D cothz = — 0. (3.30)

2 )
sinh? z




Derivator

Exempel 3.13. Betrakta funktionen
) =lnjsl, «+0.
For x > 0 galler
flg)=lnz, f(z)=
For z < 0 géller R




Derivator

Vi har alltsa formeln

Dln|:13f:%, z#0. (3.31)

Exempel 3.14. nga_ritmiskz derivatan.
Antag att f(z) &r en deriverbar funktion och
definiera funktionen

F(z) =In|f(z)|.
Med hjélp av kedjeregeln och formel (3.31) far

vi
oot il e i)
vilket ger formeln f6r den logaritmiska derivatan
av f.
_ @)
D In|f(z)| = f(2)° (3.32)
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Derivator

Exempel 3.15. Antag att g och h dr deriver-
bara funktioner, med g(z) > 0, och definiera

f(z) = g(a)*®.

D& kan vi gora omskrivningen

S lng(w)h(“): h(z) Ing(z)
[lz)=e e

vilket gor det mojligt att bestimma derivatan

av f,

(&) = €950 (1() In g(z) + hla) —

g9(z)

g'(z))

= g(2)*@ (K/(z)In g(z) + ng(
(o)) (&) ngla) + o) 2




X >0 &m’wﬂmw g

Ex@wtu‘(,‘?;né, Qea‘tav\a\ \C
., 2 W -CA()() ’

Qu‘f‘v\{ ROV
LD&WLV\%«: % Oy QV\/\QI/L\/\L\/\A«WZ(MA
ha %™ x lnx
{:{X\ = & = €& . o —,_)
FV( ) xtx . D (x l\ﬂx) = X ' (1 nx Y
Xy = S
= XX
= »= (\ox+2)
;—’_::::mﬁmaw—rm‘m‘:w
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Derivator

3.10 Lokala extrempunkter och medelvirdessatsen

Betrakta en kontinuerlig funktion f : [a, b))"R.

¥ t — ¥ t >
& Xy X X L
Xy CERE I “ Re

Denna funktion har ett lokalt maximum i punkterna: zo, T2, z4 och ett lo-
kalt minimum i punkterna: 2,, &9, ©5. Dén har ett globalt maximum i punkten
24 och ett globalt minimum i punkten z,.
Definition 3.3. En funktion f : R™R har ett lokalt maximum (mini-
mum) i punkten zo om det finns ett tal § > 0 s3 att

(z € Dy och |z —wo| < 8) = f() < flwo) (f(2) > f(z0)).  (3.33)

Om f(z) < flzo) (f(z) > flzo)) har vi ett stringt lokalt maximum
(strangt lokalt minimum). Lokala maxima och minima kallas extremvirden
och lokala maximi- och minimipunkter kallas lokala, extrempunkter.

Grundkurs i analys, v.47
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Derivator

En punkt 2o € Dy 4r en stationér punkt
for f om f'(z5) = 0. (Derivatans nollstillen ger
de stationéira_punkterna,).

Sats 3.5. Om f : R™R &r definierad i en om-
givning av punkten zp och deriverbar i o och
om zo_ar_en lokal extrempunkt for f, sd &r
en stationdr punkt.

em ol M\f-;wl‘fww,‘@ﬁ'
Bevis: Antag att zy 8r ett lokalt maximum

(analogt bevis for lokalt minimum). D4 finns
&

ol wiliivtpuule
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Derivator

det ett § > 0 s& att om z € [zg — 0, :c()[(:_z:_g
o, mo + 6]) sa gller det for differenskvoten att ¢ ¢

2> f@) = fwo) _ o (@ F@)l N
re=s 20 (S
Men di giller det att
e = im FE=T2 50
Fi(mo) = lim f(z) — f(z0) <0.

x—)xb" T — Xy —_
Eftersom f &ar deriverbar i g, géller det att -

f(mo) = fi(zo) = f'(20). Enda mojligheten
ar'de At (@) =0
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Derivator

Observera att omvéindningen till satsen géller
¢j. Bttt exempel pa detta &r funktionen f flz) =

2% for vilken JU0).= 0, sa.0 &r en stationar
pllll_kt men inte en lokal extre unkt,
utan en sé kallad terasspunkt.

En funktion kan ha andra extrempunkter &n
stationéra punkter. Namligen punkter dar deri-
vatan inte dr definierad och intervallindpunkter.
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Vi skall utan bevis presentera medelvérdessatsen.
Vi ger dock en geometrisk motivering till satsen:
t
4 3
d

ﬁf,
A

/‘
Riktningskoefficienten fér linjen Iy genom Pp

och P, ges av

f(b) = f(a)
b—a

Linjerna ; och Iy &r bada parallella med linjen
lo, s vi har

'tan’a‘ =
f(b) — f(a) f (a)

Fle) =2 = 16,
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Derivator

Sats 3.6. Medelvirdessatsen. Antag att f(z)
ir kontinuerlig p4 intervallet [a, ] och att f'(x)

existerar i det oppna intervallet |a, b[. D& finns
det minst en punkt & €]a, b] sadan att

f(0) —f(a) = f'(§) (b—a). (3.34)




Derivator

Exempel 3.18. Det giller for alla reella tal
T, < T9 att

| coszg — coszy| < |22 — z1], (*)

ty med stéd av medelvirdessatsen finns det ett
¢ i intervallet |z, o[ sidant att

cos g — coszy = (—sin &) (z2 — 1) .

D& —sin & tillhér intervallet [—1, 1] for alla val
av 11 < Ty, 4 maste formel (x) gélla.

l C ot Il—.fo)".” :(—Sl“‘f",l—fu’ £ 1“‘-2“’!'
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Derivator

Sats 3.7. Antag att f &r kontinuerlig pa det
slutna intervallet I = [a, b] och deriverbar i det
oppna intervallet |a, 0. Da. galler

1. Om f'(z) > 0 (< 0) pa intervallet Ja, b], s&

ir J vaxande (avtagande) p4 intervallet L

2.Om f'(z) > 0 (< 0) pa intervallet Ja, b], s&
ar f strangt vaxande (strangt avtagande)
pa intervallet 1.

3.0m f'(z) = 0 for alla x €]a,b], sd &r f
konstant pa intervallet [.




Derivator

Bevis: 1. Vi utfor beviset for f'(x) > 0 pa in-
tervallet |a, b[, beviset &r analogt 1 det andra fal-
let. V&lj godtyckligt 1, o € I sddana att 71 <
9. Dé finns med stod av medelvérdessatsen ett
£ €|z, xo sddant att 2o

>0

O —

fxg) = flz1) = f'(f)(%‘z—fvl) >0,

vilket medfor att f(z2) > f(z ) och f &r viixande
pa intervallet /.
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Derivator

2. Antag nu att f/(z) > 0 pa intervallet a, b]
och att zq, 9 € T ar godtyckligt valda med
71 < Zo. Da erhalls for nagot £ 1 |z1, zo| att

e Ve

Flz2) —.f(z1) = f'(€)(x2 — 1) > 0,

s& f(z9) > f(x1) géller och f &r stringt vixande
pé intervallet_{. Beviset for att f° (z) < 0 pain-
tervallet medfor att f ar stréngt avtagande ar
analogt.
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Derivator

3. Antag att f/(z) = 0 for alla = €la, b] och
tag godtyckligt 1, 2o € I, sidana att z; < 5.
Med stéd av medelvirdessatsen finns ett & €
|21, zof sddant att

=0 bo
O 77 e

flzo) — f(m1) = f'(§)(x2 — 1) =0,

alltsd giller det att f(z1) = f(z2) och f &r

konstant pa intervallet /. o




Derivator

En konsekvens av Sats 3.7 ar att karaktéren
av en stationdr punkt zg, (dar f'(zo) = 0), med
avseende pé lokal maximi- eller minimipunk® fér
f(z), kan avgoras genom att studera deriva-
tans teckenviixling i en omgivning av Zg.

rad vinsteromgivning |zo — 6, Zo| av Zo och po-
sitiv (negativ) 1 en punkterad hogeromgivning

120, To + 6] av o, s& ar zg enJokal minimipunkt
=
Zey

-—— e = - -

' X + > X
Xo Xo
Xo Xo
—_— | —————>
iy — o + fuo =+ o -—
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Derivator

Om derivatan inte byter tecken har vi en te;
rasspunkt. I detta fall ar zy inte en lokal ex-

trempunkt.

v

: X
P j > .
® =0
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Derivator

En annan tillampning av derivator &r for att
bevisa att olikheter géller i vissa intervall. Vi
belyser metodiken med ett exempel.

Exempel 3.20. Visa att

- <7T tan
-~ — — arctan
g 2

erallaa = 0
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Derivator

Exempel 3.20. Visa att

g < = arctan x
1+22 2
for alla z >0

Losning: Problemet dr ekvivalent med att visa
att

Z
flz)= g —arctan — 7 szz >0 )r{&)): l

for alla z > 0. Vi studerar derivatan av f(z),
1 (1+2%)-1—2-2z
/ = - ==
f@=0-1r= (1+22)?
2

(14 22)?’
och observerar att
flo)<0dig>0.
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Derivator

Detta betyder att f(z) &r strangt avtagande i
intervallet [0, +oo[. Vad hander_med f(z) da

T = 4007
T 1 mw m
xgrﬁl:loo f(ﬁU) w—l—l>r-|{loo( Rethet % + x 2 9 O

Darmed géller det att = O.

f(z)>0, ddz >0,

och saledes har vi att

. <—7—T———arctan:c, dax>0. o
14 2
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Derivator

5, Uie 4/49 )(CL> 1+ Ix v x Lo 0L X'>=ia
'L\ésvﬁ'wa,: Cob Roaeiw = isly nv, BE s Dale
; e
ot £lon oy -2 dvx — 2 Lo g (xa) Wx+1), Blah s
ST >0,0 43T
Y ?(ﬁ}:&(ﬂ——k) >O/>¢>i
=0, x=1
- ]
I t P
(S cl e R G )
e T i, e, U DY, +w [
£ < / Ry
& N O * ‘GM,Z". s 1K ~«*~”\;i":m£ S Dy eea )
Lo A
" X\ > 0 A
AP f -
‘f‘l;‘r X > 1 . u

XQ S 1+ 2wl
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Derivator

Antag att funktionen f(z) &r tva ganger de-
riverbar i intervallet . Om f”(z) > 0 pa [
s ligger grafen av f Over sin tangent i varje
punkt € I, vi har en konvex funktion. Om
f"(z) < 0 pa I sa ligger grafen av f under sin
tangent i varje punkt = € I, vi har en konkav
funktion. Om for zq € I giller att f"(zo) = 0
och f(z) byter tecken i zq har vi en inflex-
ionspunkt dér grafen véxlar fran att ha varit

st — t T }
x'O

T E
foneee beldon oreoy bbb | 0ol
E———

F"(xo) =0
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Derivator

Sab: FSV en AW"A‘;V\ F/ Sow
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Derivator
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Primitiva funktioner

4.1 Grundliggande egenskaper och exempel

Definition 4.1. Lat f(z) vara definierad pa
ett intervall . En deriverbar funktion F'(z) kal-
las en primitiv funktion (eller en primitiv)

till f(x) om det galler att

for alla ¢ € 1.
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Primitiva funktioner

Om en funktion f(z) har en primitiv funktion
F(z) s har vi en hel skara av funktioner

Ki(z)C C eR,

som alla &r primitiva funktioner till f(z), ty

DIF(z) +C) = DIF(a) + D[C] = F'(z) +0 = {(x) .

Men denna skara av funktioner utgor ocksa méngden ;
av alla primitiva funktioner till f(z), ty vi har

satsen:




Primitiva funktioner

Sats 4.1. Antag att F(z) och G(z) dr primi-
tiva funktioner till f(z) pa ett intervall £. D4
finns det en konstant C' € R sadan att

Flgi=0z)+C
for alla g & [
Bevis: Definiera for alla ¢ € I funktionen
Hiz)= Ely) - Gz
D3 galler det for alla oz € [ att
H'(z) = D[F(z) — G(z)] = DI[F(z)] — D[G(z)]
= f(z) — f(z) =0.
Darmed ar H'(z) = 0 pé intervallet I, vilket
betyder att H(z) = C pa I for ndgon konstant
C € R och vi har att F(z) = G(z) + C pa
intervallet 1. o

S 33
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Primitiva funktioner

Poo= —A— , Foo=lnl eVl |,
X+
bt i/)(!m@\): 73\;\‘%"”
Ela = D (e300 ]) & DOEVEL)

N TPy
— 1+ 0[Cea) /‘7 4 +L ()% O[]

" +V>< +el, VATV
£x
= Lo . xa
X+ xlaa W_M«_ﬂ
/<+’\Jx ol
_ 1 _
Taa T Prx) =
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Primitiva funktioner

Fiory = Ger) Mdxel 2 (4)
(Fltor = ¢t ) Yy = G—'lx))

Vise ot 10 =9t) Wxel

= Ft)z GtV + € “vyrel
Tr% Xo€L 1 C=Flxy = Glv,)
Owm C =0 at‘a‘.lbv (»)




Primitiva funktioner
Prive bivg bebbtonrs
n primitiv funktion till en funktion f(x) be-

/ Ve, (4.1)

vilket utlises ”integralen av f(z)dx eller den
obestdmda integralen av f(z) dz”. Man bor be-
akta att denna beteckning inkorporerar en obestémd
konstant C. For funktionerna i Exempel 4.1 har

Vi

- 1
/\/x2+oz
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de=lnlz + v+ a|+C.




Primitiva funktioner

Riaknereglerna for derivator ger formlerna,

/ o f(z)ds = o / f(z)dz, o konstant,
(4.2)

/(f(fl?)ﬂ' g(w))dHCZ/f(a:)dan/g(x)dx.

[23)




Primitiva funktioner

A\f\\ﬁﬂ% adt-t- ;'(%\ = Ly e G—th) ':%[XJ

0 Lolr(x)s_ o OLFm ] = b foo

(v.2) .
° <CJ\'C!>()CL$ = o i) ol C =l (Pri+c)= d&ﬁ«x)cx

Pl

(b4.2) DR+ G-(x)l = DCewl + 006t - Lo +4tx)

o0 S(P(x)-&%(x)} dx = (fo“; -+ G—(xl) -+ ﬁ
R S i
= (Fio+¢) + (G +¢)

g?mdx e g%lx) dv

H

*
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Primitiva funktioner

/ozd:v-ozx+0 (4.4)
/x at -1, (45)
/-;; x—1n|x|+0 (46)
/eda:—e+C’ /a da:—lnmaJrO

(4.7)




Primitiva funktioner

/cosa:da;:sinerC’, (4.8)

sinzdx = —cosz+C, (4.9)

dg = tang + C, (4.10)
co

=—cotz+C, (4.11)

SlIl

[
s
EZ
/1 xdx—wmwx+0 (4.12)
F=:
[

dz = arcsinz + C, (4.13)

1
Vl—:v
V2 +

dx=1n|m+'v:r;2+oz|+0.
(4.14)
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Primitiva funktioner

o~

£ Y Q ) QOS(WQQW\_ P\”Lw; A ‘\Cu‘ﬂl&-"'\\o - _{_ﬂ\ \\b

A

3 eA Vo Ty

(o) 3’\’:\‘6\)( '4'30 ,\ (i&) X SMT))\: Ve,
‘ %

() g(ﬁxﬂﬁgxz% 30 )d v

(1,2), (13} i |
U’ :-: 3'\(‘7(34% -5 gxﬁix -+ 830@

S

L ) -5 (£ 6) + (s0rr )
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Primitiva funktioner

(1) & 2 i x 5% 1y
= oy

s £
(Smx"’ﬂ ) C*

(uq L::z)

(
3
(cion dn ~ 5. (L dx

ut)
(8l (L cox +C )+ S (Loix) = Cl)

S.lnixl — cotx + C
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Primitiva funktioner

D& D ln | A} = ]}I((;’)), erhalls formeln

e R
/f(m dz = |f(z)| + C. (4.15)

Exempel 4.3. Berikna primitiver till
23
2414’

(@) tanx, (b) cota, (¢




Primitiva funktioner

(0\) E'%v‘ax O,K

]
— & Simx C&V\ - g - Stwyx &L =_§I)[w.\,[jri‘
- Colr - Cosr Tone Tl

(v¢) .
= ——IVJICOSX\ =+

]

% .
coLx DLstax]
= s = = d
g v 2 &/K AP CL
(us)
= \lnltinxl &+ C
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Primitiva funktioner

g + 4
— 1 2 Ay Ay
- U AL+ g
. il c\—x_.j—gm’z”]é
- 4 L+ w 3, Q4 x4
wis)
= A < \ﬁlfl*/l” "'T‘QC—>
2
y
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Primitiva funktioner

F(z), g(z) deriverbara, F'(z) = f(z) och futwlba
F(g(z))+ C, C konstant.
Da gaﬂef D[F(g(z)) + C] = F'(g(z)) - g'(z) +
fg(2)) - 9'(=) (a:)) - ¢'(z), och vi far formeln

/f Flg(z))+C, dir F'(z) = f(z)
(4.16)

Dl’S ro‘(‘\w.l ('1")') Sr)rual f—‘-.a oV |

(41e) wed g nlx) v $W.
‘a(x)—f(x) cuwe flh




Primitiva funktioner

Exempel 4.4. Som en tillampning av formel
(4.16) fas att

/233 cos(z?) dz = sin(z?) + C,

dir vi har F(z) = sinz, f(z) = cosz och
gla)=0"

Speciellt om vi i (4.16) véljer * som yttre
funktion och f(z) som inre funktion far vi for-

B f( )oz+1
/f i = +C, a#-1
Z17)

Grundkurs i analys, v.47



Primitiva funktioner

- . - NV
ix, .5, Qe b wu d \nQ‘é{p PN (M.H)) oé,=i)

(e) g{:lx)ﬂp'(x) (3],)( ) (&) {COS)(:&MK (‘EK

(0 (P ploa dy
ry

) (
- g‘@lx)i‘ F /)() JK = ‘p(x)2+ C
- N

(&) gC(JSXI Q.VJ; dx

= ganx' cotx dy = g-’gm;j‘. OTsw] dy

{w_l'f) gf?.

— § |)<

= =205 4 (
2, ‘
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Primitiva funktioner

4.2 Partiell integration

Om det verkar besvérligt att bestdmma en pri-
mitiv funktion till en produkt f(z)g(x), medan
uttrycket F'(z)g'(x) verkar enklare, kan man
prova pa metoden att partialintegrera funk-
tlonen 7 (@)

Sats 4.2. (Partiell integration.) Antag att
F'(z) = f(x) och att g(z) &r en deriverbar

funktion. D& géller

/ £(2) () dz = F@)g(z) - / F(2)¢(z) da.
(4.18)=
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Primitiva funktioner

Bevis: Formelns giltighet verifieras genom di-
rekt derivering av hogra ledet,

DIF()g(z) — / Flz) ¢/(z) daf




Primitiva funktioner

Exempel 4.6. Berékna

(a) /a:sin:cdx, (b) /lnxd:p;

(Se forelasningsanteckningar).




Primitiva funktioner

(o) gx~s;w dw
R

- gSﬂX‘\z <.3},)<'

v 2 - <
ot x = [ teos 1 dx
s \ \ il
\XCD&X(‘L‘){‘ - Xrlaly, = < &mx—(—@) — X Cof x
= SwWxX — X:Cosx 4+ C,
,
g&) S IV)X éx

= gia\‘nx dv. = x-lax
PN Foog

=
|
L
- X
I-\_
O
x
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