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Gransvarden

Man kan visa att alla elementéra funktioner

ar kontinuerliga i sina definitionsméangder. Vi
motiverar detta enbart for polynom och ratio-
nella funktioner.

Exempel 2.16. f(z) = z &r kontinuerlig i
varje punkt zyp € R, ty

/(@) = f(@o)| = |z — @] = f(z) = flzo), dda—x
(=2 dogee ¢ gwVArdslBuliboren)
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Gransvarden

Riknelagarna for gransvirden ger direkt att
om f och ¢ &r kontinuerliga funktioner, s &r
ocksd f + g, fg, f/g och f o g kontinuerliga i
sina definitionsmangder. Som en konsekvens av
detta och att f(z) = z ar kontinuerlig pé hela R
far vi att alla polynom &r kontinuerligai R
och alla rationella funktioner ar kontinu-
erliga i sina definitionsméngder. Vidare -
kan man visa att alla_elementiira funktio-
ner, som behandlades i Kapitel 1, ir konti-
nuerhga, i_sina deﬁnltlonsmangder
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For funktioner kontinuerli‘ga i en punkt a fas
foljande variant av Sats 2.3.¢ Sommav shthnlmsve gl )

Sats 2.6. Om g(z) — a dd © — xo, dir a €
R, och funktloneJ( ) &r kontinuerlig i a, 83
galler

lim f(g(z)) = f(lim g(z)) = f(a).

T—T() T—Z()

Exempel 2.17. Di tanz — 0d& 2 — 0 och
cos x ar kontinuerlig i 0, géller

glﬁu% cos(tan x) = Cos(glclg%) tan x) = cos(0) =1.
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Vi undersoker gransvirdet av tva talfoljder.

Exempel 2.18. Visa att for heltaligt n_och
a > 0 géller

lim = ¥a=1 och lim ¥Yn=1.

n—00 n—o0

Losning: D& /a = a'/™ och funktionen a” &r
kontinuerlig i hela R, samt 1/n — 0 ddn — oo,
galler det att

. ~ o
lim gl/™ = gimn—eon = g% = 1.
n—oo
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For det andra gransvéardet gor vi omskrivningen
1 o
nl/m = enm™ och far att

lim nY/™ =, lim ™" = elimnoo
n—00 n—00

Inn
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Vi avslutar detta avsnitt med att citera en
sats som ger en upprakning av egenskaper, (som
ar intuitivt accepterbara), for kontinuerliga funk-
tioner pa slutna intervall. '

Sats 2.7. Om funktionen f(z) &r kontinuerlig
pa det slutna intervallet [a, b], sa géller foljande
pastaenden: -

1. f(x) &r begrinsad i intervallet,
2. f(z) antar varje virde mellan f(a) och f(b),
3. f(x) antar ett storsta och ett minsta vérde i intervallet:

Grundkurs i analys, v.46



Gransvarden

Exempel 2.20. Antag att temperaturen i en
cirkular stalring med radien 1 varierar konti-

nuerligt. Visa att det finns minst 2 diametralt
Wo*Sqﬂl Quwkhv wad Semma 'LQWPth‘r‘
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2.3 Monotona funktioner

/
Definition 2.8. Funktionen f(z) &r uppét
begrénsad (nedat begrénsad) pa mingden
M C Dy om det finns ett tal B (b) sddant att
flz) < B (f(z) >b) for alla ¥ € M. Funk-
tionen f(z) dr begrédnsad pa M om, flz] ar

bade uppat och nedét begrénsad pa M,




Gransvarden

Exempel 2.20. Funktionen f(z) = e® &r nedéat
begrénsad av b = 0 pa R, men inte uppat be-
gransad.

g(x) = 1/x &r uppét begransad av B = 0 pa
R_, men inte nedat begransad.

h( ) = arctan x r begrdnsad,pd R, B = /2

och b = —m/2.
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Sats 2.8. Om f(z) ar vixande och uppat
hggransad pé en méngd M = {z :z > c},

s& existerar limg_, 400 £(2).
Om f(z) ir avtagande och nedat begrénsad

pd en mingd M = {z : x > c}, sa existerar
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Exempel 2.29, Talet e. Betrakta talfoljden
1\7
f(n) = <1+~—> ST

n
Med binomialsatsen kan vi skriva f(n) i formen

n n ! n 1
= o = = ...
o= (g) 1+ (5) 5+ (3) o
Ui
+ =
n e
Ovanstéaende summa bestar av n + 1 stycken
termer ag, ... ,d,. Lat oss undersoka den k :te

termen,




Gransvarden

my i n! i
L <k> "W Kl(n— k) nF
nn—1)n-2)-...-(n—k+1)

k! nk
1| 1 2 k—1
——la-l-(l—g)(l——)-...-(l——

n n
Vi gor foljande observationer:

(1) Alla termer a; > 0;
(2) Nér n_véxer, sd okar antalet termer ay ;

I

(3) For fixt k vixer termen aj med vixande n.




Gransvarden

Med stéd av (1), (2) och (3) drar vi slutsatsen
att f(n) dr vixande da n — oo. Uppskatt-

ningen
1 1 1 1
e = = dék =73
B 2 wle
ger att
1 ;
ak<§m, dak;22
Darmed erhalls att
o M n—1 _ .
1n ) ’I 1 1 1 1j
1 —) e e el <_>
<+n o R L +]ZHQ
1—(1/2)" 1
=1+ ) = a

=TT GEE o)
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Alltsd giller det att f(n) < 3 for alla n. D&
ar f(n) vixande och uppat begrénsad, s3
med stod av Sats 2.8 existerar gransvardet,

. Lyn
lim (1 + —) :
n—00 n :
Definition 2.9. Gransvardet
]_ n
e =lim (1+ }i) (~2.71828)  (2.5)

n—oo

Kallas COY clew V\«"‘hv\.faq loﬁ\h\r\"‘wous

Lo . (cenbowltt +]) .




Gransvarden

Exempel 2.22. Visa att for a € Z, erhalls
gransvérdet

oo (1 + i)n = el/e,

Losning: (Se foreldsningsanteckningar).

. " . n 4 an-%
e 1n ) e (172
" >0 ! v = ~o
—_——— B
- [ m S
‘/] - o0
)
a
(1+2) — e, dnow,
(‘aa'ﬂ\)bq)
{l,,\\&mw,‘_ [P \cound,
§mu ¢ punbiben 2 = e
a7k
[t eaT ]
y ;—,’ﬁ .
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Vi betraktar nu funktionen

f(x)=<1+%)z, z>0,

som alltsd dr definierad for alla_ positiva _reel-
la tal z. Har denna funktion ett gransvérde da
x — +oo? Foér att undersoka detta later vi
n = [z], dvs. heltalsdelen av z, som uppfyller
z—1<n <z Forz > 1 erhélls uppskatt-
ningarna

0 (14} < (2 ()0,

@ @+g) 2 () ()

Hogerleden i (a) och (b) gar mot talet e dd x —
+oo. D& ger instangningsregeln i Sats 2.4 att
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Gransvarden

f(z) — e dd £ — +o00, och vi har visat det
forsta standardgriansvirdet i foljande sats.

Sats 2.9. Det galler att

xllgloo< ) (26)
i
lim (1 e a:) e (2.8)
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Bevis: 1) For att bevisa formel (2.7) tillimpar
vi sammansittningsregeln genom att infora va-

riabeln t = —z och utnyttjar gransvirdet (2.6).
Det giller att ¢ — 400 om x — —o0 och vi far
att '

()= (e 2) - (307 (5
- () = () = (e




Gransvarden

2) For att bevisa formel (2.8) sétter vi ¢ =
1/z. Om nu z — 0% sa géller det att t — +0c0
och vi far med stod av (2.6) att

1/z et
<1—l—m> :(1+Z) s e, diz—0".

Om 2 = 0 ‘sé_géiller det att ¢ = —oo och nu
ger (2.7) att

1/ Tzt
(1+x) :<1+E> —e,dax— 0.

Dérmed &r formel (2.8) bevisad. o




Gransvarden

Exempel 2.28. For x # 0 giller att

t
lim (1—|—£§—) e,

t—too

ty d& ¢t — oo giller det att ¢/x — £00 och da
potensfunktionen (-)* &r kontinuerlig i punkten

e, erhalls
()Y

— e dat — +oo.

8+

(9 = ()

Grundkurs i analys, v.46



Gransvarden

Vi presenterar énnu tva standardgrinsvirden:

Sats 2.10. Det giller att

b e - (2.9)
z—0 T
gy
i iy (2.10)
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Bevis: 1) Eftersom naturliga logaritmen ar kon-
tinuerlig i punkten e erhalls, med stod av (2.8),
att

In(1 + z)

=In((1+2)"*) = lne=1, ddz — 0.
¥

2) Vigétter z = In(l+y) & y =€ —1. D4
galler det att y — 0 d& = — 0, och vi far

e . g o1 dhw =0
= = - = a T . O
T In(14+y) bl "1 77
Y
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Sats 2.11. Om funktionen f (z) 4r begridnsad
och monotomn i en hogeromgivain ing |a, a+0[ av
punkten a, s& existerar gransvardet lim,_, .+ f(z).
Om funktionen f(z) dr begrénsad och mo-
noton i en vinsteromgivning Ja—d, a[ av punk-
ten a, si existerar gransvirdet lim, .- f(z).
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Exempel 2.2& Funktionen f(z) = 1/z &r
monoton men inte begransad i nagon hogeromgivning
av 0, f(z) = +oo dé z — 0%

g(z) = sini &r begrénsad men ¢j_monoton j
varje hogeromgivning av 0.
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Ex| Hor fomllors
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(0 (525 = (22) - (15

X+ @
(1‘“-—&>
-X

1 2

= (1 + T
< nu-~|'5

g
VW
> g, 45 0 = -0,
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i
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Qdvr wwowws)

e
= 0,ddz— 400, (a>1),
al’
(2.11)
4]
Oix—)O,déx——)-i-OO, (@ > 1),
x %
(2.12)
(,’([M) %%gz = 0,ddz— 0", (a>1, a>0),
(2.13)
SBT L1, ddz—0, (2.14)
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1\e |
(HEE) e, diz — to0, (2.15)
(1+-t—)m et dia — £oo, (2.16)
X
1/z
(1+x> S, A, (2.17)
1\ ‘
(1+—) e, di #rmaon, (2.18)
(11 e
LOEhs SRR (2.19)
X
T 1
€ T 1, a0, (2.20)
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Ya—1,dan—o00, 2% © (221)
Un—1,ddn— oo, (2.22)

! -
—'\—;— -—)O, d.\ “‘) @)
v
n e -
% -—-—bOJ L n 24 OQ)
b Jal — +o0, dfn e

.
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2.5 Tillimpning av grinsvirden pé serier

Vi ger nagra exempel p4 tillimpning av grinsvérden
pé serier.
Betrakta en talfoljd (ax)2,. D8 kan vi defi-
niera en ny_talfoljd (sg)i2, genom
S0 = ao
s1=ao+a;

Sp=ap+ai+...+ay

P4 detta sitt konstruerar vi en serie,
B :

Zak=a0+a1+az+...

k=0
dar talen ay, 4r seriens termer och talen sj dess
partialsummor.
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Om partialsummorna har ett gransvarde, limg_,o0 Sk =
S, s& #r serien konvergent med summan 5, 1
annat fall ar serien divergent.
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Betrakta en geometrisk serie dir a # 0,

a+ax+aa:2+....

Dess partialsummor &r geometriska summor,

n+1

Zax i —, omz#1,

____.___ﬁ_z
snza(n+1), omp=1.

Dé ser vi direkt att den geometriska serien &r
konvergent om och endast om |z| < 1 och dess
summa S ges d& av

e a
Za:ﬁk:‘]'_—_"-zg, ’.’l7|<1
k=0
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En annan typ av konvergenta serier som man
kan berakna summan av &ar serier med telesko-
perande partialsummor. Vi ger ett exempel pa
en dylik.

Exempel 2.26. Serien
i“’: 1
— k(k—1)

ar konvergent, ty en omformning av termerna
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130 2 Grénsvérden
ger att lete~) — "“‘1 K
- 1 11 SPLN
kk—1) k—1 &’ ., &l
sa det allménna uttrycket for partialsummorna
blir
f: ( 1 1) <1 1> (1 1>
By, = et e ) = = = —
& k-1 k 2 2 -8
= -
" (1 1) £ ( 1 1)
3 4/ n—1 n
1 =<
b ol

Vi ser da att s, — 1 dd n — oo och den givna,
serien ir konvergent med summan S = 1.
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Om en serie har positiva termer sé bildar f6ljden
av partialsummor en vixande talfoljd. Om man
kan visa att denna foljd &r uppat begrénsad
sd ger Sats 2.8 att partialsummorna har ett
gransvarde och serien dr konvergens.

Vi aterkommer till teorin for serier i andra
delen av kursen.
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Derivator

3.1 Definitioner och rékneregler

Vi betraktar avbildningar f : R™R som ér de-
finierade i en omgivning av punkten zo € Dy.

Definition 3.1. Antag att f(z) ar definierad
i en omgivning av punkten zp. Om gransvardet
B) —
o feot k) = fla)
h—0 h

existerar s& siges f(z) vara deriverbar i punk-
ten zg. Grénsvérdet kallas derivatan av f(x)
i punkten xo och betecknas

f(zo), ;Z—J;(:EO) eller D f(zo) -

0 Grundkurs i analys, v.46 44 / 61
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Derivator

Om f(z) &r deriverbar i varje punkt i Dy sé
sager vi att f(z) ar deriverbar, och funktio-
nen z~f'(z), € Dy, kallas derivatan av
f(x), med beteckningarna

il %(m) eller Df(x).
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Observera att vi har ett alternativt skrivsatt
av f'(zg) som ett gransvarde, ndmligen om vi
satter £ — xg = h, sa géller h =+ 0 & x — xp,
och vi far att definitionen pa gransvirde i punk-
ten zo kan skrivas 1 formen

f/(370> i f(:U) i f($0) '

T—TQ o= {,UO e
Vi kommer att anvanda bada skrivsitten.
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Med hjilp av det senare skrivsittet gor vi en geometrisk tolkning av
begreppet derivata:

.(5,- 93 an

Vi har hiir beteckningarna Az = z — zp och Af = f(z) — f(z0) och
definerar begreppet differenskvot genom

A _ f(@) - flm)

Az T = o

och tolkar denna som den “genomsnittliga tillviixten av f i intervallet o, z]”.
Vi ser vidare att riktningskoefficienten for sekanten ! genom punkterna (2o, f (o))
och (z, f(z)) ges av

Af
tana =2

Tillviixthastigheten i punkten zy definieras som

A,
Alirr_r.ln Tﬁ = f'(z) = tanayg .
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Definition 3.2. [ &r kurvtangenten till f(z)
i punkten z. Tangentens riktningskoefficient och
ekvation ges av

tancp = f'(zg) och y— f(zo) = f(@o)(& — 20) .

Normalen till f(z) i punkten xo stir vin-
kelratt mot tangenten i punkten xp. Normalen
har riktningskoefficient —1/f'(zg) och ges av
ekvationen

g == [ -

1

f—/(x—o)(a;—:co), om f'(zp) #0.
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Exempel 3.2. Funktionerna f(z) = K (

konstant) och g(z) = x &r deriverbara for alla
z € R med derivatorna

=0 och glz)=1. (31)

I L N N EY L
w —x, X% ’ |
o lim om0 = Flay LA =0
’ X =DK, T

) GO L X=X g fur ol KoE A

Mo— Ky X —¥0
! ® f’» \
Clie 4= 2= gix), LT
X=X, - _
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Exempel 3.3. Betrakta potensfunktionen f(x) =
z", n € Z,. D& galler

filz) =na™", (3.2)
ty vi har for fixt £y € R och med stdd av bino-
mialsatsen att

fl@) — fzo) _ 3" —af _ (%0+ (% —20))" — 3}

T — Zo T — T T — Xy
_ @b+ Qap e —z0) + .+ ()ab(z — ) ~ 59
B (z — o) '

_ <’f> 24 <Z> 2o — 20)+ ...

n — —_— o
—>< ' =n- o} 1 ddz— x.

0 Grundkurs i analys, v.46 50 / 61



Derivator

Exempel 3.4. Ar funktionen f(z) = |z| de-
riverbar i £ = 07
Losning: Vi bildar differenskvoten:

f<x>—f<o>_||:{1, dd 3 > 0;

e )

Vi drar slutsatsen att gransvérdet limg_o Hla)= g 0)

inte_existerar, f(z) &r inte deriverbar i z =
0. Detta visar att kontinuitet i en punkt in-
te garanterar deriverbarhet i punkten. I det-
ta fall har vi dock en hogerderivata och en
vinsterderivata i origo,

lim @) = flz) _ 1 och lim M

z—0t T = &p z—0~ L=
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Sats 3.1. Om funktionen f(z) &r deriverbar i
punkten zg, sé &r f(z) kontinuerlig i punkten.

Bevis: Vi har att ( (> alle % XXg)
) = gy = L

T — Xy

s& f(z) = f(zo) dd z — xo. O

T — Tp) — f’($o>'O:OJ
L 1 x =X,

(dvs. €10 Vonl, i )




Derivator

£¢J £n funklhhon Sow v deriverlav
¢ ewn ?unl«.‘\' o daleublvsly ¢

ovv\ Puu le-oy

2
Oehdave : £x) -_-g)‘ , 0= X Y‘qk‘mq.u}
%

< ) o Ko vvnhuwad,

Op=2 Ik,
Jy ket att £ el-}\lto\«+:w.\nL7 .« Xo % 0.
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Jjﬁc\-\.LL Lol Cocaipplesnlbin - £ e

£00ew) — £ (0) = h,ow h vwhs vt
h _\4 ) 0% [N Cvva e W

éwL‘-,"‘ ‘Eﬁ‘d‘“ QMY\_L s 47

h -Se h

o

=0 =-F'(0).




Derivator

frdm : Welersbeass fBunlkbeg
E

I W02 o< < 1 E
fexy = ﬁ a cos (X
e 71 udda ekt ; B>k

-p ﬁn‘h P:\ @ i Ce lina v Jewtva‘i'a A \/b-vi,e:___FquL:{_
2f &

1.5
1
0.5
ﬂA”\ LY
0.5 WW FRvA \A/\/j 2
Y
0.5l

-@5(%\: Z(é‘)k C()_S(Sk.x) 7 (:? ‘[°|2~j

K=o
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Derivator
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Inft)=

inf2):=

n[3)=

outaj=

infa).=

Inf5f:=

Outs)=

£lx_ ] =% /; 0s x5 1/2

flx_] :=1-x/; 1/2 < x 31

Plot[£[x], {x, 0, 1}]

05}

03

02

01

/N

glk_, x_] s= 24 (-k) £[2*kx-Floor[2+kx]]

Plot[g[2, ], {x, 0, 1}]
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0.08

02

! %Lﬁ) = 9,“‘.4‘(:1'&;1:2"%1)




Derivator

y ) S ' \
0.2 04 0.6 0.8 1.0
is}= h[n_, x_] := Sum[g[k, x], {k, 0, n}] kb‘x ) = gK‘x )

in7)= Plot[h[100, x], {x, 0, 1}] I&r

ouiTE

K=o
02 ——— —
pe T
01 e
N 02 04 o6 08 10
oq

\(\hqr / %k & \Ma,_ C,L,,aw«‘m,.ﬂ
(DE EC’ 11 o Caltvey denmial ¢ \ﬂ\’}«t_@‘«"\(\«'x".
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Derivator

Vi har foljande ridkneregler for derivering:

Sats 3.2. Antag att funktionerna f(z) och g(z)
4r deriverbara i punkten zo. D4 géller det att

(f + 6)'(@o) = f'(o) + ¢ (x0), (3.3)
(Kf)(xo) = K f'(zo), K ér en konstant,
B.4)

(f - 9)'(z0) = f'(z0)g(z0) + f(xo)g (x0)

| (3.5)
(i)'(xo) o (xo)g(xt)g)(;oé(fﬂo)g (330)7 e 760

(3.6)




Derivator

Exempel 3.5. Betrakta polynomet

p(x) e @™ an—lmn—:l +...t+ax+ap.

Med stod av formlerna (3.2) och (3.4) har vi
att DayxF = ai, - k- z¥71, k € Z,.. Upprepad
anvandning av formel (3.3) ger da derivatan ay
polnoneks
- W~2 ,
Py = 16X w0 Xt 2 gk o ()

(2.9 0" zox ", e,
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Derivator

Exempel 3.6. Hérled deriveringsformeln

D t=—nz ™Y neZ . (3.8)
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