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Gransvarden

2.1 Definitioner och rikneregler

Vi har i kapitel 1 behandlat fragestallningar som:
“ Hur uppfor sig en funktion f(z) da 2 - Foo
eller z —» 0”. Vi skall ge precisa definitioner
av begreppet gransvirde i olika fall som kan
forekomma. Forst behandlar vi grénsvirden dar
x — +oo och betraktar inledningsvis ett exem-

pel.
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Exempel 2.1. Lat funktionen f vara given ay

f(m):1+%, w20,

D& verkar det klart att f(z) — 1 da x — +00,
ty 1/+/z avtar mot 0 d& z véxer. Vi gor en
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exaktare analys:

fo) -1 =1+ == 1l = | =] = =

£ o 7
ﬁ<-16’ Qm\/E>10,dvs.omx>lOO,
1 i

= < T om v/z > 100, dvs. om z > 10000

Tag godtyckligt € > 0,

|f($>—1|:%<6, om vz >

dvs. om x > (%)2 = w (= wle)).

2

)
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Definition 2.1. Antag att funktionen f(x) &r

definierad for godtyckligt stora reella tal, (D0

[a, +oo[7é (Dfor allag > 0). Dd har f(z) grénsvérdet

A da z gir mof oa,ndllghemp om det till varje

tal € > 0 finns ett tal w = w(e) sddant att
(:E>wochxeDf):>|f( T)— Al <e.

Detta betecknas

flz )—)Adax—>+oo ‘eller —"Iim f(z) =

g+
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Exempel 2.2. Visa med stod av definitionen

att
z? +sing
I e e
z=+oc0 14+

Teg £500 | pugoq]= | XS | = ema
4 —{—(‘YKVZ /' +X2
_,‘_‘“__x,:_il £ Smx|+l-’ll (2 9
1 +x? 7’ 1+ w- S ey 2

& —olklu L,
e

Attt Jf~m~11<%<€ orm X >i;

i dus. o, ><>“\f

VX s =R =Sk —a1ke
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Exempel 2.3. Funktionen f(z) = cosz sak-
nar gransvirde d& & — 400, eftersom den i var-
je intervall [a, +0o[, a > 0, antar alla vérden
i intervallet [—1,1]. Funkt1onsvardena “samlar
sig inte kring ndgot vérde A”.

Exempel 2.4. En talféljd (an)pep kan tolkas
som en funktion med Dy = N. Om en talfoljd
har ett gransvirde dd m_— oo, sdger vi aftt
den #r konvergent, i annat fall ir den diver-
gent. Exempelvis ér talfojden (1+n~1)%; kon-
vergent med grénsvardet 1, medan talfoljden
((—=2)™)9%, ar divergent.
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Definition 2.2. Antagatt funktionen f(z) r
definierad for godtyckligt sma reella tal, (DN ]—
00,a] # Pforallag < 0). Dahar f (z) gransvirdet
A d3 z gar mot minus oindligheten om det till
varje tal € > 0 finns ett tal w = w(e) sidant att

(a:<woch:1:€Df):>|f($)—Al<s.

Detta betecknas
f(z) > Addx — —oo eller li)rzl flz)=A.
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Antag att a och § > 0 ar givna tal. En om-
_givning av talet ¢ dr en méngd av formen

{reR: ];c—al <d}=la—4,a+9].

Y " : M, A'Q N
g i 7
o-§ o o +§

Vi kan d4 definera begreppet, gransvirde dd z — o
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Definition 2.3. Antag att f &r en funktion
sddan att varje omgivning av punkten a € R in-
nehéller punkter ur D¢. Dd har f(z) grénsvirdet
A d& z _gir mot a om det till varje tal & > 0
finns ett tal 6 = §(¢) > 0 saddant att

(Jz —a| < d ochz € Dy) = |f(z) — A <e.

Detta betecknas
flz) > Addz—a eler limf(z)=A.

T—a
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Observera: 1. Om a € Dy och f(z) =+ A
dd z — a, sd giller A = f(a). 2. Om man i
definitionen ovan byter |z —a| < d mot a <

o &7 <a+dellera—4d <z < a,fds definitionen
& hogergransvarde, f(z) — A daz — a*, re-
spektive vinstergrinsvéirde f(z) - Add z —

a .

m~

P R sl
A R

A= 1=+

+
[0
W
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Exempel 2.5. Betrakta funktionen f(z) =
vz, z > 0. D3 giller

lim f(z) = V2,

T—2
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ty for varje € > 0 géller:

5 1/ 3| VB VAT + VI
/() \/§|—|\/|_ \/|§| I |\/|‘:E+\/§|
T —2 T —2

" Wl 2

—2
2 |<€,om|w—2|<\/§-5:5h§“

V2

Forallae>0ochd =42 ¢ galler:

=

z—2|<6=|vVz—Vv2 <e.
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Om f(x) — +oo eller —oo dd £ — +o0,
o — —oo eller £ — a har vi att géra med
oegentliga grinsvirden.
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Definition 2.4. Antagatt funktionen f(z) &r
definierad for godtyckligt stora reella tal, (D0
[a,+o0[# 0 for alla a > 0). D& har f(z) det
oegenthga grinsvirdet (a) +oo eller (b) —
00, d& x gar mot oéindligheten, om det till varje
tal A € R finns ett tal w sddant att

(a) (z > woch z € Dy) = f(z) > A,

.....

(b) (z >woch z € Dy) = f(z) < A.
Detta betecknas
(a) f(z) = +00,dd z — +oo eller lim f(z) = +o

Z—++00

eller
(b) f(z) = —oo, d& x — +00 eller lim flz)=-&

Vi har en analog definition pd oegentligt. gr@n_sv_a,uig
déd z = —oo.
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Exempel 2.6. Betrakta funktionen f(z) =
i e 2
Om vi valjer w = VA = A" )\ > 0, s giller:

z>w= f(z)=2"> /)" =)

Alltsd géller det att
lim- e = o0,

T—r+00
Vi definerar begreppet oegentligt grénsvarde da
T — a. '
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Definition 2.5. Antag att f &r en funktion
sadan att varje punkterad omgivning, 0 < |z —
a| < §, av punkten a € R innehéller punkter
ur Dl D3 har f(z) gransvardet 400 (—00) da_
z gir mot a om det till varje tal A € R finns
ett tal § = (\) > 0 sddant att

(0< |z —a| <éochze D)= f(z z) > M (fl@) <.

Detta betecknas

f(z) = 400 (—o0) dd z — a eller ﬂlclg}Lf( z) = 400 |
Observera: Om man i definitionen ovan byter (o
0<|r—a|<dmota<z<atdelera—
5 < z < a, fas definitionen pa hbgergréi‘nsvérde,
f(z) — +oo (—oo) dd z — a*, respektive
Vanstergransvarde f(z) = +00 (—oo) ddz—

a .
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e & P N S——
o-d o O-+S

Exempel 2:7. Vi har att

lim — = 400,
7—0 12 ;

ty om 0 < |z — 0] < 1/VA =6 >0, sa giller
for alla A > 0 att
il 1

Z GNP

(VA)? =2
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Rikneregler for gransvarden

Vi skall utan bevis ge ett antal rékneregler for
gransvirdestagning, Endel har vi de facto redan
tillampat i Kapitel 1. For bevisen hénvisas till
avsnitt 2.1 1 kursboken. Reglerna géller for alla
typer av grinvirden, (z = +00,%Z = a,Z 22
a*,...), s& vi gor ingen specificering i formule-

P

ringen av reglerna.
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Definition 2.6. Viséger att en funktion g(x)
ar begrinsad i en mangd [ om det finns ett
tal M >0 85 att |glw)] <« M forallaz € I
En omgivning av +00 (—00) &r ett intervall av

formen Ja, +o0[ (| = 00, af).

- > = wo

Sats 2.1. Antagattlim f(z) = 0 och att funk-
tionen g(x) ar begrénsad i en omgivning av
punkten som gransvardet tas i. Da géller

lim fla) glo) = 0.
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S~k 2.7

Newy, - (X = +00)

40 &_- wered = 3 c,'}:gx>wo=3 1§l &
>0 ﬁnnf Posk»* b\

I w, ' X>w =D l#wl<—

Salt ¢ W = wex Cug, »,) .
XSw = | fen Qm‘ = (fn]] gta) (%-c:g,
.‘3(,) .%(,) —0, d? ¥=> 4+o, a
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Exempel 2.8. Eftersom funktionen g(z) =
cos x ar begransad i hela R géller

COoS T ,l, . CUYX

lig ¢z cogg =0, agcn  lim
z—0 z—+o0 I

0 Grundkurs i analys, v.45 23 / 90



Gransvarden

Observera att om man i tillimpningar av
de regler som presenteras i detta avsnitt erhaller
uttryck av formen

0.0)

oo — oo, —, 000, |
0

67 )
s8 kan ingen slutsats dras om eventuellt granvérde,
utan vidare undersokningar (via omskrivning-

ar) maste goras.

o0?, eller 0°,
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-Fovku Vo — 4

EERAY

(= %)= (- 00)
(+ ) + (-0

(+ 20) — (+ ) 3 olenbond e

(]

(4+90) + lroo) =" & o0
(m)tl—o) "=7- 00
(+00) — (~o0) " =7 + 0

le

(-®) = (+2) =" T ®
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Sats 2.2. Antagatt hmf = Aochlimg(z) =
B, dir A,B e R Da galler

1. lim(f(z) +9(z)) =4+ B, (2.1)
2. lim f(z) g(z) =A- B, (2:2)
flz
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So\k a."\) . ()(__>+°°)

T"b €>o.
 wy,wy ¢ gx|> w, =5 [f-alg

5

a
X2 W =3\’tx)—81 -(gi

Foe X > bz Mer (W) 1:&.—. ¢
[ (fen qtn) = ta+d)|
= e —&) + (g =®)]
Lln—nl +lqen-8]  (a-olie]
< %: “f wE

2
At (fea *3m) —> AR, A KD +op
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Exempel 2.9. Berikna gransvardet

 x4sinz+2
lim ——————
=0 34 x?

Losning: Det giller att x — 0, sinz — 0
och 2 — 2 da z — 0, s& regel (2.1) ger att
(z4sinz+2) = 0+04+2 =2 dd x — 0.
Vidare ger (2.2) att z° =z -x — 0-0 =0,
& med stod av (2.1) erhdlls att (3 + z*) —
340 =3daxz — 0 Slutligen ger regel (2.3)
att det eftersokta gransvérdet dr

0+0+2 2

3+0-0 3°

0 Grundkurs i analys, v.45 28 / 90
/



Gransvarden

Exempel 2.10. En direkt tillimpning av rdknereglerna
pé gréansvardet

. z?cosz +sinz
lim ——
70 2r +

ger formen J; som dr obestdmd och kréver en
omformning av uttrycket. (Se forelésningsanteckninger. )

65\( O LYoy il .
S

2 . .
\(M K Cosk & Sinx { % (X(o&x-»&‘:")

A —=Do 22 <4 x4 A0 g————%ﬁx(l—#xS)
=2 20 1
, N Ry ¥
= l\;t’)\b KCos ® + i«/x; _ o +1 - a
R N R
Qy° e
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Exempel 2.11. Vid berékning av grénsvérdet

L

ger en direkt gransGvergang det gbestdmda ut-
trycket oo — co. Har kan man forlénga med

konjugatuttrycket. (Se foreldsningsantéckningar. )

lAr wA \/C\/;.Juv\\vw\ 5 :

60 owslenn B Gprn Gl G vy wo A Vé“_\l\\_:acd‘u#:g&
(J‘m ("l/x+1 —"\/—F) = l\\W\

K= AP

(Ve V) (7D +~7)
X Nxm ~ 477 )
= Lim Xt — % | 1
X200 T = X'i:-OO 5117}74-1/7 = 0

e ——
0

) +Oo: APX—%..&)O
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Foljande sats ger en anvandbar sammansittningsregel

Sats 2.3. Antag att g(x) — a d& x — x( och .
att f(t) — A dd ¢ — a. (Vikan hér tilldta att
A och a ar £00). D4 giller

lim f(g(a)) = A.
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CA? X—)a/)

Exempel 2.12. Antag att g(z) = 0dé x —
0. Eftersom f(z) = 1d3 =z — 0for f(z) =
—Si—‘f, ger Sats 2.3 att

f(g(m)):.%—(x—»%l, daz —0.

9(z) (& x—oa)
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Exempel 2.13. Berékna

~ arctang
lim —.
z—0 T

Losning: Vi overgar till en ny variabel och
anvinder sammanséttningsregeln. Satt y = arctan ,
varvid z = tany och y — 0 dd x — 0. Da
erhalls

arctan Y cosy

1
- =—=>—3=-=1, daxz—0.
T tany ﬂ;iﬂ 1 i1
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For heltalen n > k > 0 definieras binomi-
alkoefficienterna (}), (uttalas “n dver k”),
genom

n\y  nl nn—=1)-...-(n—k+1)
k) (n—k)k k! '
D4 vi har definierat 0! = 1 erhalls

(5)-()="
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Sats 1.6. Binomialsatsen. For varje n € N
galler

(z + y)" :.zn: <Z> ghynk

k=0

Speciellt for y = 1 erhalls

(z+1)" = Z (Z)ﬁ

k=0
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Sats 1.7. Antag att a > 1. D4 giller det att

T

—a  too, dd x — +o0, (1.11)
T 50, diz— +00. (1.12)
ax

Bevis: Klart att gransvardena géller for a;g 0.
Antag att o = 1. Betecknaa =1+ p, p > 0,
och sétt n = [z]. Nu ger binomialsatsen upp-

X=1< W £X
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. oL
skattningen /\\/;/(

=(1+p)°>1+p)" <Z>p w;ﬂ

For z > 2 galler da xZ=In+2,

a® _ n(n—1) ' :C—T))(ai:a) z 3 1

a N )| el N O L
FET g ? o P =lggte
och vi ser att

x

a’ o
— — oo da z — +00.
a

Om a > 0, a # 1, gor vi omskrivningen

. 1oz o
- (L)

dér a*/® > 1, och utnyttjar det vi redan bevisat.
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Exempel 1.19. Hur uppfor sig funktionen
2% 4+ 2504+ 10
fz) =

4% 4z
for stora vérden pa x?
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L[L)S"v;v_qe,; Dw shiv vl o v Lo %%Adww a
(ﬂi\u:&ﬂ\/u Eg\aw OVQA \/IoLin/wl/\a\/\ \w&

V\E\\/\’\V\A‘MS \344\,\&\ %Qv\/m, D@V)V)ou
Sv < (Sake1.7),

&Y
Lo A T
Ly = )+ T~
X
TR
%%( —50,4d8 x =+ (Sets 2,9)
Xgo
ra
1 0
o
X 1 > O 48 £,

ix: < = )
(‘4) (1) @\>+WJ4{,X_§+®

Ml P00 warer sy 0*0*0 g
- J 94 + 0O
dr v — + oo,

|
—> A D
aduqt(/\_/;o)df% )
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Vi kan nu, i analogi med Sats 1.7, gora en
iamforelse av tillviaxthastigheterna av_x® och
%log x for stora varden pa .

Sats 1.8. Antag att @ > 0 och a > 1. D&

giller att
xa . '
— 400 da z — 400, (1.22)
og x
al o
%8 . 0didz— +00. (1.23)
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Bevis: Sitt ®logz = t. D dr z = a’ och

2
% B (at)a B (aa)t
dogz  t  t

[ téljaren har vi en exponentialfunktion med ba-
sen a® > 1 och i ndmnaren potensfunktionen ¢.
Nu ger formel (1.20) att ¢ — 400 d& z — +00.
D4 ger Sats 1.7, formel (1.11), att
o' a\t
- :(a) — +o00ddz — +o0. O
aog x 14
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Satserna 1.7 och 1.8 ger da en rangordning i
avseende pa tillvixthastighet for logaritm-; potens-
och exponentialfunktionerna

YNogao, ©* och b,

dda > 1, a>0och b > 1. Speciellt giller d&
ocksa ‘

biL‘
“lom 2
*log x

ba:

— 400 dad x — 400,

—0ddz — +00.
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Exempel 1.23. Berikna gransvirdet av
e+ 2 —Inx

flz) = -
d& x> +o00 a8 +_2z

Lbsnivg : Divtion wed whwnasas lodens funlchion

er g _
Py = T - Lngé
Selke 1,3 g- _Z.S; 5 0, 45 x—ew,
YM (:> \Y)j: —>0 AF =D + N,
e

% 4P,
e>2 27(3(_2;41 = C%;) — 0, L" =
ﬂ +~ O— 0 — _1_ LP L+
T )

piests Loy
2, 0

0 Grundkurs i analys, v.45 43 / 90



Gransvarden

Exempel 2.14. For a > 0 och a > 1 géller
& aa
ml_l_%l+ p¥lepe =10, (2.4)
Bevis: Direkt gransovergang ger det obestdmda
uttrycket 0 - (—oco). Om vi infor variabeln ¢ =
1/z giller t — 400 d& z — 0%, och sam-
Enséttningsregeln ger 0ss

1 %logt
¥ logzi— (Z)O‘“log(l/t) — jf
med stod av formel (1.23) i Sats 18 o
Speciellt ser vi ur (2.4) att

im 2 lnz=0, déa>0.
z—07F

-0, diz—0t,
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Vi har foljande instingningsregel och regel
om grians6évergang i olikhet.

Sats 2.4. Antagatt f(z) och g(z) har gransvérdena
A respektive B d& x — a. Da géller:

(f(z) < g(z)ién omgivningava) == A< B.

Om A = B och h(z) ar en funktion som i en
omgivning av punkten a uppfyller

f(z) < h(z) < g(=),
S: sul‘v det ot hix) = A) 4

X=) a

Observera att om f(z) < g(x) ien punkterad
omgivning av a behover inte detta innebéra att
A < B, exempelvis om f(z) = z* och g(z) =
z?ochz — 0,88 4r A= B =0.
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o
O<& x ¢ X a
° - w=3 ot
D2 g8 s o= ¥220! X
o S.hdy oM
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Definition 2.7. Om a € D¢ och funktionen
f(x) har ett gransvirde i punkten a sé galler

im f(2) = f(@).
och vi sidger att f(x) ar kontinuerlig i punk-
ten a. Om M C Dy och f(z) &r kontinuerlig
i varje punkt i M, sa séger vi att f(z) &r kon-
tinuerlig i M. Om M = Dy sdger vi att f(z)
dr kontinuerlig. En punkt som en funktion
inte ar kontinuerlig i kallas en diskontinui-
tetspunkt eller en singularitet.
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Exempel 2.15. For funktionen

cosz, omz >0,
fla)=q
sinz, Omax <O0.

galler att
lir_61+ fl@)=1= f(0) och 11%1_ f(x) saknas (varfor?)

Funktionen saknar gransvérde da z — 0.
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Existensen av ett gransvarde i en punkt a kan
kontrolleras med hjélp av vinster- och hdgergransvéarden.

Sats 2.5. Om funktionen f(z) har ett vénster-
och hogergransvirde i punkten a sa giller

(lim f(z) = Iim+f(:z:) = A) = }:]._Igf(x) =A.

Om a € Dy sé dr A = f(a) och f(z) &r konti-
nuerlig i punkten a.
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2:’ Dot a:\(LN att 'C(O):O ocW
—1x1 ¢ fx £ Ixl fa3r allen xeR.

Mew Lliw (-1x1) “\M |xl =0
X=>0

(4 L!;S'}Au-om*as‘rc-r\v\ (S,(—sﬂ"‘) ?M of
[im £(x) = o_.(lLa),
X =0

€2 fnr e La;v\kmcvl»\‘-a' ¢ Xg=0,
/g €ex) oy dven owavaud bev e: OC?—@)
Fgbon €0) lnke a¢ s*vav..’+ wawe ket

03 wiqot dwderell T 4.




