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Sammanfattning

Detta &r en kort sammanfattning av Christer Gladers foreldsningsanteckningar i Flerdi-
mensionell Analys, i studieprogrammet matematik vid Abo Akdemi. Géller f6r den kurs som
foreldstes upp till ar 2015-2016.

Gjord for anvdndning vid t.ex. tentldsning, eller for att referera tillbaka till. Hoppas man har
nytta av den.

Bevisen finns i foreldsningsanteckningarna ifall man vill fundera pa varfoér en specific sats
stammer. Samt for att det skall ga enkelt att hitta den sats som man letar efter sa utelamnas
bevisen.

Bilderna &r tagna ur Christer Gladers foreldsningsanteckningar[2] eller tillverkade av mig
med Mathematica.

Bocker som anvéints for information, [1I, [5], [6], [3], [4].
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Del 1

Euklidiska Vektorrummet R”

Sats 1. (Cauchy-Schwartz’ olikhet)
For alla vektorer z,y € R™ géller

z-gl <lzllgl (279l < |zllg])
Med likhet om och endast om z = Ay eller y =0

Sats 2. (Triangelolikheten)
For alla z,y € R" giller

|zl =17l < |2 + 9| < [Z[ + |9]

med likhet om och endast om Z och g dr parallella och lika riktade.

Vektorprodukter i R?

Definition. Vektorprodukten av |Z|,7 € R3, &r en vektor i R? betecknad Z x § och definierad
av

T Xy = (r2y3 — T3y, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2Y1)

En minnesregel for berdkning av Z x ¢ ges av utveklingen av nedanstaende formella determinant
efter den forsta kolonnen:

€1 T1 U1
e T2 Y2 r W I W0 o
TXY = |€2 T2 Y2| = €1— e+ €3 = (372y3—3?3y2,$3y1—$1y3,$1y2—$2y1)
3 Y3 r3 Y3 T2 Y2
€3 T3 Y3

Alternativt berdkningssitt (annan minnesregel):

€1 €9 €3
ITXy=|v1 x2 x3|=(zoys —xsy2)er + (x3y1 — z1y3)ea + (w1y2 — Tay1)es
Yy Y2 Y3

Exempel 1. Berikna vektorprodukten z x g for vektorerna z = (1,2, —2) och y = (-1, 2, 2).

Losning
_X_ielé_21722 - U
S A e T2 2] T2 2| T2 2|
e —2 2
=4 - (-4)e1 — (2—2)e2 + (2 (2))es
= (8,0,4)

Notera att (Z x g) - Z =0 och (Z x §) -y = 0, alltsd &r & x g vinkelrdt emot & och g




Egenskaper for vektorprodukten

1. Vektorn & x gy &r vinkelrdt mot bade z och g,
2. Om Z x y # 0 bildar Z,y och T X ¢ i denna ordning ett hégerhandssystem

3. Vidare giller |Z x g| = |z||y|sin 0, dér 0 betecknar vinkeln mellan Z och g. Detta betyder
att |z x g| ar arean av den parallellogram som har sidorna & och 7.

Topologiska begrepp i R”
De punkter @ € R™ som ligger pé ett avstdnd mindre &n ¢ frén a utgor en omgivning, (J-
omgivning). Os(a) till a:

Os(a) ={zeR":|z—al<d}, 6>0
Omgivningen heter olika i olika R™. R!, 6ppet intervall. R?, 6ppen cirkelskiva. R3, éppet klot.
En punkt a € R™ kan definieras att vara en inre punkt, yttre punkt eller randpunkt till en specifik
méngd M C R™. Definitionerna &r filjande:
Inre Punkt om 30 > 0: Os(a) C M s& dr a en inre punkt till méangden M

Yttre Punkt Om 30 > 0: Os(a) N M = () s& &r a en yttre punkt till méangden M. (D& ér a en
inre punkt till CM := R™\ M)

Randpunkt Om V5 > 0: M NOs(a) # 0 och CM N Os(a) # () sa ar @ en randpunkt till M.

Miéngden av alla inre punkter till M C R"™ betecknas M°:
M°:={z € R": Z &r en inre punkt till M} M°CM
Mingden av alla randpunkter till M C R™ betecknas OM:
OM = {z € R": Z &r en randpunkst till M}

Namngivning

e Mingden M := M U OM kallas holjet av M
e Miingden M #r sluten om OM C M, dvs. M = M
e Mingden M &r dppen om M C M°, dvs. M = M°
Exempel 2. Lat M C R2 definieras av:
M = {(z,y) € R*: 22 +4? <1} U{(1,0),(2,0)} enhetscirkel + tva punkter
D4 giller:

M = {(z,y) : «® +y* <1},
OM ={(z,y) : 2> +y* =1} U{(2,0)}
M=MUIM ={(z,y): 22 +9> <1} U{(2,0)}

M # MP° och M # M, sa M ir varken sluten eller 6ppen.




Exempel 3. En mingd M C R” &r 6ppen om och endast om CM &r en sluten mingd.
Bevis: (Notera att OM = 9CM). Det giller att

M ir 6ppen <= M C M° <= OM C CM
«— M Cc CMm
<= CM #r slutenp

En mingd M C R" ér begriinsad om det existerar en d-omgivning Os(0) av 0 sddan att M C
05(0).

Om en mingd M C R" ar begrénsad och sluten kallas den kompakt.

Avbildningar fran R” till R™

Exempel 4. f:R™R ges av f(z) = 2%, Dy = [—1, 2] Grafen:

Exempel 5. (funktionsytor) f:R?* R ges av f(z,y) = e Y, Dy = {(z,y): x+y > 0}. Kan

framstéllas i ett 3-dimensionellt koordinatsystem med z = f(x,y) = e *~¥. Observera att pa

linjerna x 4+ y = k giller z = e™*:

(Praktisk tolkning: Bestam kurvan z = f(0,y) = e”¥ i yz-planet och translatera (férskjut) denna)

Ifall en funktionsyta &r av formen:

z= f(z,y) = g(vV 22 + y?)

s& dr den rotationssymmetrisk kring z-axeln. D& kan man i yz-planet for y > 0 rita ut kurvan
z = f(0,y) och rotera denna kring z-axeln for att skapa ytan z = f(z,y)



Exempel 6. Rita en bild av ytan z = 22 + 2. Vi har z = f(z,y) = 22 + ¢y = (/22 + y2)%(=
21 .2
gV z* +y?)

=

*—M’;ﬂ/‘( + >l \
2=Rog) =k 92 xi 2zfug), prelilid

Ofta ar det svart att skissera en yta z = f(z,y), da kan ett symboliskt programpaket anvindas.

Exempel 7. Rita ytan z = F(z,y) = sin(z + cos(y)), dd —2 < & < 2 och =3 <y < 3,1
matematika (a).

Ett annat sitt att visualisera avbildningar f : R2>R #r med nivakurvor. Vi loser ekvationen:

flz,y)=C

for lampligt valda virden pa C' och ritar motsvarande kurvor i ett zy-plan. I exemplet med
f(z,y) = 2% + y? blir nivakurvorna cirklar 22 + 3> = C med radie v/C. Ju titare nivikurvorna
ligger, desto brantare #r funktionsgrafen. (jamfor topografiska kartor), i Matematika (b) samt
nivakurvor for f(z,y) = sin(z + cosy) (¢)

Wis £[x_, y_] := Sin[x+Cos[y]]

inia}= Plot3D[£[x, v1, {x, -2, 2}, {y, -3, 3}]

is}= ContourPlot[Sin[x+Cos[y]], {x, -2, 2}, {y, -3, 3}]

ouj4]=

(a) f(x,y) = sin(x+cosy) upp- o ' (c) Nivakurvor for f(z,y) =
ritad (b) Nivakurvor sin(z + cosy)

Bilder som hor till Ex7

Avbildningar f: R™R? kan visualiseras som parameterkurvor i planet,

T =7(t) = (x(t),y(t))

{x = z(t)
y = y(t)

Exempel 8-11 handlar vildigt langt om vektorfilt och hur man anvinder mathematika, det gar
att ldsa ifran kompendiet om man &ir intresserad.

eller



Exempel 12. Overgang fran polira koordinater till kartesiska koordinater F(r,0) = (z,y) =
(rcos@,rsinf)

o}~ ParametricPlot[({r Cos[t], rSin[t]}, {r, 0, 5}, {t, 0, 2Pi}]

P T

En avbildning F : R?>*R3 kan tolkas som en avbildning av ett omrade i planet pa en yta i
rummet:

F(r) = F(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)).

Exempel 13. Sfiren 23 + y3 + 23 = 25 kan framstillas med sfiriska koordinater som:

X = 5 v cosy,
l@:‘;S\MGB‘\"‘Q)
9_:5.603&.

Chinsh levorbiuly (n4,y)

Sammansittning av Funktioner

Vi borjar med att definiera vad som menas med sammansatta funktioner etc.

Anta att f : RPPR™ och g : R*™RP. Om Vy N Dy # () kan vi definiera den sammansatta
funktionen fog: R"R™

(feg)(x) = flg(x))

med definitions- och virdeméngd givna av
Doy ={2 €R": T € Dy och g(z) € Ds}
Vieg ={f(¥) : y€ DyNVy}

Exempel 14. Givet

f:ROR2) f(u) = (u,u+1)
g:R?"R, g(x,y) = sin(xy?)

D3 dr fog: R2"R? given av
(fog)(z,y) = flg(z,y)) = f(sin(zy?)) = (sin®(xy?), sin(zy?) + 1)
och go f: R™R given av

(g0 f)(w) = g(f(u) = g(u?,u+1) = sin(u?(u + 1)*)




Gransvarden och Kontinuitet

Antag att f: R"™R™. Lat a = (a1,...,a,) € R

Definition 1. (Gransvirde da z = (z1,...,2,) — @)

Funktion f : R® R™ har grinsvirdet A € R™ da # +— @ om det for varje ¢ > 0 finns ett tal
6 > 0 sadant att

(O<|z—a|<dochzeDy) = |f(z)—Al<e
Alternativt:
Ve>030>0:0<|z—a|<dochzZeDy=|f(z)—Al<e
Beteckning: limz 5 f(z) = A eller f(z) - Adaz —a

Geometrisk tolkning. Fér f: R2°R :

AT\
Cirkelskivan |z — a@| < 0 avbildas pa ett ytavsnitt som “-€7°"
ligger innanfér cylindern med héjden 2¢

OBS! (limz— f(Z) = Aoch a € Dy) # f(a) = A
Definition 2. (Kontinuitet). Funktionen f : R™™“R™ &r kontinuerlig i punkten a € Dy om
lim f(z) = A= f(a)

Funktionen f &r kontinuerlig om den &r kontinuerlig i varje punkt a € Dy

Undersdkningen om ett gransvirde existerar fér f : R R" kan géras med hjilp av komponent-
funktionerna:

Sats 3. Antag att f: R"™R™, f(z) = (f1(Z),..., fm(Z)) dir fr : R"™R. D4 géller:
lim f(z) = A= (Ay,...,A,) < lim f,(Z) = A, k=1,....,m

T—a T<a

Exempel 15. Funktionen f : R™R? definieras for ¢t # 0 genom f(t) = <Sh§t, ln(1;2t2),1_7et>.

Kan vi definiera vérdet for f i ¢ =0 sd att f blir kontinuerlig i punkten?

Losning: Bor utreda om limy_,o f(t) existerar. Sats ger att detta kan utféras komponentvis,

1irnt~>0 Sltit = 1’
limy o 220 — i, o2 RUE2E) 9 —p  WOED gy 0
limy o 15€ = limy(—1) - €52 = (1) - 1= —1

Svar: Ja, definiera f(0) = (1,2, —1). Da géller det att lim; o f(¢) = f(0)




Anmairkning. Om grénsvirdet existerar dr det entydigt bestdmt.

Exempel 16. Lat f : R2°R ges av f(z,y) = %,Df = {(z,y) € R?2 : 22 + 9% > 0} =
R2\{(0,0)}. Existerar  lim ?
0.0} (z,y)—(0,0)

Losning: Notera att f(0,y) = 0,y # 0. S& om det finns ett gransvirde s méaste det vara 0, ty f
antar virdet 0 i varje 6-omgivning av (0,0)

Tage >0

2$2y2
9 - 0 =
) -0l = | 5

=a” +y* =|(z,y) - (0,0)] < e

22 2t =22+

X

Kvadraten kommer dit eftersom vi handskas med avstand ifran origo, och i cirkeln anges avstandet

som 2. |(z,y)| = /22 + y?
om |(z,y) — (0,0)] < v =: 0 och (z,y) # (0,0)

Alltsd:  lim z,y) =0
(ff,y)—>(0,0)f( 2

Antag att ( 1)1n% )f(a:,y) = A. Om det i varje d-omgivning av (a,b) finns punkter pa kurvan
z,y)—(0,0

C' som tillhor Dy géller det att:

Jim f(x(t). y(t)) = 4

_ e
Med andra ord: Om vi far olika grénsvirden f{or \ <'<—)\/K>/JZ

f(z(t),y(t)) pa tva kurvor da (x(t),y(t)) — (a,b) si kan >x
inte lim f(Z) existera. c:§x<m
Z—(a,b) Yle) e e
\1 9 (Y(U,bym: (ﬁvw
+ =R

Exempel 17. Existerar gransvardet da (x,y) — (0,0) for

Y

f(xay): $2+y2’

(z,y) # (0,0)?

Losning: Betrakta linjerna y = x och y = 0 som bade gar igenom (0, 0).

=1
1°) y = 2 har parametriseringen { . teR
y =
(t) = f(t,t) r 1—>1 dat—0
pr— = —— = — —_— a
g VT ere T2 2
o r=t
2°) y = 0 har parametriseringen { 0 teR

h(t)= f(t,0)=0—0 dat—0

10



.. Gransvirdet saknas

Exempel 18. Betrakta funktionen
2ty
f(xay):m7 (x7y)7é(070)
Om vi ndrmar oss origo pa linjerna y = kx, k € R har vi
22 k22? B k2a?
($4+k2$2)2 - ($2+k‘2)

fz, kx) = 5 —0 daz—0
Restriktionen av f till varje rat linje genom origo har gransviardet 0. Men dnda saknas gransvirdet
for f(z,y) da (z,y) — (0,0), ty om vi nirmar oss origo pa parabeln y = x? erhalls

z® 1

1
2\ _ Q
f($;x)—7(x4+x4)2—1—)1 ddx—0

Om vi undersoker griinsviirden och for f : R2 R da (z,y) — (0,0) och misstiinker att grinsviirdet
existerar kan det ménga ganger vara fordelaktigt att Gverga till poldra koordinater:

T =rcosf
o, r>0,0<0<2n
y =rsinf

Vi har da: (z,y) — (0,0) <= r — 0.

Hitta en kandidat till gransvéirdet och 6verga till poldara koordinater.

z3

Exempel 19. Undersdk om  lim +Y existerar.
(@)~ (0,0) Y+

Losning: Pa linjen y = 0 erhalls f(x,0) = 0 — 0, kandidat till grinsvirde dr 0. Overgar till
poldra koordinater:
3y r3cos® 6 - rsinf 9 3
xT,y) = = =r“cos’f -sinf
J(@y) 224+ y%  r2(cos? 6 + sin?0)
|f(z,y) — 0] = |[r? cos® Osinf — 0| = r?| cos® O sin b

<r?.1=7r2—0, dar—0

Da géller f(x,y) — 0 da (z,y) — (0,0)

Om man undersoker griansovergang (z,y) — (a,b) kan vi anvinda mdifierade polarkoordinater:

T =a+rcosb
r>0, 0<0< 2

y=>b+rsinf ’

Da géller (z,y) — (a,b) <= 1r — 0

11



Exempel 20. Undersok f(z,y) = ——2=2L_ da (z,y) — (2,0)

V2 —dx+4+y?

Losning: Lings linjen y =0: f(z,0) =0 — 0, dd z — 2. Kandidat till gransvéirde &r 0.

xy — 2y _ (=-2)y
Vo2 —dx+4+y2 /(z—2)2 + 32

f(xay) -

Overga till modifierade polira koordinater

x=2+rcosb x—2=rcosf
. = o, r>0,0<0<2r
y =rsinf y =rsinf

Flay) = rcosf - rsinf o cos O sin 0

V72 cos2 6 + r2sin2 6
|f(z,y) — 0| =7r|cosfsinf| <r-1—0,dar—0

Alltsa géller: f(z,y) — 0 da (z,y) — (2,0)

Definition 3. Funktionen f : R™ R har gransvirdet A da |Z| — oo, om det for varje ¢ > 0
finns ett w > 0 sa att

(|z| >woch € Dy) = |f(z) — Al <e

Exempel 21. Det giller att % —, da |(z,y)| — oo, ty dvergang till polira koordianter
ger:
2 2
rry < 2] + Iyl §r+r: L <2 50dar— oo
1+ 22 4 y? 1+a224y2 = 1472 1472 " r

Definition 4. Funktionen f : R™R har det oegentliga grinsvirdet co(—o0) dd T — a om det
for varje k € R finns ett § > 0 s& att .

(0<|z—al<dochzeDy) = f(Z) > K (< K)

Funktionen f har det oegentliga gransvirdet oo(—o0) d& |Z| — oo, om det for varje k € R finns
ett w > 0 s& att

(|z| >w och 2 € Dy) = f(z) > K (< K)

12



Rikneregler for Griansvirden

Antag att f : R™R™ och g : R"R™. Da definieras funktionerna summa, skillnad, skaldrprodukt
och vektorprodukt som foljer.

Definition 5. Antag att f: R R™ och g : R"R™.

(f £9)(x) := f(Z) £ 9(2), Dyig=DyN Dy
(f-9)(@) := f(Z) - 9(2), Dy.g =Dy Dy,
(f x 9)(x) := f(Z) x 9(2), Dyxg=DyN Dy

For f: R™R™ och g : R"R™ definieras funktionerna produkt och kvot.

Definition 6. Antag att f : R R" och g : R R™.

(f9)@) = F(@)g(a). Dyy = Dy Dy,
(5) @ = (55 5@ Dy = Dy N Dy {& 2 f(&) #0)

Sats 4-5. Antag att f,g: R"™R™ att @ € Dy N Dy och att f(z) - A,9(Z) - B daz — a Da
géller:

1. (ftg)(z) = A+B,daz—a
2. (f-9)(x) — A-B,daz—a
3. (fxg)@) — AxB,diz—a
4. (fg)(z) — AB

Kontinuerliga Funktioner

Enligt Definition 2 &r f : R"R™ kontinuerlig i @ € Dy om lim f(z) = f(a), annars ar f

T—a
dikontinuerlig i punkten a

Exempel 22. Funktionerna f(z) = ¢ (=konstant), g(Z) = Z och h(Z) = |Z| &r kontinuerliga.

Bevis. Tag godtycklig € > 0.

a) |f(z)—f(a)|=lc—¢=0<eg,om0<|z—al<1l=:0

- f(@) — f(a) for varje a. f ar kontinuerlig.
r—a

13



b) |g(z) —g(a)|=|z—a|<e,om0< |z —a|<e=:§

. g(x) — f(a) for varje a. g &r kontinuerlig.
Tr—r

Ql

c) |h(z)—h(a)|=||z| —a|| <|z—a|<e,om0<|zT—a|l<e=:0

- h(Z) — h(a) for varje a. h ar kontinuerlig.

Sats 6. Antag att f: R"R™, f(z) = (f1(Z),..., fm(Z), och att a € Dy.

D& &r f kontinuerlig i @ om och endast om alla komponentfunktioner fi,..., f,,, dr kontinuerliga
ia

Exempel 23. Lat z = (z1,...,2,) och f : R™R koordinatfunktionen f(z) = xp, k =
1,...,n. Funktionen g : R"R", ¢(z) = Z &r kontinuerlig enligt Exempel 22.

Da ¢g(z) = (x1,22,...,2y) ger Sats 6 att f(Z) = zj dr kontinuerlig fér £k = 1...,n, sd koordi-
natfunktionerna &r kontinuerliga.

Exempel 24. Réatvinklig projektion av rummet pa xy-planet, (z,y,z)™(x,y), ar kontinuerlig,
enligt Sats 6, eftersom (x,y,2)x och (x,y, 2)"y &r kontinuerliga enligt Exempel 23

Sats 7. Antag att f,g: R"™R™ och h: R"™ R &r kontinuerliga i punkten a € R™. D& &r &ven

. fEg

- fg

. hf

. fxg (omm=3)

N

Kontinuerliga i a. Om h(a) # 0 ar % och (%) f kontinuerliga i a

Exempel 25. Alla polynom &r kontinuerliga.
Exempelvis: P(x,y) = zy + 2> +5

q(z,y) == kont.

Sats 7 2 . .
r(z,y) =y kont. = p=qr+q¢°+s Kontinuerlig.
s(z,y) =5 kont.

b(z)

Exempel 26. Alla rationella funktioner o dr kontinuerliga, (i sina definitionsméngder)

Sammansattning av kontinuerliga funktioner ger en kontinuerlig funktion.
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Sats 8. Antag att f: RP™R™ g : R"RP och att a € Dy samt g(a) € Dy. Om g ar kontinuerlig
iaoch fipunkten g(a) s ar (f o g) : R R™ kontinuerlig i a.

Exempel 27. f(z,y) = cos(zy) ar en kontinuerlig funktion, ty da h(x,y) = zy och g(z) = cosz
ar kontinuerliga, sa ar

(g oh)(z,y) = g(h(x,y)) = cos(zy)

kontinuerlig

Virdeméangden till en Kontinuerlig Funktion

Definition 7. En mingd A C R™ &r begrénsad om IM > 0 : A C Op(0), dvs. om |z| <
M, ¥z € A. Lat f: R"R™. Da dr f begrdnsad om viardeméngden {f(Z) : € B} ar begrinsad.
En mangd A C R™ ar kompakt om den &r sluten och begrinsad.

Exempel 28. Funktionen f(z,y) = sin(zy) ir begrinsad (M = 1), medan g(z,y) = 2% + y? &r
obegrinsad. P4 mingden B = {(x,y) : 2% + y* < 1} dr g dock begriinsad (M = 1)

Sats 9. Antag att f: R"R™ dr kontinuerlig pd en kompakt méngd B € D,
D& &r f begriansad pa B.

Anmirkning. 1. Satsen giller inte om B inte &r sluten.
B={(r,y):0<z <1, 0<y<1}\{(1,0)} &r en begrénsad men inte sluten méingd.
flz,y) = m kontinuerlig men inte begriansad p& B.

2. Identiska avbildningen f(x,y) = (z,y) ir kontinuerlig men inte begrinsad pa B = R2, som
ar en sluten men obegrinsad méngd.
(B =R? sluten, ty 0B =0 si B= BUJB = B)

Definition 8. Lat f : R" R och B C Dy. Med f(B) avses talméngden {f(z) : £ € B}. Om
f(B) &r uppéat begrinsad existerar supremum av f(B) och vi definierar:

sup f(z) := sup f(B) = det minsta tal som &r storre dn eller lika med varje tal i f(B)
TeEB

Om f(B) dr nedat begransad existerar infimum av f(B) och vi definierar:

injfB f(z) :=inf f(B) = det storsta tal som &r mindre &n eller lika med varje tal i f(B)
ze

Om supzcp f(Z) = f(a) for ndgon punkt a € B,
Kallas f(a) for f:s storsta virde pa B.

Om infzep f(Z) = f(b) for nagon punkt b € B,
Kallas f(b) for f:s minsta virde pa B.

15



Anmirkning. Om B = Dy brukar man hénvisa till f : s supremum, infimum, storsta virde
och minsta virde.

Sats 10. Lat f : R™R vara kontinuerlig pa B C Dy och antag att B &r en kompakt méngd. Da
géller:

1. Jda € B: f(a) = supgep f(7),
2. 3b € B : f(b) = infzep f(2)

Definition 9. Mingden B C R™ dr sammanhingande om det for varje par av vektorer p,q € B
finns en kontinuerlig kurva i B mellan p och ¢q, dvs.
En kontinuerlig funktion f : [a,b]"R™. S& att f(a) = p och f(b) = q.

IYSEXS

Sats 11. Antag att f : R®™ R &r kontinuerlig pa den kompakta och sammanhéngande méngden
B.Daar f(B) ={f(z):x € B} ett slutet begrinsat intervall.

Likformig Kontinuitet

Definition 10. Funktionen f : R"™R™ é&r likformigt kontinuerlig p4 B C Dy om

Ve>03>0:(Jz—y|<dochz,ge€B)=|f(z— f(y))| <e

Exempel 29. Detta exempel finns i foreldsningsanteckningarna Sid. 43.

Sats 12. Antag att f : R"R™ &r kontinuerlig pa den kompakta méngden B C Dy. Da &r f
likformigt kontinuerlig pa B.

Analys av Rymdkurvor

En avbildning f : R™R™,m > 2, definierar en rymdkurva. (En plan kurva dd m > 2, en kurva
i rummet da m = 3). Funktionen f har m reellvirda komponentfunktioner fi : R™R, f(¢) =
(fi(t),..., fm(t)). Sats 3 ger att om tlin? f(t) existerar, s& kan det berdknas komponentvis:

—to

lim f(t) = <lim A1), ..., lim fm(t)>

t—to t—to t—to

16



Definition 11. Lat f : R™R™ vara definierad i en omgivning av punkten ¢y € Dy.
Att f &r deriverbar i ¢y betyder att grinsvirdet

lim
t—to t — to

(f(t) = f(to))

existerar. Gransvirdet kallas derivatan av f i tg.
Beteckning: f'(tg). Hoger- och vénsterderivatan f' (o) resp. f’ (to) definieras analogt (t —
td, t—=ty)

Anmirkning. 1. Vid existens av derivata ger Sats 3

lim f(t) = flto) _ <th]%1 f1(t) — fi(to) lim Jm(t) — fm(tO))

t=to  t—tg t—tg T 54 t—tg

Alltsé: f'(to) = (f1(to),-.., f},(to)) och f &r deriverbar i tg <= f1,..., fm &r deriverbara
itgp. Om f(t) ar deriverbar i olika punkter ¢, ger derivatans virden i dessa punkter en ny
funktion

/_df, ~ ¢l

Vilken i sin tur kan ha en derivata f”(t) osv.

2. Funktionen F'(t) = (Fi(t),..., Fy(t)) kallas en primitiv funktion till f(t) = (f1(¢),. .., fm (1)),
om F'(t) = f(t). Vilket &r ekvivalent med att Fy(t) = fi(t),..., F.,(t) = fm(t). Mangden
av primitiva kan betecknas [ f(¢) dt och beriiknas komponentvis:

/f(t) dt (/fl(t) dt,...,/fm(t) dt)

Definition 12. Antag att f(t) = (f1(¢),..., fm(t)) och att fr : R™R &r integrerbar pa intervallet
[a,b]. Da definieras integralen av f(t) 6ver [a,b] genom

/abf(t)dt—</abf1(t)dt,...,... abfm(t)dt>

Dérmed &r integration av f : R™R™ aterford pa integration av komponentfunktioner fi : R™R.

Exempel 30. Integralen av f(t) = (e, 13, cost) 6ver intervallet [0, 1] ges av

1 1 1 1
_ t 3
/Of(t) dt—</0 e dt,/o t dt,/o COStdt)
o [T
[6 ]07 4 Ov[SIHt]O
= (e— 1,i,sin1)
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Exempel 31. (Kedjeregeln). Antag att g : R™R &r deriverbar i ¢y och att f : R™R™ &dr deriverbar
i g(tp). D& har den sammansatta funktionen f o g : R™R™ derivatan f'(to)f'(g(to)), ty

(fog)(te) = ((fiog)(to),. .-, (fm o g)'(to))
= (g'(to) f1 (9(150))»---79(to)f&(g(to)))
—9 (to) (f g(to f(g(to)))

Sats 13. Antag att f, g : R™R™ och h : R™R ar deriverbara i punkten tg. (tg € DoﬁDO och ty €
Dy). Da ar funktionerna f £ g, f - g,hf och f x g,(m = 3) deriverbara i to, och

L (f £9)'(to) = f'(to) £ ¢'(to),

2. (hf) (to) = h'(to) f(to) + h(to) f'(to),

3. (f-9)(to) = ['(to) - g(to) + f(to) - ¢ (o),

4. (f x g)'(to) = f'(to) x g(to) + f(to) x ¢'(to),m =3

Tangenter till Rymdkurvor

Lat f : R™R™ definiera en rymdkurva. Om det finns en punkt P p& kurvan sddan att det
existerar en omgivning Os(P) som saknar andra punkter pa kurvan, si dr P en isolerad punkt
fér kurvan.

Exempelvis urartar f(t) = (1,0) till en enda punkt i R? (f konstant). For isolerade punkter
definierar vi inte begreppet tanget.

Lat Py vara en icke isolerad punkt pa kurvan r = f(t), f : R™R™. Antag att Py = f(to) och att
f'(t) existerar och f'(ty) # 0

Definition 13. [ ar en tangent till kurvan r = f(¢) i punkten Py om ¢ — 0, d& t — tg

Sats 14. Om funktionen f : R™R™ &r deriverbar i punkten ¢ty med f/(tg) # 0, s& har kurvan
r = f(t) i punkten Py = f(t9) en tangen med samma riktning som vektorn f'(to)
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T = cost

Exempel 32. Skruvlinjen =sint  har riktningsvektor f/(tg) = (—sintg, costg, 1) och tan-
z=1t
x = costo + u(—sintp)
genten har parameterframstillningen: < y = sintg + ucosty . Tangentens skirningspunkt
z=th+u
med zy-planet fas for v = —tg top =2

Definition 14. Punkten Py = f(to) &r en singulir punkt p& kurvan r = f(t) om f'(t9) = 0.

Exempel 33. Betrakta den plana kurvan r = (z(t),y(t))

— ———

Y
)(,:Cost +1 st 02
{LX = Lint —t Caet, " /___’{M
T0310,15.20.25.3035
w'@) = teest -
(&'H'\ B 3 gt ‘”[

t =0 ger (1,0) som singuldr punkt, en spekts. Kurvan har z-axeln som tangent i (1,0)

Baglingden av en Rymdkurva

Betrakta kurvan r = f(t) pa ett parameterintervall ¢ # [a,b]. Vi inskriver ett polygondrag
PyP; ... P, sammansatt av strackorna PyPy, PP, ..., P,_1P,, dir Py = f(tg) = f(0),P, =
ft1),...,Po=f(tn) = f(b)och tg <t1 < ... <1,

) oo B
Pa=b by B b P, =Flt)
<
\"=Ri)
=p ¥ coo B Rtaa)
AU

A

Definition 15. Baglingden av kurvan mellan A och B ar s = sup > ;_; |f(tx) — f(tk—1)|, dér
to <t1 < ...<ty, och supremum tas for alla inskrivna polygondrag mellan A och B.

Sats 15. Kurvbéagen r = f(t),a <t < b, har baglangden:

b
5= / )] e

forutsatt att derivatan &r kontinuerlig pa [a, b]

For en kurva r(t) = (z(t), y(t), 2(t)) erhélls formeln:

b
S = / V' ()2 + 9/ (1)2 + 2/(t)2 dt
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for en plan kurva r(t) = (z(t),y(t)) giller formeln:
b
S= / VIO + ¢ ) dt

=1t
och speciellt for y = f(x) pa [a, b] med parametriseringen {x ) galler formeln:

S= /b I+ P2 dt

Differentialkalkyl for Avbildningar f : R"R. Partiella Derivator

Vid undersékning av en funktion f(z1,...,z,) av n variabler kan man undersoka hur varje vari-
abel paverkar funktionen da de 6vriga hélls som fria konstanter. Vi betraktar n olika funktioner
av en variabel:

x?f(al, ey A1, X5, Q41 - - - >an)

Derivatan ar det viktigaste hjilpmedlet for att studera det lokala beteendet hos en funktion av
en variabel.

Definition 16. Lat a = (a1, ...,a,) vara en inre punkt i definitionsméngden Dy till f : R"™R.
Om gransvirdet

lim flar,...,aj—1,a;+h,ajq1,...,an) — fla—1,...,a,)
h—0 h

existerar, sd sager vi att f dr partiellt deriverbar med avseende pa variabeln x; i punkten a.
Grénsvirdet kallas den partiella derivatan med avseende pa z; av f i punkten a.
Beteckningar: g%(a), ' (@), fi(a)

Zj J

Om alla partiella derivator f;], (@), 7 =1,...,n existerar sigs f vara partiellt deriverbar i punkten
a. Vi séger att f r partiellt deriverbar om den &r partiellt deriverbar i varje punkt i Dy

Om z = f(z,y) ar partiellt deriverbar i (a,b):

, Of, . fla+hb)— f(ab)
= gy (00 = fimy n

/ of . fla,b+h)— f(a,b
L
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Den geometriska tolkningen:

X

%(a, b) kan tolkas som riktningskoefficienten for tangenten [ som gar igenom P = f(a,b) och
ligger i planet y = b, dvs. riktningskoefficienten till tangenten for z = f(x,b) i punkten z = a

Exempel 34. For polynomet f(x,vy,2) = 2%y — 2y + 2%z har vi

fo(@,y,2) = 2xy + 2°
fé(xaya Z) = ‘TQ -z

fr och f; kallas partiella derivator av férsta ordningen. Om de i sin tur kan deriveras partiellt
erhalls partiella derivator av andra ordningen, dessa betecknas:

o (af\ O ., 8 (af\_ P .,
m(m)‘a;ﬂ‘f“’ a;,(am)—ayax—fw
a<af>_ ’f 0 <af> Pf .

or \dy)  ozoy v oy\ay) oy W

Observera ordningsfsljden i de blandade fallen. Partiella derivator av hogre ordning definieras
analogt.

Exempel 35. For f(z,y, z) i Exempel 34 erhélls f, = 22y + 22, f, = 2% — 2, f, = —y + 2zz.
Da ar:
fggx =2y, f;/y =2z, fg/c/z =2z
[ =2, g =0, g = 1
Fl— 2, = <1, fl =22

zr —

" 1/ " __ 1/ " 1/
Observera att vy = Jyz> Joz = Jzzo Jyz = J2y

Definition 17. Funktionen f : R™™R &r r ganger deriverbar i a, om f,gsi i (@) existerar for
1R2...Rs

varje s < r och varje kombination kiks ... ks ur {x1,...,2,}.

f ar r ganger kontinuerligt deriverbar i @ om f,if;w ks (Z) existerar i en omgivning av a for alla

s < r och alla dessa derivator &r kontinuerliga i a.

Definition 18. En partiell differentialekvation (PDE) (i tv& variabler) av 1:a ordningen &r av
formen

0z 0z
F — W — | =
<$7y7’z7 61" ay> 07

21



och av 2:a ordningen:

0z 0z 0%z 0%z 0%z 0°%z
F x? y7 Z? ) Y 9 Y ) :O
Ox’ Oy’ 0x2’ 0x0y’ Oydx’ Oy?

Exempel 36. Lat g : R™R vara en deriverbar funktion. Om vi definierar f : R2*R genom
z = flz,y) = g(xy)
Sa ar f en 16sning till den partiella diff.ekvationen

/ r
T2y —Y- 2z =0

o —Of — d ) — yd
%= o %xg( Y) ygl( ger att
zy = gy = ag9(xy) = x4 (zy

Tz —y- 2, = xyg (zy) — yxg'(zy) =0

Sats 16. Antag att f: R" R &r 2 ganger kontinuerligt deriverbar i punkten a € Dy. (Partiella
derivatorna av ordning 1 och 2 kontinuerliga i en omgivning av a). D4 géller

fik = frp, s ke{l,...,n}

Anmirkning. En motsvarande Sats for partiella derivator av hégre ordning géller, férutsatt
att de partiella derivatorna &r tillrdickligt manga ganger kontinuerligt deriverbara i a.

Exempel 37. Definiera

22 — 2

f($ay) = xym» (J:ay) 75 (070) och f(0,0) =0.

D& ar f konti. i (0,0) (poldra koordinater)-

i e
. x,n)—Jx, _ _
Fy(.0) = lim JERI0
gy(0,0) — lim f;:(07h);f;c(070) — lim ==0 — 4
. f./ (hvo)_f_/ (0’0) . h—0 __
y2(0,0) = lim 2= = lim 252 =1

fay # fyz 1(0,0).

Da (x,y) 7& (070) ges 9/c/y av

(22 — y?)(z* + 102292 + y*)
(22 + y2)3

foy(zy) =

Som inte dr kontinuerlig i (0,0).
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Exempel 38. Lat

0, ddz=0ellery=0
ﬂ%@Z{

0, annars
D& ar f diskontinuerlig i (0,0), men

1(0,0) = lim b — 0LBO-SO0) _ 35y —
T h
h—0

— 11 f(O,h)ff(0,0) — —
[3(0,0) = limh — 0+==7-2= = flllgao =0

S& partiella derivatorna existerar i (0,0)

Differentierbarhet

For funktioner f : ROR giller att deriverbarhet i en punkt medfér kontinuitet. Exempel 38
demonstrerar att partiell deriverbarhet inte medfoér kontinuitet. Vi skall inféra ett nytt begrepp,
differentierbarhet, som medfor kontinuitet.

Definition 19. Antag att f "™ R &r definierad i en omgivning av punkten a. Om det finns
konstanter Ay,..., A, och en funktion p(h),h = (hi,..., h,), sidana att

f@+h) = £(a) = Auha + ..+ Al + [Rlp(h) och Jim p(h) =0 (1)

Om f &r differentierbar i varje punkt @ € Dy siger vi att f &r differentierbar.

Sats 17. Om f : R*™R &r differentierbar i en punkt a, si &r f kontinuerlig i a

Sats 18. Om f : R*™R &r differentierbar i en punkt a, s adr f partiellt deriverbar i a med

f;j(C_L) :Aj, i=1....n
dér Aq,..., A, &r talen i (1).

Svart att bevisa att en funktion &r deifferentierbar i en punkt a endast med hjilp av Definition
19, dock dr det enkelt att soka partiella derivator och man definierar féljande sats

Sats 19. Antag att f : R"™ R &r kontinuerligt deriverbar i punkten a € Dy. ( fg’gj existerar i
omgivning av a och kontinuerlig i a). D& &r f differentierbar i a.

Exempel 39. Funktionen f(z,y,2) = xy?z + sin(zyz?) dr differentierbar (i R?), ty de partiella
derivatorna

fh =12z + y2° cos(zyz?)
f; = 2zyz + 222 cos(zyz?)
fh = zy? + 2zyz cos(vyz?)

4r kontinuerliga (i R?)
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Anmirkning. For att visa att f : R"R dr kontinuerlig i en punkt a € Dy récker det att
kontrollera att f:s alla partiella derivator av forsta ordningen &r kontinuerliga i a. D& ger Sats
19 att f dr differentierbar i a och vidare Sats 17 att f &r kontinuerlig i punkten a.

Differential, Tangentplan och Felanalys

Antag att f : R"™R &r kontinuerligt deriverbar i punkten a € Dy. D& ger teorin i féregiende
avsnitt att vi kan uttrycka differensen Af = f(a+ h) — f(a) mellan tva funktionsvirden:

Af=f@a+h)— f@) = fi(@hi+...+ f (@hn+h|p(h), p(h — 0), da h — 0
=:df

Definition 20. Differentialen av f i punkten a betecknas df och ges av

n

df = fo (@hi+ ...+ £, @ho =Y f1.(a) - by

j=1

Differentialen kan uppfattas som en linjir funktion av h = (hy,..., hy,)
B n
Ry (@hy
j=1

Den ger en linjér approximation av Af i en omgivning av a.

Ofta betecknas variabeldifferensen h; med dz; och man kan skriva kort (utan att ange a):

_of of
df = amldx1+...+axndxn

Vi kan gora en geometrisk tolkning av differentialen df for f : R* R given av z = f(z,y), séitter

via+h; =xochb+hy =y, a=(a,b), h = (hi,h2)

Af = f(z.y) = fa,b) = fr(a)(z — a) + fy(@)(y — b) + |h|p(h)

Dé kan f(z,y) approximeras i en omgivning av punkten (a,b) med

g(z.y) = f(a,0) + fr(a)(z — a) + fy(@)(y — )

Ytan z = g(x,y) #r et plan i R3 som kallas tangentplanet till y = f(x,%) i punkten (a,b, f(a,b))
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Exempel 40. Bestimmer tangentplanet i (1,0) for f(z,y) = In(z? + y?)

fli 2x ;L 2y
Tt y? VT 2212
f:(1,0) =2 fy(1,0)=0
z=f(1,00+2-(x—1)+0-(y—0)

CL2=2x—2

Exempel 41. Finns ett exempel i kompendiet [2] sidan 68 som gir igenom hur man skall
approximativt bestdmma en 16sning.

Derivering av Sammansatta Funktioner

Sats 20. (Kedjeregeln (16nar sig att ldgga pa minnet)). Antag g : R™R"™, g(t) = (g1(t), ..., gn(t))
ar deriverbara i punkten ¢ty € R. Lat f : R"R, f(z) = f(z1,...,2,), och anta att f &r
kontinuerligt deriverbar i punkten g(¢p). D& 4r den sammansatta funktionen f(g(¢)) deriverbar
i punkten ¢y och

%f(g(t)) = fri(9(to)) - g1 (to) + .- + £z, (9(t0)) - g (to) (2)

Om vi sétter z(t) = f(g(t)) kan vi kortfattat skriva

dz_@f dg of dgn

il el T I T (3)

Exempel 42. Lat f(z,y) = 2%y — y3 och g(t) = (2t — 5t,t* + 3t — 7). Berikna %f(g(t)) i
punkten tg = —2.

Losning:

gto) = (2(=2)° = 5(=2),(=2)* +3-2-17) = (-6,3)

g (t) = (62 —5,4t3 + 3)

g'(to) = (19,-29) = (g1(t0), 92(t0))

folz,y) = 2332/, fa(9(t0)) = f2(—6,3) = —36
fylay) = 2® =3y, f,(g(to)) = f,(—6,3) =9

Da ger formel ( :ﬂdﬂl Sats 20 att

SI6O)]_, = F2(o(t0) - Filto) + Jy(o(t0) - (1)

t=t
= (—36)- 1949 - (—29)
= —945

25



Exempel 43. Antag att funktionen f(x,y) har kontinuerliga partiella derivator i omradet = >
0,y > 0 och satisfierar den partiella differentialekvationen

L9 5f

3x 8y
Visa att f &r konstant pa hyperbelgrenarna xy = ¢(> 0) i forsta kvadranten.

Losning: Vi underséker f pa kurvor av formen y = £, o > 0, ¢ konstant. Bildar

2() = o, 9 S @)+ fyfa, Sy ()
= i@, 2) 1+ e, 2) - (=)
= (efsw 5 - Sy, 9)

Da ger z fy (v, y) — yfy(z,y) =0 for >0, y > 0, far vi att 2'(z) =0 da z > 0.

Detta betyder att z(z) = f(z, £) ar konstant da z > 0

Naturligtvis kan vi gd och generalisera kedjeregeln, Sats 20, till en sammansatt funktion av
formen

a xl tl,...,tq),...,l’n(tl,...,tq))

dar alltsd x : RI™R™, f: R™R. Nér vi vill derivera f(z(t)) med avseende pé ¢; hélls de Gvriga
tr:na som fixa konstanter, och da beror ju x(t) av en variabel ¢; och vi kan tlllampa Sats 20.

Om vi antar att f(Z) och z1(f), ..., x, (%) &r kontinuerligt deriverbara i punktera x(to) reséektive
to:
0 _ oxr1 - , _ o0z,
t = to)) - — (1 e t t 4
SO, = Fa ) G) +.+ £, old0) - G0 (@

Om vi sitter z(¢) = f(xz(t)) skriver vi kortfattat

0z  Of 0x af (%Un
o,  or. ot T 0w 0t (5)

Som en matrisprodukt kan (5) skrivas

oz oz
oty atq
0T, O%n
otn T Bty

Exempel 44. Bestim vilka kontinuerligt deriverbara funktioner f av tva variabler som uppfyller
sambandet

of _of

or Oy
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i R? genom att introducera de nya variablerna
s=r+y
t=z—y
Losning: Vi skriver f = f(s,t) = f(s(x,y),t(x,y)) kedjeregeln ger att:

of _ 0f Os f ot _ Of . f
_ 8 ot __
Sambander g—i = g—f transformeras till
y

o5 o _of s
ds Ot 0s Ot
of
—2-=0
ot
Detta implicerar att f &r en deriverbar funktion ¢ av variabeln s, f(s,t) = p(s).
Uttryckt i de ursprungliga variablerna &r da de sokta funktionerna f av formen:

f(z,y) = p(x +y), dir ¢ &r en godtycklig deriverbar funktion fran R till R.

Exempel 45. Transformera uttrycket

or\’ ., (o5\?
. . 7
<3x> i <8y @)
gneom Overgdng rill poldara koordinater i planet.

Losning:

y=rsinf

{x - ch)sg Betraktar f(z,y) = f(z(r,0),y(r,0))

of _ 9of . @ f 9y _ Of of
{&_M.8f+ 87?7{_ C089+8y81n9

%:ﬁ.a€+3f.@:8f( rsinf) + + %y cos B

ox 00 oy

Multiplicerar forsta ekvationene med r sinf, den andra med cos 6 och adderar:

. Of of  of
rsm@ar +COS989 —ray,

Vilket ger %. Inséttning i andra ekvationen ger:

of _of .4 of of
50 = aac(—rs.m@) + cos 6 <7“snr19(9 + co 8939
of of of ;
= (1 —cos?0) =% = rcosfsinf—— — rsinh—". Alltsa
— 200 or ox
sin? 6
% = 8f cosf — fsmeaf
gg = 81n9+ fcosﬂaf

Déarmed erhélls:

Of\%2  [0f\? NCARRE NI
Qn)*(m) —(&)+ﬁ(&0
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Gradient och Riktningsderivata

For en funktion f : R™R som ar kontinuerligt deriverbar i en punkt a figurerar alla partiella
derivator av forsta ordningen i begrepp som differentierbarhet och kedjeregeln. De beskriver i
samverkan det lokala beteendet hos f. Vi sammanfor darfér de partiella derivatorna till begreppet
gradient.

Definition 21. Antag att f : R™R &r kontinuerligt deriverbar i punkten Z. D& definieras
gradienten av f i punkten Z som

wadf(@) = (3L @) g @)

Anmirkning. 1. gradf(z) &r en vektor i R och funktionen z"gradf(z), betecknad gradf &r
ett n-dimensionellt vektorfilt, gradf : R R"

Anmairkning. 2. Ofta anvinds beteckningen V f(z) {or grad f(z), dir symbolen V utldses "nab-
la”.

Exempel 46. For polynomet f(x,y,2) = v?yz — 2222 &r

gradf(z,y, z) = (2zyz — 222, 222, 2%y — 4a2)

= Vf(z,y,2)
Exempel 47. For f(z) = |z| = /2] + ... + 22, T # 0, har vi de partiella derivatorna:
of _ Zi )
Ox; w24 422 |7

Gradienten ges av

gradf(z) = <x_1 ,x_n> = ii‘

jz|”

= gradf(z) - b+ |hlp(h)

dir p(h) — 0, da h — 0
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Kedjeregeln for derivering av f(g(t)) = f(g1(t), ..., gn(t)) uttryckt med gradienten:

G100 = 20+ .+ 2010

= gradf(g(t)) - ¢'(t)
Dir ¢'(t) = (g1(t), ..., gn(t))

Foljande sats ger analogin till att om en funktion f : R™R har derivatan f'(x) = 01 ett intervall
sd dr den konstant pa intervallet.

Sats 21. Antag att D C R” &r en 6ppen och sammanhingande méngd, samt att f : R® R har
kontinuerliga pertiella derivator i D. Om gradf(z) = 0 fér alla Z € D, si dr f konstant i D

Exempel 48. Ar f(z,y,2) = (y* — 2z, 2wy, 322 — 2) gradient till ndgon funktion F : R3™R?

Losning:
oF
e 2—z:>F(£):y2x—z:):—|—H1(y,z)
z
F OH
m = 2yx + 8—; = 2zy = Hi(y,z) = Ha(z)
OF
5 = —x 4+ Hy(2) =322 —x = Hj(2) =322 = Hy(2) = 22+ k&
z

Svar: Ja, F(Z) =y?z —zzx + 22+ k, kER

De partiella derivatorna beskriver hur snabbt f(z) &ndras d& Z ror sig parallellt med négon
koordinataxel. Nu undersoker vi tillvixten av f(Z) i en punkt a lings en given rit linje £ = a+1tv
genom a. Antag att ¥ #r en normerad riktningsvektor, |o| = \/v{ +...+v2 = 1. D miter

parametern ¢ avstandet fran a lings linjen.

Definition 22. Med riktningsderivatan av f(Z) i punkten a svarande mot riktningen v, |o] = 1,
avses gransvirdet

Fa) ot L) @)

v t—0 t

Anméirkning. Om v = ¢; = (0,...,19,1,0,...,0) sd dr fz(a) = f;, (@) Vidare inses litt att
omp j
fola) = =f3(a)
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ZT { v\\'\ 2=bl0%)
Lt \ p

-

Geometriska tolkningen i R? av riktningsderivata f4(a): riktningskoefficienten till tangenten I.

Vanligen anvinder man gradf(a) for att berdkna riktningsderivator, med st6d av f6ljande sats.

Sats 22. Om f : R® R &r kontinuerligt deriverbar i punkten a och v ar en riktningsvektor med
|| = 1, s& existerar f7(a) och ges av:

fola) = gradf(a) - v (8)

Exempel 49. Bestim for f(x,y) = 22 4+ y? riktningsderivatan i punkten @ = (1,1) lings
riktningen (1,2).

Losning: Vi har du grad f(z) = (2, 2y) och grad f(a) = (2, 2). Riktningen (1, 2) maste normeras:

_ 1,2 .
v = \EM%I = \/Izlw(lﬂ) = %(1,2). Formel ger:

fi(@) = gradf(@) - = —=(2,2) - (1,2)

Sl

6
C+y=—

5l

Sats 23. Antag att f : R" R &r kontinuerligt deriverbar i punkten a. D& &r f}(a) = 01 de
riktningar som ér vinkelrita mot gradf(a) # 0
Vektorn gradf(a) # 0 pekar i den riktning i vilken funktionen viixer snabbast och miitetalet pa
den maximala tillvixthastigheten ar |gradf(a)l

Anmirkning. I riktningen —gradf(a) dr riktningsderivatan som minst och funktionsvirdet
avtar snabbast.

2

Exempel 50. Lat f(z,y,z) = xQZTyQ
punkten (1,1,1). T vilken riktning okar temperaturen snabbast i denna punkt och hur stor dr
okningen / langdenhet?

beskriva temperaturen i ett omrade i R?® innehallande

—2x2? —2y22 2z . 1
@2+ 2R @2+ 2 22 +y2> swgrad/(L1,1) = (551,

vilket enligt sats 23 ir den (onormerade) riktningen fér maximal temperaturékning. Okningen /
ldngdenhet ges av

Losning: Vi har gradf(z,y, z) = <

1 1
df(1,1,1)|=4/-+-+1= —
|graf(’))| 4+4+
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Nivikurvor, niviytor och tangentplan

Definition 23. Lat f: R?>R och g : R R. Punktmingden {(z,y) : f(x,y) = ¢, c € R} kallas
(om den &r icke-tom) en nivakurva till f. Punktméngden {(z,v,2) : g(x,y,2) = ¢ ¢ € R} kallas
(om den &r icke-tom) en nivayta till g.

Pa viderlekskartor anvéinds nivakurvor for temperaturen, isotermer, och for lufttrycket, isobarer.
P& vanliga kartor anger nivakurvor héjden 6ver havet, héjdlinjer.

Vi skall nu undersdka gradientens geometriska betydelsa i samband med nivaytor och nivakurvor.
Antag da att z = f(x,y) ar kontinuerligt deriverbar i en punkt a = (a, b) pa nivikurvan f(x,y) =
c. (D& galler ju f(a) = ¢). Lat nivakurvan ha en parameter framstallning

x = xz(t)

y=y(t), a<t<p
Med (x(to), y(to)) = (a,b) = a. Pa [a, 8] géller f(x(t),y(t)) = ¢, s& derivatan av f med avseende
pa t &r noll for ¢ € [a, B]. Kedjeregeln ger:

G 60.5(0) = L @), u0)a/ 1)+ F (@t )y
=0

och speciellt for ¢ = to : gradf(a) - (2'(t0),y' (to)) = 0. Da (2/(to), vy (to)) ger nivakurvans
tangentriktning i @ s& dr grad f(a), om den ér olika 0, vinkelrit mot kurvans tangent i @ = (a, b).

For en funktion g(z,y,z) av tre variabler kan man pa ett analogt sétt inse att gradg(a,b,c)
ar vinkelrdt mot tangenten till varje kurva i nivaytan g(x,y,z) = k som géar igenom punkten
(a,b,c). Alla dessa tangenter bildar niviytans tangentplan i (a, b, ¢) och gradienten gradg(a, b, c)
anger nivaytans normalriktning.

Sats 24. Antag att f : R2*R och g : R3 R #r kontinuerligt deriverbara i punkten a = (a,b)
respektive a = (a, b, ¢). D& &r grad f (a, b) normalvektor i punkten (a, b) till den nivikurva som gar
igenom (a,b), och gradg(a, b, ¢) ar normalvektor i punkten (a, b, ¢) till niviytan som gar igenom
(a,b,c).

«P(x)%) =C

/
¥ it) %Cxlm%) =\

Sats 24 mojliggdr bestdmningen av tangenter till nivakurvor och tangentplan till nivaytor pa
ett bekvimt sitt. Om kurvan f(x,y) = ¢ parametriserats med r = r(t), r(to) = (a,b), s& har
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tangenten ekvationen (z,y) = r(tg) + u - 1'(tg), alltsd u - r'(t9) = (x — a,y — b) och denna vektor
ar vinkelrdt mot gradf(a,b), sa skaldr produkten &r noll:

frla,b)(x —a) + fy(a,b)(y —b) =0 9)
Vilket ger tangentens ekvation.

Analogt far vi tangentplanets ekvation i punkten (a,b,c) pa nivaytan g(x,y,z) = k genom att
betrakta en kurva r(t) pa nivaytan som gar igenom (a,b,c) = r(tp). Tangenten har ekvationen
(z,y,2) = r(to) +u-r'(ty) och vektorn ur’(tg) = (xr—a,y—b, z—c) ar vinkelrit mot gradg(a, b, ¢),
med skaldrprodukt noll:

g;(av b7 C)(IL’ - CL) + g;(a7 b? C)(y - b) + g;<a7 b7 C)(Z - C) =0 (1())
Vilket ger tangentplanets ekvation.

Exempel 51. Bestam tangenten till ellipsen %2 + % = 11 punkten (\/5,% 2).

L6sning: Ellipsen ér nivakurva till f(z,y) = % + %. D4 ar gradf(x,y) = (%, %’) och enligt

@ ges tangentens ekvation av

fr(V2, 3\2/5)(:5 —V2) + f1(V2, 37\/5)@ _ 37\/5) _0

¥ 2 2
o —va+ 26— 22~

3V2r +2V2y —12=0

Exempel 52. Bestim tangentplanet till hyperboloiden 22 + y? — 22 = —1 i punkten (1,1,/3).

Loésning: Hyperboloiden r nivayta till g(z,y, 2) = 22 +y? — 2%, grad g(x, v, 2) = (22, 2y, —22),

grad g(1,1,v3) = (2,2, —2V/3)

=a
Tangentplan ges av ([10)):

9,(@)(x — 1) + gy (@) (y — 1) + gL (@) (z — V3)
2z —1)+2(y — 1) — 2v/3(z — V/3)
z+y— V3z+1=

0
0
0

Anmirkning. For en funktionsyta z = f(z,y) i en punkt (a,b, f(a,b)) har vi tidigare, sida 67,
bestdmt tangentplanet genom:

z = f(a,b) + fr(a,b)(z — a) + fy(a,b)(y — D)
Funktionsytan kan tolkas som en nivayta till g:

9(x,y,2) = fz,y) — 2 =0,
med grad g = (f2, f,, —1). D& ger formel (L0):

frla,b)(z — a) + fy(a,b)(y — b) + (=1)(z — f(a,)) =0

for tangentplanet genom (a, b, f(a,b)), vilket 6verrensstimmer med var tidigare formel.
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Differentialkalkyl for avbildningar f : R"R". Linjara avbildningar
och funktionalmatriser

Definition 24. Avbildningen f : R™R™ &r en linjér avbildning om
f@+9)=f@)+ f(g) och [f(cz)=cf(T)

for alla z,57 € R" och c € R

Anmirkning. En linjir avbildning f avbildar réta linjen i R™ pa réata linjen i R™. En punkt
x = a + tb pa en linje i R™ avbildas pa

f(z) = fla+1tb) = f(a) +f(b)
som ar en punkt pa linjen y = f(a) +t- f(b) i R™.

En linjir avbildning f : R2°R2, (u,v) = f(z,y), avbildar linjer i zy—planet pa linjer i uv—planet
och rektanglar pa parallellogrammar, (som kan vara rektanglar). En icke-linjar avbildning har
inte denna egenskap globalt, men lokalt avbildas "tillrackligt sma rektanglar” i xy—planet pa en
"parallellogramaktig figur” i uwv—planet.

Exempel 53. Betrakta avbildningen (z,y)™ (u,v) = (z%y, yx?) frin zy—planet till uv—planet.
Betrakta bilden av en kvadrat och en "liten kvadrat” i xzy—planet

N

4\
2 1 By 4o
14 G ;f _
E B
t > X
1% 2
2 u?

x = 1 avbildas p& v = v, x = 2 avbildar pa v = ¢,
y=1 —T—v=yu, y=2 —"— v = V/8u,
2
r=12—"—0v= —(ﬁ Y =1,2 —— v =4/(1,2)3u
Lokalt kan en icke-linjar avbildning f : R R"™ approximeras med en linjir avbildning. For detta
dndamal infors funktionalmatrisen i foljande definition.

Definition 25. Lat f : R*R™ vara en avbildning med komponentfunktionerna f; : R"R, j =
1,...,m.

Antag att partiella derivatorna %, 1 <j7<m, 1<k <n existerar i punkten a € R". Da
k

betecknas funktionalmatrisen, (Jacobimatrisen, totala derivatan) med f’(a) och definieras av:

Of1 (= Of1 (= Of1 (=
g%a #(a) ﬁ(a)
fa)= | =@ @ o, (@)
6m. — Ofm (= Ofm (=
aj;l(a) BJ;Q(G) a];n(a)
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Anmiirkning. Fér en avbildning f : R* R blir f'(a) = (597{”1 - %(a)), vilket kan tolkas
som grad f(a) skriven som en radvektor

& (to)
For en vektorvird funktion av en variabel, z(t) = (z1(t),...,zn(t)) blir f'(ty) = :

dem
) ) dt (to)
tangentvektorn skriven som en kolonnmatris.

Sats 25. Antag att f : R®R™ har komponentfunktionerna fi(z),..., fm(z), f; : R* R, och

att varje komponentfunktion f; &r kontinuerligt deriverbar i punkten a. Da &r f differentierbar
i punkten a, vilket betyder att

fa+h) = f(a) = f'(@h+|[nlp(h), (11)

med feltermen p(h) — 0, da h = (h,...,h,) — 0, och |h|p(h) = |h|(p1(h), ..., pm(R).

Anmirkning. Funktionen h™ f’(@)h, dir h uppfattas som kolonnmatris, dr en linjir avbildning
som kan kallas lineariseringen av f i punkten a eller differentialen av f i punkten a, betecknad

df(a)

s
Exempel 54. a) Polédra koordinater. Avbildningen (r,0)(x,y) = (r cosf, rsin ), har funk-
1 (7’,0) f2 (7’,9)

tionalmatrisen:
£(r,0) = % % _ (cos 0 —rsinf
’ % % sinf rcosf
f
b) Sfériska koordinater. (7,60, ) ¥ (x,y, z) = (rsinf cos ¢, rsinfsin ¢, rcosd ) har funktional-
o) fr8e)  3000)

matrisen:

oh  9fi Ofi . . .

o 90 B sinfcosyp rcosfcosp —rsinfsing
f(r,0,¢0) = % % % = | sinfsiny rcosfsingy rsinfcosp

Ofs Ofs Ofs cos —rsinf 0
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Kedjeregeln i allmin matrisform

Sats 26. Antag att g : R"RP &r kontinuerligt deriverbar i punkten a € R”, (komponentfunk-
tionerna gy, ..., gy kontinuerligt deriverbara), och att g : RP™R™ &r kontinuerligt deriverbar i
punkten g(a) € RP, (komponentfunktionerna fi,..., f,, kontinuerligt deriverbara). Da &r sam-
mangéttningen f o g : R™R™ differentierbar i @ med funktionalmatris

(fog)(a) = f(g(a)) g'(a) (12)

Anmairkning. Produkten i hogerled av ar en matrisprodukt av formen ”(m x p) x (pxn) =
(m x n)”. Alla tidigare kedjeregler &r specialfall av ((12)).

Exempel 55. En rymdkurva skir xy—planet under rét vinkel i punkten (2,1,0). Bestdm tan-

gentens ekvation i motsvarande punkt for kurvans bild under avbildningen u = x +y + 2z, v =

2 —y?, w = xyz.

Losning: Kurvan ges av g(t) = (z(t),y(t), 2(t)) ¢'(t) = (2'(t), y'(t), Z'(t))
g(tO) = (2’ 1’0)7

Vidare giller: ¢~ ,
g (t()) = (07072 (to))

Sitt:

£)),v(g(t)), w(g(t)))
uy uy, U 1 1 1
flxy,z)= v v, v, =(2c -2y 0
wy, Wy, W yz Tz Ty
1 1 1
F(g(to)) = F'(2,1,0) = (4 2 0
0 0 2
(f 29)'(to) = f'(9(t0))d' (o)
1 1 1 0
=14 -2 0 0 | =((t0),0,22(to))T = 2'(t0)(1,0,2)7
0 0 2/ \Z(t)

.. Tangentens ekvation:

f(g(tO)) + 7“(1,0,2), —o0o < r <o
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Funktionaldeterminanter

Antag att f : R R™. D4 ar funktionalmatrisen f’ en kvadratisk n x n matris och vi kan berikna
dess determinant som ocksa ar viktig for att studera f:s lokala egenskaper.

Definition 26. Lat f: R""R", g = f(Z) = f(fi(z1,...,2n), ..., fu(x1,...,25)). Talet:

of1 9f1
or1 OTn
det f'(z)=|: -
Ofn Ofn
ox1 te OTn

Kallas funktionaldeterminanten eller Jacobis determinant av funktionen § = f(&) och betecknas:

d(f) d(@) dy,--- )
d(@)0, gk’ d@) d(@y,.an)

Eller ibland J(Z).

f [
Exempel 56. a) Avbildningen f(r,0) = (r cos 0, rsin ) har funktionalmatris

f(r,0) = <COS 6 —rsin 9) och funktionaldeterminant:

sinf rcosf

cos —rsinf
sinf rcos6

d(f1, f2)

d(r,0)

=r(cos® 0 +sin®0) =1

=rcos?f — (—rsinh)sinf

b) Avbildningen f(r,0,¢) = (rsinf cos p,rsinfsin ¢, r cos #) har funktionalmatris:
sinfcosyp rcosfcosp —rsinfsing
fi(r,0,¢) | sinfsinp rcosfsing rsinfcosyp
cos 6 —rsinf 0
och funktionaldeterminant:

d(f1, f2, f3)

A(r. 0. 2) =det f'(r,0,¢) = (bryt ut r ur kolonn 1 och 2, utveckla efter sista raden)
r? ) (p

= 12[cos B(cos 0 sin  cos® o + cos O sin O sin® ) + sin O(sin’ O cos® p + sin? O sin? )]

= 1?(cos® @ sin 0 + sin® 0) = rsin 0

Funktionaldeterminanterna i a) och b) kommer att anvindas vid variabelbyten i dubbel
och trippelintegraler.

Sats 27. Antag att § = f(Z) och T = g(¢), f,g: R"™R"™. D& giller:
det (fog) =det f -det ¢,

Vilket kan skrivas

d(g) _ d(p) d(@)
dt) ~ dz) @)
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Antag att g = f(Z) ar bijektiv med inversen & = g(y). Da ar f o g = identiska avbildningen och
(f og) = I = enhetsmatrisen med det I = 1. D& ger Sats 27 att

1= det f'(z)-det ¢'(y) = 322 ' jgg
och vi har formeln
d@) _ 1
dy) @ .

Som uttrycker att inversens funktionaldeterminant &r lika med det inverterade virdet av funk-
tionens funktionaldeterminant.

0<60<2mr

= 0 > 0,
Exempel 57. Vid &vergang fran rétvinkliga till polira koordinater {x " C_OSO {T
Yy = rsin

har vi enligt Ex. 56 a) att

d(z,y) _
d(r,0)

For det inversa koordinatbytet giller:
d(r, 8) 1 1 1

d(e,y) ~ ded) =T a2y

Vi skall undersoka funktionaldeterminantens geometriska implikationer. Antag forst att f : R2™R?
ar en linjar avbildning:

(¢ == 0) ()= ()

i (a b d(u,v) |a b| _
f(a) - (C d)? d(ﬂf,y) - ¢ d —ad bC.
SETRY ) TIPSR
l‘ [N ety
A (Y Flm s y
{ a
T W - Loz )

Egenskap 3., pa sid. [5| for vektorprodukter ger: m(sq) = |h x k|, med tolkningen h = (0, hy, ho) €
R3, k= (0, k1, ko) € R3. DA giller:

0 0 0 0
m(sy) = <f(ﬁ)> X <f(E))’ = || ahy +bhy | x | aki + bks
chy + dha cky + dko
€1 0 0
. . ahyi + bhy aky + bko
~ || ahl + bh2 akl + bkz Tolk;réitt Chl + dhg Ck‘l + d/{:g
es chy +dhe cki + dks
e bl |h k] |d(u,v)
e d | ka|| ‘d(m,y) m(so)

. om(sy) = ‘d(Z,Z) ‘ m(sg).
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Lat nu f : R?"R? vara en icke-linjir funktion § = f(Z). Betrakta en "liten rektangel” A invid
punkten a € Dy.

Bilden av A under avbildningen f, (f(A)), betecknas B. Den approximerande linjira avbildningen
:R2°R2, g(z) = f(a) + f'(a)(Z — @) avbildar A pé en parallellogram B’ med

Men g(z) = f(@)3 + (f(a) — f'(@a, s | 34| = |G| och m(B") = |4

Den lokala areaférstoringen, ytskalan under avbildningen y = f(Z) ges av absolutbeloppet av
funktionaldeterminanten.
I R? ger ‘W‘ den lokala volymskalan.

Y52)
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Inversa avbildningar

En funktion f : R™R"™ &r omvandbar (1-1 avbildning) om varje punkt § = f(Z) i virdeméngden
Vy ar bild av exakt en vektor € Dy

Avbildningen f har da en invers funktion g med Dy = Vy och § = f(Z) <= 7 = g(¥).

Om f : R R"™ &r en linjdr avbildning, y = f(Z) = AZ, si dr den omvandbar om och endast om det A # 0,
med z = f~1(y) = A~y

Om f : R™R" har kontinuerliga partiella derivator i en omgivning av punkten a &r den diffe-
rentierbar i @ och Sats 25, (formel (11)), garanterar att vi kan approximera f i en omgivning av
a med en linjar funktion.

y=[f@) ~ f(a)+ f(a)(z —a),
om |z — a| ar "litet”. Om det f’(a) # 0, har vi efter omskrivningen § — f(a) = f/(a)(z — a), att
z—a~(f(a)~'(y- f(a) (+)
Det verkar nu troligt att § = f(Z) har en invers i en omgivning av a, 1at oss anta detta och sitta
b= f(a)=a=f""(b)
Formel (+) kan skrivas om pé féljande sitt
T= @) = O+ T -0)

Sa f~! verkar vara differentierbar med funktionalmatris [f'(f~1(b))]~!. Ett rigordst bevis kan
ge beldgg for vara funderingar.

Sats 28. Lat f : R"R" har kontinuerliga partiella derivator i en omgivning av punkten a € Dy.
Antag att funktionaldeterminanten det f/'(a) # 01 a. D& har restriktionen av f till en omgivning
U av @ en invers f~! som har kontinuerliga partiella derivator i en omgivning V av punkten
b= f(a). Inversens funktionalmatris ges av inversen till f:s funktionalmatris:

=N (14)

Anmiirkning. Da (f~'o f) = (f~1) - f/ = I far vi for funktionaldeterminanterna sambandet

[):

det (f1Y = —1

= det I

Anmairkning. Sats 28 beskriver det lokala beteendet hos f. En funktion kan ha en differentierbar
invers i en omgivning av varje punkt i Dy, utan att vara injektiv, vilket demonstreras av f6ljande
exempel.
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Exempel 58. f(r,0) = (rcosf,rsinf) avbildar rektangeln 1 < r <2, 0 < 6 < 27+ 5 pa en
cirkelring s att punkterna i det streckade omradet dr bilder av tva punkter i rektangeln:

X

Med andra ord kan inte Sats 28 anvdndas for att underséka om en avbildning &r (global(t))

omvandbar.

Exempel 59. Betrakta pa D = {(x,y) : > 0,y > 0}
avbildningen (z,y)™(u,v) = (=1, y~ ! —271)

u:% m:% x =
v=-14+1 L—v+u =L
z Y Y T utw

.. Omvéndbar avbildning av D pa D’.

Exempel 60. Visa att (z,y)"(u,v) = (x, %) ger en omvéndbar avbildning av D = {(z,y) : 1 <
r <y <2z} paen mingd D’ i uv—planet. Bestim D’ och berikna SEZB samt jgigg

u
v

€T r=1u

Yy — —

= Yy =TV = uv
x

.. Avbildningen fran D till D" ir omvéndbar.
Om (z,y) € Dhar viiz >10och 1 <2 <2 84 D' = {(u,v) :u>1och1l<v<2}

Lésning: {

o Y
=2
2 i 'k i'ED” } .
1
~
D X "",'l w
1
d(u,v): up _ |10 _1
dz,y)  |vp vl |-% 3 =z
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.. Partiella derivatorna kont. i en omgivning av varje punkt i D, och ig:;g # 0, Tillimpar Sats

28:

d(z,y) @ 1

I
8
I
[IS

o,

—~

5

4

N—

S

£

&
8| =

Exempel 61. Avbildningen (u,v) = (22 —y?, 23y) avbildar D = {(u,v) : v € R,v > 0}. Beriikna
de partiella derivatorna 2/, z,, vy, vy, for den inversa avbildningen (z,y) = (z(u,v), y(u,v)) frén
D’ till D i punkten u = 0,v = 1.

2 _ .2
u=x° —
Lﬁsning:{ 3 Y , 2>20,y>0
— |v=2%y

)i D avbildas pa stralen (—y2,0) i D’

i D avbildas pa stralen (x2,0) i D’

i D avbildas pa stralen (0,2%) i D’

z,cx),0 < ¢ < 1i D avbildas pa parabelbagen ((1 — ¢?)2?, ca?) i forsta kvadranten.

x,cx),c > 11 D avbildas pa parabelbagen ((1 — ¢?)2?, cx?) i andra kvadranten.

Stréalen (0,y
Stralen (z,0
Stralen (z,z
(
(

Stralen

Stralen

Har vi en bijektiv avbildning av D pa D’'?

Genom varje punkt (x,y) € D, med z > 0,y > 0, gar exakt en linje av formen y = cz, ¢ > 0
Tag godtyckligt en punkt (u,v) € D' med v > 0,v >0

Past: 3 exakt ett ¢ € (0,1) och ett x > 0: (u,v) = ((1 — ¢?)a?, cx?)

Sitt: f(c) = %% — /5 ) =2ugap +5 & >0dice(0,1)
.. f striangt vixande pa (0, 1)

Jeo = f(eo) < 0 (co’néra”0) .
dey : f(e1) > 0 (er"néra”l) | f kont pa [co,c1]

Punkten (@, Cx /1_“62> enda punkt i D som avbildas pa (u,v)g

Analog behandling av fallet (u,v) € D' med u < 0,v > 0

3 entydigt ¢, € (0,1) : f(ex) =0

41



.. D avbildas bijektivt pa D’
fx,y) = (2 =%, 2%y) S f(1,1) = (0,1)
/ /
el (U uy ) 20 —2y o (2 -2
[z, y) = (U; v;) = <2x2y 23 ) S (1) = <3 1

f har kontinuerliga partiella derivator i en omgivning av (1,1) och det f’(1,1) = 8 # 0. D& ger
Sats 28: f~! har kont. partiella derivator i omgivning av (u,v) = (0,1) och

~1
e @ a3 )

Implicita funktioner av en variabel

For x > 0 definierar ekvationen

ety =1
En nivakurva i férsta kvadranten, som kan uttryckas som
en funktion 7

A1A
.>K

y=[flx)=e" 20
Med andra ord definierar villkoret ey = 1 y som funktion av x.

Betrakta nu nivikurvan F(z,y) = 22+ y? = 1. Mot varje z € (—1,1) svarar tva olika y—viirden,
s& nivakurvan utgor ingen funktionsgraf.

Men lokalt i en omgivning av varje punkt (a,b) pa nivakurvan med a # +1 kan ett bagavsnitt
av nivakurvan uttryckas som en funktion: Déremot definierar ingen omgivning av (—1,0) eller

(1,0) en funktion y = f(x).
Observera att grad F(z,y) = (2z,2y) ér parallell med z—axeln i dessa punkter, Fy(£1,0) =0

Nivakurvan F(x,y) = y° + 2y — 4 = 0 &r for komplicerad for att vi skall kunna explicit 16sa ut
y som funktion av z i en omgivning av en given punkt (a,b) pa kurvan.
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If‘“-\R\\K{
e

10 -8 -6 -4 -2 0 2 4

Da F@j(xay) = 5y4 +2=0<+= (z,y) = (-5,-1),

Verkar det troligt att vi for punkter (z,y) # (—5,—1) pa kurvan kan hitta en omgivning dér
nivikurvan implicit definierar en funktion y = f(z), vilket styrkes av nedanstéende bild:

Tillricklga villkor for att en ekvation, (nivakurva), F(x,y) = 0 lokalt definierar en entydigt
bestdamd funktion y(z) sddan att F(z,y(z)) = 0 ges av existenssatsen {6r implicita funktioner:

Sats 29. Antag att I/ : R?™R &r kontinuerligt deriverbar i en omgivning av punkten (a,b) € R?,
med F(a,b) =0 och Fy(a,b) #0

Dé finns en rektangel D = {(z,y) : a1 < < a2,b1 < y < ba},(a,b) € D, s& att ekvationen
F(x,y) = 0 for alla = i ]Jaj,ae[ har en entydigt bestamd 16sning y(z) i |b1, b, s& att y(z) &r
deriverbar i Jay, as[ och

Fi(z,y(2)) + Fy(z, y(x))y' (x) = 0 (15)

Anmirkning. Formel kallas formeln fér implicit derivering (av F(x,y) = 0 med avseende
pa )

Bewis. Definiera avbildningen G fran xy—planet till uv—planet genom

(u, U) = G(:c,y) - (:c,F(a:,y))

Allgsa 47
v=F(z,y)

Da géller: (a,b)

Do)

(a, F(a,b)) = (a,0) och

/ B 1 0 d(u,v)
G'(a,b) = <Fx’(a,b) Fl(a, b)) T d(z,y)

(a,b) = F,(a,b) #0

Sats 28. Ger att det existerar en omgivning U av (a,b) och en omgivning V av (a,0), s& att
G~ : VU existerar och #r kontinuerligt dervierbar i V. Da har G~! formen

T , H kontinuerligt deriverbar. (*)
y = H(u,v)

Avbildningen ar definierad i V' och speciellt i ett 6ppet intervall (a — 0, a + §) pa u—axeln, som
avbildas entydigt och omvindbart pa en punktméngd K i U, (som ar en kurva.)
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r=1Uu

Enligt (*) har kurvan K ekvationen { , a—0<u<a+d

Satt: y(z) := H(z,0), ddr a — § < x < a + J som d& &r kontinuerligt deriverbara

al az

Nu ar V = F(z,y) = F(u, H(u,v)) och 0 = F(u, H(u,0)) = F(x, H(z,0)) = F(x,y(x))
sd y(x) satisfierar ekvationen F(x,y) = 0 pa intervallet ]aq, as|.

Derivering av ¢(z) = F(z,y(x)) = 0 med avseende pa x ger

0=¢'(x) = %F(%y(w)) = F(z,y(x)) - 1+ Fy(2,y(x)) - ' (z)
Vilket ger formel (15). O
Exempel 62. Betrakta igen nivakurvan

F(z,y) =y +ay—4=0
Punkten (z,y) = (3,1) ligger pa kurvan, F(3,1) = 0.

F(x,y) &r ett polynom som &r kontinuerligt deriverbar i en omgivning av (3,1) och Fj(x,y) =
byt +ax = F)(3,1) =5-14+3=8%#0

Sats 29 ger att dete finns enrektangel D =l|ay, aa[x]b1, bo[ sé att (3,1) € D och sa att F'(xz,y) =0
har en entydigt bestamd 16sning y(z) i |b1,be[ for alla z €lay, as[. Vidare ger formel att:
(y(3) =1)

VG =5 (Fi(z,9) =)

|
HOO\H

Anmirkning. till Sats 29.

Om Fj(a,b) = 0, men Fy(a,b) # 0 och alla andra an-
tagande i satsen &r uppfyllda, s& kan vi hitta en rek-
tangel D =lay, az[x]b1, ba[, s& att (a,b) € D och si att
F(z,y) = 0 for alla y €]by1,ba[ har en entydigt bestédmd
16sning x(y) i |a1,az|, sd att x(y) &r deriverbar i |by, bo|
och

Fo(z(y),y) - 2'(y) + F(z(y),y) =0 (15”)

Implicit derivering av F'(z,y) = 0, med avseende pa y
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Exempel 63. Fortfarande betraktas nivakurvan
F(z,y) =y’ +ay—4=0

Denna ging i punkten (-5-1), som enligt tidigare &r en punkt dar Fj(x,y) = 0. F, = y och
Fl(=5,—-1) = —1 # 0, s& foreghende anmérking garanterar att F(x,y) = 0 har en entydigt
bestdmd deriverbar 16saning * = x(y) i ett intervall ]by, bo[ innehéllande y = —1. Men denna
16sning ges ju explicit av

v =afy) = (4=

Anmairkning. Observera att Sats 29 enbart ger tillrdckliga villkor for att F(z,y) = 0 lokalt
definierar y(x) entydigt. Exempelvis

F(z,y)=2"—y* =0, F(0,0)=0
ar kontinuerligt deriverbara i en omgivning av (0, 0):
F)=-=3y* F,(0,0)=0, (F,=3z% F,0,0)=0)
men F(x,y) = 0 definierar

y=y(x) ==, (ochz=u2a(y)=y)

Definition 27. Lat F(z,y) = 0 definiera en nivakurva och antag att F' ar en kontinuerligt
deriverbar i en omgivning av en punkt (a,b) med F(a,b) = 0. D& &r (a,b) en reguldr punkt
(ordindr punkt) pa kurvan om VF(a,b) # 0, dvs. F — 2'(a,b) # 0 eller F,(a,b) # 0. Om
VF(a,b) =0 ar (a,b) en singuldr punkt.

Sats 29 ger inte besked om kurvans utseende i ndrheten av en singuldr punkt. Vi ger nagra
exempel pa hur en kurva kan se ut i sddana fall. Féregaende anmirkning visade ett exempel dar
vi kunde bestdmma y = y(z) och x = z(y) i en omgivning av (0,0)
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Exempel 64. (Isolerad punkt). Lat F(z,y) =22 +y?> —2* =0
F(0,0) = 0= (0,0) punkt pa kurvan

{Fg’c(w,y) =22 — 427, {F;(ﬂf,y) =2y

.. (0,0) singuléar punkt.
F/(0,0) = 0, F/(0,0) =0 (0,0 singulér p

F(z,y) =0+=y? =2 —2? =2%(2* - 1)
S 0<yr =22 (2% — 1) ‘ |\
. Forx € (—1,1) 16ser endast x = 0,y = 0 denna olikhet / \\
.. (0,0) isolerad punkt pa kurvan F(z,y) =0

—

Exempel 65. (Dubbelpunkt). Betrakta nivakurvan F(z,y) = 22 — y? — 2* = 0. F(0,0) =0

{Fé(:ﬂ, y) = 2z — 42 {F;(fc, y) =2y

0,0) singular punkt
F(0,0) = 0 F1(0,0) =0 (0,0) singulér p

F(z,y) = 0 <= 3? = 2%(1 — 2?). Kurvan kan delas upp i tva grenar

{yl(at) =221 —22), =xel[-1,1]
yo(x) = —y/22(1 — 22), =z €[-1,]1]

Med en dubbelpunkt i origo. F(z,yi1(xz)) = 0 och ‘ \/ I
F(x,y2(x)) = 01 en omgivning av origo. k / \/}

Exempel 66. F(z,y) =23 —y?> =0. F(0,0) =0

Fy(z,y) = 32*

- FL(0,0) = F/(0,0), (0,0) singulrpunkt
F(z,y) = —2y} ! Y —

F(z,y) = 0 <= y? = 2. Kurvan kan delas upp i tva grenar
y1(z) = l'%, x>0
ya(a) = =22, >0

som bildar en spets i origo.
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Implicita funktioner av flera variabler

Antag att sambandet F'(z,y, z) = 0 definierar en yta saddan att F'(a,b,c) = 0, och att de partiella
derivatorna F,, F,, F_ ar kontinuerliga i en omgivning av (a, b, c). Antag vidare att F_(a,b,c) #
0. D& &r z = z(x, y) i nagot ratblock D kring punkten (a,b,c),

D={(z,y,2) ra1 <z <ag,b <y<bs,c <z<ca}
Da galler
F(x>yvz(xay)):0> a; <z < ag, b1<y<b2

och vi kan derivera implicit med avseende pa x och y:

{F;<x,y,z<x,y>> A+ Flz,y, 2(2,y)) - Zh(z,y) =0
Fé(m,y,z(m,y)) 14 Fz/'(xuyaz(xay)) ’ Z;((L‘,y) =0

Nu kan vi, (utan bevis), formulera en motsvarighet till Sats 29 for ett ekvationssystem

F(z,y,2) =0,
G(z,y,2) =0

Vi ger en motiverande geometrisk beskrivning. Antag att F'(a,b,c) = G(a,b,c) = 0, s& att
punkten (a, b, c) ligger pa skirningskurvan k mellan de tva nivaytorna:

~

4v,2) =0
1)
d(F,G) / -
Antag att A7) # 0 [/ \\K |
£ . y W

D& uppfylls for ett ratblock D:

/,..{.[‘ ? x €lay, ag

d ) €]b17b2[

o
,,r,,,«u,m.«.m.-i s

K z €]y, e

(&{ f’mC‘,\

F(z,y,2) =0
For varje x €]a1, as| existerar entydig l6sning (x, y(z), z(x)) till ekvationssystemet (z,9,2)

G(z,y,2) =0
Inne i D kan d& rymdkurvan K framstéillas med parameterframstillningen:

(x,y(ac),z(l‘)), ap <z <ag,

och y = y(x), z = z(x) har kontinuerliga derivator och implicit derivering av F' och G ger:

F:;(CL‘,y,Z) -1+ Fé(fv,y,z) : y,(CL‘) + F;(.fL‘,y,Z) : Z/(:Z:) =0
G‘{E(l‘,y, Z) -1+ G;(:L’,y,z) : y,(x) + G;(:Ii,y, Z) ’ Z,(.T) =0

Vi formulerar nu satsen for ett dylikt ekvationssystem.
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Sats 30. Antag att F'(z,y, z) och G(x,y, z) har kontinuerliga partiella derivator i en omgivning
av (a,b,c), dar F(a,b,c) = G(a,b,c) = 0.

Antag att Cil(éj’g) # 0. D& finns ett ratblock D = {(z,y,2) a1 < x < ag, by <y <ba, c1 <2<

c2} som innehéller (a, b, c), sa att ekvationssystemet

F(.’E, Y, Z) = 07
G(v,y,2) =0

for varje x €lay, as[ har en entydigt bestdmd 16sning (z, y(x), 2(x)), y(x) €lbe, b1, z(x) €]ec1, cal.
Funktionerna y(z) och z(z) har kontinuerliga derivator som uppfyller:

{Fé(:r,y(iv), 2(x)) + Fy(, y(x), 2(2))y (2) + Fl(z, y(), 2(2)) 2 () =
Gz, y(@), 2(2) + Gy (2, y(2), 2(2)y () + G (2, y(2), 2(2))2' (x) =

Anmairkning. For den allménnaste formuleringen hénvisas till kursboken[6] for en motivering
(ett bevis) som f6ljer linjerna, av vart bevis av Sats 29. Vi ndjer oss med att formulera satsen:

Sats 31. Antag att F' : R"™™R™, Betrakta ekvationssystemet f(z,7) =0, (T = (z1,...,7p), J =
(Y1, ..., Yn)) utskrivet i komponentform:

filxr, o Tn, Y1, Ym) =0

: (16)

fm(xlv'”yajnayl)"'aym):0

Antag att f(a,b) =0, (@ = (a1,...,a,),b = (b1,...,by)), att i :RYTMOR) = 1,...,m, har
kontinuerliga partiella derivator i en omgivning av punkten (a,b) och att

d(flifm% # 0 i punkten (@, b)

d(y17"'7y’ln
Da finns i R*™™ en omgivning av punkten (@, b) sadan att 16sningarna (21, ..., Tn, Y1, .-, Ym) =
(z,7) till i omgivningen definierar y entydigt som funktion av z, y = y(z), dvs.

y1 = y1(x1, ..., 2p)

ym = ym(xla e 7-75m)
Funktionerna yi, ..., ym dr definierade i en tillrackligt liten omgivning av Z och &r dér kontinuer-
ligt deriverbara. D4 géller i omgivningen f(Z, %(Z)) = 0 och g(a) = b. Funktionalmatrisen for 4(z)

—1

erholls genom implicit derivering: §'(z) = — [g—g(i,y(:ﬁ))} : %(a‘:, y(x))

Exempel 67. Visa att 2° +y3+ 2% — (22 +y?)z = 1 lokalt kring (1, 1, 1) definierar z som funktion
av z och y. Beréikna 2;(1,1) och 2 (1,1).

Lésning: Sitt f(z,y,z) = AT R ($2 + y2)z -1

fiwy,z) =428 —a2 =2, [ f1 =50t — 202
f(1,1,1) =2#0 Il =3y —2yz
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. fxs £y och f7 kontinuerliga i omgivning av (1,1,1) och fI(1,1,1) # 0.
Da é&r, enligt sidan z = z(x,y) i ndgot ratblock D innehéllande (1,1,1).
Vidare dr z = z(1,1) = 1 och formlerna pé sida 7] ger

_ _ 0L 5-2 3
z(1,1) ThOIn T T2 T Ty
fy(LL1) —2 1

zy(L1) = FOLD = 2 T3

20 == _,_717T_7_ — |

o

=
in

I S

Exempel 68. Visa att sambandet
f(@,y,2) =sin(z +y) +sin(y +2) + 2 =0
g(x,y,z) =cos(x +y)+cos(y+z2)+y—2=0

I en omgivning av (0,0, 0) entydigt definierar (z,y) som en kontinuerligt deriverbar funktion av
z, dvx. © = z(z) och y = y(z).

Losning: Skirningskurvan K = (z(z),y(z), 2).

10 05 00 of io

Kollar villkoren i Sats 30: |

f(0,0,0) :029(07070)

klart att - f’ och G 9> 9 ar
kontinuerliga i en omglvmng av (0,0,0) e

9 .0.0)- (5 5)

/
9z gy (z,y,2)=(0,0,0)

_ ‘ ( cos(z + y) cos(z + y) + cos(y + z) )
—sin(x +y) —sin(z+y) —sin(y+2)+1

[ e
(0,0,0) o

. D& ger Sats 30 att skiirningskurvan K i en omgivning av (0,0,0) entydigt framstills av
(x(2),y(z), z), dir x(z) och y(z) ar kontinuerligt deriverbara for z i en omgivning av z = 0.

Vikan dessutom berdna tangentriktningen i punkten (0, 0, 0) fér skdrningskurvan K, den ges ju av
(2'(0),4'(0),1). Genom implicit derivering av sambanden f(x(z),y(z), z) = 0och g(z(2),y(z),z) =
0 med avseende pa z erhalls:
fo(a(2),y(2),2) - /(=
9o (2(2),y(2),2) - (2
— cos(z +y)(2'(2) + v/ (2)) + cos(y+ 2)(¥'(2) +1) +1 =0
—sin(z + y)(2'(2) +y'(2)) —sin(y + 2)(y'(2) + 1) +¢/(2) =0

)+ fy(@(2),y(2), 2) - ¥ (2) + fi(2(2), y(2),2) = 0
)+ gy 0

(2(2),y(2), 2) -/ (2) + g2(2(2), y(2), 2)
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Inséttning av (z,y, z) = (0,0,0) ger:

{1-(x' 0)+4(0)+1-(%0)+1)+1=0
)

Vilket ger att 2/(0) = —2 och y/(0) =0
Skdrningskurvan K har d& i punkten (0,0,0) tangentriktningen (—2,0,1).

Om Derivering av Integraler

For en funktion fR™R som &r kontinuerlig pa intervallet [a, b] ger analysens huvudsats att funk-
tionen S(z),

:/xf(t)dt, 2 €0l

har en kontinuerlig derivata S’(z) = f(z) pa [a, b] och funktionen

:/xbf(t)dtz—/bxf(t)dt

har kontinuerliga derivatan T7'(z) = — f(x).
Derivering av S och T &r specialfall av problemet att uttrycka derivatan av en funktion G : R™R,

B(x)
Gl(z) = / L T

i derivator av funktionerna «, 8 och f.
Vi betraktar férst ett specialfall:

Sats 32. Antag att f(x,y) och f.(z,y) ar kontinuerliga pé rektangeln D = {(z,y) : a < z <
ba <y< B}
D4 giller:

B B o
;x/a f(x,y)dy—/a é(x,y)dy,

och derivatan ar en kontinuerlig funktion av x.

Exempel 69. Bestam derivatan av funktionen

1(@:/12

Losning: f(z,y) = sin(wy)
b,1 <y < 2}. Sats 32 ger att:

och fl(xz,y) = cos(zy) ar kontinuerliga pd D = {(z,y) : a < z <
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Betrakta nu det allmé&nna problemet att derivera

B(x)
Gz) = / L T

Vi far féljande generalisering av Sats 32:

Sats 33. Antag att a(x) och (x) ar deriverbara funktioner med vérden i intervallet ¢ < y < d.
Antag att f(z,y) och fl(z,y) ar kontinuerliga pa rektangeln D = {(z,y) :a <z < b,c <y < d}
Dé& géller:

d [B@)

B(x)
F(y)dy = / P )y + (@, B@) (@) — £, al2))a (z)

dz Ja () o(z)

Exempel 70. Berdkna for a > 0 integralen
“In(1
F(a) = / Mdgg
0 1 + x
Losning: Sats 33 ger:

¢ 1 x In(1 + a?)
F/ = . d * 1

(a) /0 1+22 1+ax v 1+ a?

x 1 1 a+x a . . .
TR ek wrpe <1 T2 1a a:v) Partialbraksuppdelning (Kolla!)
/a I d L (a-arctan(a) — S In(1+a)  (Kollal)

T = a - arctan(a) — = In a olla!
o (14+22)(1+ ax) 1+ a? 2
D erhills: F'(q) = %arctana | | In(le?)

Nu ér ju F(a) = F(a) — F(0) = [; F'(t)dt

% ¢.arctant 1 /@ 2t
———dt = - arctant - ——=dt
o 1+t2 2 Jo 1+ ¢2
1.1 “In(1 + t)
= 5 <[arctant . hl(l + t2)]8 — /0 W
1

Exempel 71. Visa att funktionen

T
y(x) = / sin(z — t) In(1 4 t%)dt
0
ar en 16sning till differentialekvationen
y' +y=In(1+27)
Losning: Vi tillampar Sats 33 tva ganger:

Y (z) = /I cos(x — t)In(1 + t?)dt + sin(z — ) In(1 +2?) - 1
0
= /$ cos(z — t) In(1 + t?)dt
0
y'(z) = /m —sin(z — t) In(1 + t?)dt + cos(z — z) In(1 + z?) - 1
0

= In(1 + 2?) — /373 sin(z — t) In(1 4 t%)dt
0
—In(1+2?) — y()
Y@ + (@) = In(1 +2%)_
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For att & derivera en generaliserad integral under integraltecknet krévs fera antaganden.
Vi ger utan bevis Satsen:

Sats 34. Antag att D dr omradet
D={(z,y):a<z<bec<y<d}

dar "viardena” —oo och oo &r tilldtna for a respektive b. Antag vidare att:

1. f(z,y) ar kontinuerlig pa D

2. ff f(z,y)dx existerar for varje y € [c, d]

3. fy(x,y) kontinuerlig i D och begriinsas av en funktion u(z), |f; (%, y)| < p(z), for vilken

ff wu(x)dx existerar.

Da ér F(y f f(z,y)dz deriverbar i [c, d], med

b

Exempel 72. Berikna for y > 0 integralen [°(2? + y*) ?dz genom derivering av [j° (2% +
2\-1
y?) dz

Losning: f(z,y) = $2+y2 och fy(z,y) = (12+ 2)2 ar kontinuderliga i {(z,y) : x > 0,y > 0}
Lat ¢ och d vara godtyckliga tal sddana att 0 < ¢ < d. For alla y € [¢, d] géller:

2y 2d

! _ —.

|fy(937y)| (xQ _|_y2)2 (SE2 +C2) : /L(IE),

och [ p(x)da &r konvergent Vldare dr dven [)°(2? + y*)~'da konvergent for y € [c, d].
Da ger Sats 34 att: F(y fo 22 4 y?)~1dx dr deriverbar med

= de for alla y € [, d].

14 [e’s)
Men F(y) =+ fo y = % [arctan (%)} =1

()2

och dérmed F'(y) = — gz Alltsa:

o =2y T
T IV w
o (2% +y?) 2y

och darmed galler:

/°° de 7
o (@+y?)? 4

< |8
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Del 2

Taylors Formel

Avbildningar f: R™R

En funktion f(x) som har kontinuerliga derivator upp till ordning n+1 i en omgivning |z—a| < d
av punkten a kan enligt Taylors formel uttryckas

"(a (n) a
f(z) = f(a)+ f'(a)(z — a) + f2(')(:c —a)? ..+ / n'( (x —a)" + Ry(x)
Dér Lagranges restterm ges av
Fr(e n
R, (x) = ml()')(x —a)"M, £(z) € [a, 2], ([z,a], om z < a)

Vi har Taylorutveklat f(z) kring punkten a. Om a = 0 utférs en Maclauriutveckling av f kring a
Exempelvis ges Maclaurinpolynomet av gradtal tva, Pa(x) = f(0) + f/(0)x + @x{ till f(z) =

cosz av Py(z) =1— %, som ger en hyfsad approximation i ndrheten av x = 0 till cos x:

3= Plot[{Cos[x], 1-x"2/2}, {x, -2, 2}]

05}

Out[a)=

=0.5

Vi gor en omskrivning av Taylors formel och later ett fixt « spela rollen av a, da kan Taylors formel
skrivas

f(z 4+ h) = Pu(h) + Ry (h),

déir
Pu(h) = f(x) + f'(x)h + f/;(!x)hQ o+ f(:!(x)h”
och
Roi1(h) = mhnﬂ, r<&h)<z+h

Da ar f(x + h) =~ P,(h) for h tillrackligtnéra 0

Denna omformulering av Taylors formel &dr vilanpassad till generalisering till avbildningar f :
R™™ R som &r differentierbara i punkten & € R™. Det giller ju d& att

f@+h) = f(@)+ f(2) h+|hR(R),
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Dir R(h) — 0, da h — 0 och f'(z) = grad f(Z).

En sddan funktion kan ju approximeras linjart i en liten omgivning av  med
f@+h)= f(@)+ f(z) R

Exempelvis i fallet f : R2*R, med h = (h, k) fas

£@) + £'8) - = o) + W (@) + K5 (2,0)

=c+ Ah+ Bk

dir A, B och C ir konstanter. Vi ndjer oss med att generalisera Taylors formel till f : R2™R.

Taylors formel fér avbildningar f: R?"R

Sats 35. (Taylors formel). Antag att f(z,y) har kontinuerliga partiella derivator upp till ordning
n+ 11 en omgivning av punkten (z,y). Da giller:

2
flx+hy+k)=flz,y)+ <h§x+k§y> f(x,y)—i—% <h88m+k(§;> flzyy)+ ...

(17)

1 0 o\" 1 9 o\ "1

Anmirkning. Formel utan operatorbeteckning blir:

f(@+hy+k)=Pu(n, k) + Ros1(h, k) (17°)
dér
B of of
Path ) = fo) + (05 ) + 5L )
1 (202 02 i
51 <h @(% ) + hk’axay( oY) +k @(x,y)
o (mzz:o <m> Tk axmayn*m( ,y))
och
1 n+1 n+1 i —m anJrlf
Rnﬂ(h’k)_(n—i—l)! (Tnz_:o( m )h k W($+7h7y+7k)
dir 0 < 7 < 1.

Exempel 73. Bestam Taylor polynomet av 2:a ordningen i punkten (2, 3) till f(z,y) = €Y.
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Losning: Metod I: (Aterkommer senare till metod IT)

( fo(z,y) = ye™, £1(2,3) = 3¢5
Z/[(x7y) = l‘exy7 f:;(273) = 2
fr(z,y) = y*e™, fr(2,3) = 9¢°
w@y) = fi(@y) = (wy + 1), f1,(2,3) =7e°
f;;($7y) - $265L‘y’ fyy(2a 3) = 4
£(2,3) =€
2+ h= h=x—2
Vi har + a: <— x
3+k=y k=y—3

Med stod av formel erhélls:
Py = f(2,3) + hf(2,3) + kfy(2,3) + % (h? f1,(2,3) + 2Kk 1, (2,3) + K> f,(2,3))
=¢84+ 3e%h + 2e%k + %9€6h2 + 7eShk + 2e5K2
=¢b <1+3(x—2)+2(y—3)+2(56—2)2—{—7(:1;—2)(?/—3)+2(y—3)>

9
— €8 (23:2 + Tzy + 2y — 36z — 24y + 67>

ns - Plot3D[{Exp[xvy], plx, ¥1}, {x, 1.5, 2.5}, {y, 2.5, 3.5}]

3.5
3.0 o

I punkten (x,y) = (0,0) &vergar formel i Maclaurins formel:

f(h,k) = f(0,0) + <h8ax + k:y) £(0,0)

1 B o\?
+2!<hax+kay> £(0,0)
1 ) o\" (18)
R (AN

P R an(h k), 0<7<1
m+1)! \"azr " "oy T TELEST

Andra ordningens utvecklingar kan ges en matrisframstéllning. Vi har:

h%(af,y) + kgi(w,y) =Vf(z,y)-h=f(@)-h
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och

O f O f Of

2 J 2Y J

h* 5.2 (®:y) + 2hk3xay(:v, y)+k 052 (z,y)
2f  f L - B

= (h, k) ( o5 %%?) (k) =hT - H(z)-h
Ozdy  Oy?

Dar H(z) kallas Hessematrisen. Vi kan alltsa skriva Taylorpolynomet av ordning 2:

Py(h) = f(Z) + f'(Z) - h + %ETH(:E)B
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Ordobegreppet for polynom av tva variabler

Ett polynom av tva variabler kan skrivas som en summa av termer aijhikj, dér a;; ar konstant
och 1, j &r naturliga tal, exempelvis:

P(h,k) = 5h?k' — kh + 3h — 2k

Definition 27. Graden av en term al-jhik:j i ett polynom &r i + j om a;; # 0, och —oo
om a;; = 0. Ett polynom &r homogent om alla termer har samma grad. Ett polynom é&r
pa standardform, om det inte har tva termer med samma i— och j—index. Graden av ett
polynom &r det hogsta gradtalet hos polynomets termer, da polynomet &r i standardform.

Anmirkning. D& vi definierat grad 0 = —oo géller det att grad p - ¢ = grad p+ grad ¢, dven
om p eller ¢ &r konstanten 0.

Exempel 74. Polynomet p(h, k) = 2 4+ h + 3h%k — 5hk? har graden 3. Summan 3h%k — 5hk? ir
ett homogent polynom av graden 3. Polynomet

p(h,k) =1+ k+h3(1 — k)? — h2k?
ar av graden 3, vilket framgar ur dess standardform

p(h,k) =1+ k+h?—2h%k + h?k* — B2k> = 1+ k + h% — 2%k

Definition 28. Lat f : Rn ~R och sitt r = \/x% + 3+ ...+ z2. Funktionen f sfigs vara av
stort ordo ™ d& r — 0, betecknat f = O(r™), da r — 0, om kvoten

flxy,. ... xp)

,rTL

ar begrinsad i en omgivning U av (0,0,...,0)

Tolkning: Det finns en omgivning U av (0,...,0) dir f kan uttryckas med hjélp av en begransad
funktion H(z1,...,z,), enligt:

f(xla"-yl'n):Tn'H(l'l,...,l'n)

Ordo-algebran fér avbildningar f : R*™R

Dé finns F(z,y), G(z,y) begriansade i ndgon omgivning U av (0,0), s& att V(z,y) € U géller:

f(lU,Q) = T4F($7y)
glz,y) = r*G(z,y)

o7



For alla (z,y) € U galler da:

fla,y) £ 9(z,y) = r’[rF(a,y) £ G(z,y)),
f(xvy) ’ g(‘T?y) = 7’7[7”‘F(Jj‘7 y) ' G(.I‘, y)]
Dér uttrycken innanfoér klamrarna ar begrinsade i U, med andra ord:
{figzow%

. , dar—20
f-g=0(")

Allmént giller féljande formler:

O(rP)£0(r?) =0(rP), omp <gq
O(rP) - O(r?) = O(rP*9)
)" = 06™)

da r — 0, vid ordo-kalkyler
Sats 36. Antag att p(h, k) dr ett homogent polynom av graden n > —oo. D& giller:
p(h, k) = O(r") och p(h, k) # O(r)

for alla @ > n, da r = |(h, k)| = Vh*?+ k> =0

Om ett polynom p inte dr homogent, si kan det skrivas som en summa av homogena polynom

= p1 + ...+ pg, och enligt ordokalkylens summa formel &r det da det ligsta gradtalet av
polynomen pq, ..., p; som bestdmmer ordningen for p. D& géller, (delvis med stéd av Sats 36),
féljande resultat:

Sats 37. Om polynomet p # 0 och n ar det lagsta gradtalet hos polynomets termer pa stan-
dardformen, si &r

p=O0(r") och p # O(r"*1)

dar—20

Taylors formel med ordorestterm

Antag nu att f(z,y) har kontinuerliga partiella derivator upp till ordningen n+1 i en omgivning
av punkten (x,y). I en sluten omgivning av (z,y) begrénsas de till beloppet av en konstant ¢. For
tillrackligt sma h och k i resttermen R, i Taylors formel far vi da uppskattningen: (0 < 7 < 1)

nt1 n+1
1 n+1 mypn+l—-m ot f
|Rpt1| = | (n+1)! <z:0 < m > h™k dxmynti-m (z +7h,y +7k)
n+1

<Y <"+ 1) prgn
(’I’L T ) m=0 m
1
=——q(h, k
(n+ 1)!q( k)
dér ¢ &r ett homogent polynom av grad n + 1. Darmed géller, med stod av Sats 36, att R,11 =

O™t dar —0
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Sats 38. (Taylors formel med ordorestterm). Om f(z,y) har kontinuerliga partiella derivator
upp till ordning n + 1 i en omgivning av (z,y) sa &r

f(x+h,y+k)=Py(h, k) + 00", dar=+Vh24+Ek2 =0,

dar

Palt ) = fo) + (1 + k5 fav)

0 0 0*
<h282+2hka 5 o 2) fz,y)

+m<2 () 1 W)W’y)

Sats 39. (Taylorutvecklingens entydighet). Om f(z,y) har kontinuerliga partiella derivator upp
till ordning n + 1 i en omgivning av punkten (x,y) och om

fx+hy+k)=phk)+0E" ), dar=+h2+k2—0,

déar p(h, k) ar ett polynom av gradtal < n, s& ar p(h, k) = pn(h, k), diar P,(h, k) ar Taylorpoly-
nomet av gradtal < mn i Sats 38.

Anmirkning. Entydighetssatsen gér det mojligt att bestdmma Taylorutvecklingar ur kidnda
utvecklingar av elementéra funktioner, anvindande ordokalkyl och undvikande partiella derive-
ringar.

Exempel 75. (Metod II). Bestém Taylorpolynomet av 2:a ordningen till f(x,y) = e*¥ i punkten

(2,3).
=2+4+h
Losning: Satt {x 5 1_ L Fran envariabelanalysen vet vi att e = 1+t + %2, + O(#?). Vidare
zosning: y = ,
far:
Y — e(2+h)(3+k) — 5. ehk+3h+2kz

1
=e5(1 + hk +3h 4 2k + 5 (ke +3h + 2k)? + O(r?))

(1 + hk +3h + 2k + = (h2k:2 + 9h% + 4k? + 6h%k 4 4hk* + 121hk)) + O(r®)
=eS(1+3h+ 2k + %hQ + Thk + 2k?) + O(r?)

Sats 39 ger: Py(h, k) = €5(1 + 3h + 2k + Jh* + Thk + 2k?)

Exempel 76. Maclaurinutveckla till och med ordning 2 funktionen f(x,y) = (1 + sin(x +
y)In(l+2z+y) —2z—y
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— : _ 3
Losning: Sitt: { N Z {Sm(t) =t+0(t)

In(1+t)=t— 5+ 0%

S f(hk) = (1+h+k+00%) <2h+k_(2h+k)2

2
k2
= 2h? + 3hk + k* — 2h® — 2hk — 5 + 03
k‘2
= hk + ? + 0(7“3)

Py(h,k) = hk+ 5 —ay+ %

+ O(t3)> —2h—k

Exempel 77. Beridkna grinsvirdet

. 3 —COsT — Ccosy — COs 2
lim
(2,,2)—(0,0,0) 22 + y? 4 22

Losning: cost = 1 — 3t + O(t")
Vi har att z,y, z = O(r), dér r = /22 + 2 + 22

1
SCosxcosycosz:?)(l

= 5@ +97+2%) + 00"

it O(x4)> _ <1 P O(y4)> - (

1
= =r*+0(r")
2
3 —COsST — Ccosy — COs 2
: li = s Ys — 070,0 <—r—0
(:c,y,z)lgio,o,m 22+ y? + 22 (@, y,2) = ( ) r ]
1,.2 4
g 2O (L 4
_}% ) —}}B% 2"'0(7”)
1
2

1— =22 +0(z")
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Extremvardesproblem

Inledande Exampel

Vi betraktar problemet att for en avbildning f : R® R, kallad malfunktionen, bestdmma lokala
eller globala extremvirdespunkter, dir f kan undersokas pa hela sin definitionsméngd (utan bi-
villkor) eller pa en delméngd av Dy specificerad med bivillkor i form av likheter eller olikheter.

Exempel 78. Funktionen f(z,y) = ze~* %" antar
globalt maximum f (i 0) =L ~0,43

V2’ V2e
globalt minimum f <\_/—%, 0> = _\/12? ~ —0,43
VF (:l:%,O) =0, <:|:%,O) stationira punkter.

S N T

Exempel 79. For att bestimma de punkter (z,y) pa kurvan y = 22 som ligger niirmast punkten

(0,2) kan vi bilda den kvadrerade avstandsfunktionen f(x,y) = (r—0)2+(y—2)2 = 22+ (y—2)?,

och sedan bestimma minimum av f(z,y) under bivillkoret y = 22.

Avstdndet minimalt = 4 ~ 1,32
i punkten (:I: %, %)
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1—e—(=2+y?)
Exempel 80. Funktionen f(z,y) = { 2 +y? (z,y) 7 (0,0) ar kontinuerlig pa den kom-
1, (z,y) = (0,0)

pakta méngden M = {(z,y) : =1 <z < 1,—1 <y < 1} och antar sitt storsta virde 11 (0,0)
och sitt minsta viirde (1 — e%) i hérnpunkterna (£1,£1) av M

Méngden M utgor bivillkor i form av olikheter
for f.

P4 sin definitionsmingd R? antar f varken lokalt
eller globalt minimum.

Lokala maxima och minima

Lat f : R™ R och antag att p € Dy &r en icke-isolerad punkt, dvs. Ve > 0: (O:(p)\p) N Dy # 0
Godtycklgt néra p finns andra punkter i Dy

Definition 29. (p) &r ett lokalt maximum fér f om 3¢ > 0: (T € O.(p) AT € Dy) = f(z) <
/(D)

f(p) ér ett strangt lokalt maximum for f om 3¢ > 0: (Z € O:(p)AZT € Df\{p}) = f(Z) < f(P).
f(p) dr ett lokalt minimum for f om Je > 0: (z € O-(p) ANz € Dy) = f(z) > f(p).

f(p) ér ett strangt lokalt minimum fér f om 3¢ > 0: (Z € O:(p) AT € Df\{p}) = f(Z) > f(P).
Om f, (p) =...= fi (p) =0, eller ekvivalent om V f(p) = 0 kallas

Tn

P en stationdr punkt (kritisk punkt) for f.

Sats 40. Lat f : R" R och antag att p € Dy &r en inre punkt i D;. Antag att f har partiella
derivator av forsta ordningen i punkten p och att f(p) ar ett lokalt extremvérde.
D4 ér p en stationdr punkt for f, dvs. grad f(p) =0 (Vf(p) = 0)

Anmirkning. 1. Om f: R?>*R och p = (x0,v0) 4r punkten i Sats 40, s& dr tangentplanet
till z = f(x,y) i (zo,y0) givet av
z = f(wo,y0) + gi(%o?yo)@ —x0) + g!;;(xth Y0)(Y — o)
= f(x0,y0)
som d& &r horisontellt, (parallellt med xy—planettt)

2. Om den tillatna méngden M dir vi sker extrempunkter inte &r dppen och en extrempunkt
(70, yo0) ligger pa randen av M s& behdveer inte V f(zg,y0) vara 0 och dérmed inte heller
tangf4entplanet horisontellt, jamfér hérnpunkterna (£1,41) fér M i Exempel 80, som ger
lokala minimipunkter fér f i méngden M.
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Observera att lokalt extremvirde kan férekomma i punkter dir f inte &r partiellt deriverbar,
exempelvis har f(z,y) = /22 + y? lokalt och globalt minimum i origo:

Villkoret V f(p) = 0 &r inte tillriickligt for att f(p) skall vara ett lokalt extremvirde.

Om t.ex. f(x,y) = 2? —y?, sd ir V£(0,0) = 0, men f(z,0) = 2 har minimum i z = 0 medan
f(0,y) = —y? har maximum i y = 0.

Vi har da att (0,0) #r en sadelpunkt till ytan 2z = 2% — 3.

(En stationdr punkt (a,b) till f(x,y) &r en sadelpunkt om z = f(z,y) skér sitt tangentplan
z = f(a,b) ldngs en kurva med tva grenar genom (a,b, f(a,b)))

Lokala extremviirden fér avbildningar f: R*"R

En funktions f(z,y) beteende i en omgivning av en stationdr punkt a = (a,b), (Vf(a) = 0), kan
studeras med hjilp av Taylorutvecklingen:

_ _ I P - -
f(@) = f@)+ V@)@ —-a)+ 5@ - a)'Hy(z —a) + O(|z — af®)
N——
=0
1
= fla) + 5( - a)"Hy(z — a) + O(|z — a?)),
O R
dér Hessematrisen Hy = g%; ‘98””2‘3? och andradifferentialen d?F(a) ges da av:

Jzdy  Oy?

d*f(a) = (z —a) Hy(z — a)
82
= hQQ—xJ;(a, b) + 2hk

2
(a,b) + kzg_y{(a, b)

0% f
0xdy
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Som &r ett homogent polynom av graden < 2 med andra derivatorna till f i punkten a som
koefficienter. Detta &r en kvadratisk form.

Funktionen f(x,y) approximeras lokalt i en omgivning av punkten (a,b) av polynomet:

wy) = flab) + SPOLEK), (k) = (&~ ay—b)

och
0% f 0% f % f
P =n?=L 2 29 J
(h,k)="h 52 (a,b) + 2hk 920y (a,b) +k 052 (a,b)
:= Ah® + 2Bhk + Ck?
2
A= nggm, b)
Dar vi infort: ¢ B = (.?ngy (a,b)
C= Baxgy (a’ b)

For P(h, k) giller i punkten (h, k) = (0,0) att om AC — B2 > 0 si har vi en elliptisk paraboloid
med strangt lokalt maximum A < 0 och stréngt lokalt minumum om A > 0.

P(h,k) = —4h? 4 2hk — 4k>
(AC — B? >0, A<0) P(h,k) = 4h? + 2hk + 4k
(AC —B%?>0, A>0)

Om fér p(h, k) i punkten (h, k) = (0,0) géller att AC—B? < 0 s har vi en hyperbolisk paraboloid,
en sadelpunkt, och p(h, k) saknar extremvérde i punkten (h, k) = (0,0)

P(h,k) = 4h? + 2hk — 4k>
(AC — B? < 0)

Det lokala beteendet hos P(h, k) i en omgivning av (0,0) utsiger funktionens lokala beteende i
en omgivning av (a, b):

Sats 41. Antag att f : R?>R har kontinuerliga partiella derivator upp till ordning 3 i en om-
givning av punkten a = (a, b), som ir en stationir punkt till f, (Vf(a) = 0). Om det for andra
differentialen

d?f(a) = Ah? + 2Bhk 4+ Ck?*(= p(h, k))

géller:
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1. AC—B? > 0:Dair (a,b) en string lokal maximipunkt om A < 0 och en string lokal minimipunkt

om A > 0.

2. AC — B? < 0:Da ér (a,b) inte en extrempunkt.

Anmirkning. Sats 41 ger tillrackliga villkor for lokala extrempunkter. Satsen sidger inget om
fallet AC — B? = 0.

Exempel 81. Fér f(z,y) = 2* + y* ar alla partiella derivator av ordning tva noll i origo,
AC-B*=0.
Tydligen &r (0,0) en lokal och global minimipunkt for f.

Exempel 82. Betrakta funktionen f(z,y) = ze=*" V" fran Exempel 78. Vi bestdmmer de
stationdra punkterna i R:

falv(xvy) - 0 — (1 — 2.%2)6_:82_212 = 0 PN T = i%
fglj('r7y) =0 —2.Z'y€7127y2 =0 y=0

. (_%,0) och (%,O) stationédra punkter

to(wy) = 20(207 = 3)e™ TV, f (2,y) = 20(2y7 — eV,
= 2y (222 — 1)~ "V’

8
<
—~
K
<
~—
|

A= fé/z(_%vo) =2 %7 B = f:/c,y(_%vo) =0,

1. (—% : 5 .
— _ 1
C= e yy(_ﬁvo)
o AC—B?=1%2>0, A> 0. Sats 41:
f(—%, 0) = —\/% strangt lokalt minimum.
1 A= ;;(%70) =-2 %7 B = é/y<%70) = 07
2. (ﬁ70)
C = f" (L 0)=— 2
Yy\ /2’ e

s AC - B?=%>0, A<Q0. Sats 41:

f(%, 0) = \/% strangt lokalt maximum.

Exempel 83. Undersok vilka lokala exremvirden funktionen f(z,y) = (z —y)? — 2* — y* har.

Losning: De stationiira punkterna &r 16sningar till:

{fé(w,y) =0 {Q(x—y) — 423 =0
f;(m,y):() —2(x—y)—4y3:0

Addition av ekvationerna ger:

0=+’ =(@+y)@® —2y+9°) = (@ +y)((x —y)* +2y)
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Den sista parentesen dr noll enbart for x = y = 0, vilket ger att y = —ax 16ser ekvationen.
Inséttning av detta i den foérsta ekvationen ger:

z—13 =0 (z=0eller z = +1)

Stationdra punkter: (0,0), (1,—1) och (—1,1).

fo(@y) =2—122%, f1 (v,y) = =2, f,(z,y) =2 — 12y

1. (1,-1): AC — B> = (—10)(—10) —4 =96, A <0

o f(1,—1) = 2 dr ett lokalt maximum.

2. (=1,1): AC — B2 = (—10)(=10) —4 =96, A <0

o f(=1,1) = 2 dr ett lokalt maximum.

3. (0,0): AC — B?=2-2—(—2)? = 0. Sats 41 s#iger inget.

f(2,0) = 2? — 2* = 22(1 — 2?) lokalt minimum fér 2 = 0
£(0,) = y* — y* lokalt minimum for y = 0

<0, forx#0
T, T
A ){:0, forx =0

.. (0,0) ingen lokal extrempunkt

Lokala extremvirden for avbildningar f: R""R

Om f : R™R har kontinuerliga partiella derivator av ordning > 3 i en omgivning av punkten
a € R™, s& har vi ett lokalt extremvirde i @ endast om V f(a) = 0. Taylorutvecklingar kring a
blir da.

£(2) = @) + 5p(B) + O(P), =7 ~a

déar
i) = (@) = 0, 1= (@)
U I 89518% ij=1
Som ir en kvadratisk form i n variabler h = (h1,. .., hn)" och koefficienterna givna av elementen

i Hessematrisen Hy.

Da O(|h|?) ~ 0 i en litensmgivning av @ kan p(h) utnyttjas for att undersdka om f har ett
strangt lokalt extremvérde i apunkten a

Definition 30. En form p(h) av graden k sigs vara:

1. Positivt definit, om p(h) > 0 med likhet endast om h = 0, dvs. p har ett stringt minimum
for h=0

2. Negativt definit, om p(h < 0) med likhet endast om h = 0, dvs. p har ett stringt maximum
for h = 0.
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3. Positivt semidefinit, om p(h) > 0 med likhet dven for vissa h # 0, vs. p har ett ostringt minimum
forh = 0

4. Negativt semidefinit, om p(h) < 0 med likhet dven for vissa h # 0, dvs. p har ett ostringt maximum
for h =0

5. Indefinit, Om p(h) > 0 fér vissa h och p(h) < 0 fér andra h, dvs. p har ingen extrempunkt
for h =0

Exempel 84. Funktionen

flz,y) = (22 —y?)2 + 2" — 32° = Py(a,y) + O(r°), r= /a2 + 42
dér

Py(z,y) = (2® —y*)* + 2yt = 2t — 2229% + 4y

4r en form av graden 4. Tydligen #ir Py > 0 och Py =0 <=y = 0N (2% — y?) = 0 <= (0,0).
D& ar Py positivt definit med origo som string minimipunkt. Detta galler dven f(z,y):

jo.ooo04s

140.00001

g 108

~J
005
.00
.

0.05

Exempel 85. Lat
flay) = (a® —y)° +y' -2
= Pu(e,) + O07), 7= Va4
Hir dr Py(z,y) = (22 —y)?+y* = y? — 222y + 2% + 9%, ett polynom av graden 4 men inte en form
av graden 4.

Igen &r Py > 0 med Py = 0 <= (z,y) = (0,0), s& origo &r en strong minimipunkt fér Py, men
inte for f(x,y):

f(‘ra y) = f(x7x2)

<0, O<zr<l
=25(2® — 1) v
>0, -l<z<0

f(z,y) antar positiva och negativa véirden i ' '
varje omgivning av (0, 0)

Lemma. Om py(h) ér en form av graden k, s dr funktionen

o pe(h)

konstant pa stralarna th,t > 0, utgaende fran origo.
Om py &r positivt definit, s har funktionen g ett minsta virde ¢ > 0.
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Med hjélp av lemmat kan vi bevisa att tillrdckligt villkor for extremvirden i féljande sats, som
behandlar former av graden k, (kvadratiska formerna med k = 2 blir ett specialfall).

Sats 42. Om
(@) = f@@) +pr(h) + O(R**Y), h=z-a

dér pi(h) &r en form av graden k, sa har f(z) i punkten Z — a:

1. Ett stringt lokalt minimum, om py(h) dr positivt definit

2. Ett stringt lokalt maximum, om pg(h) dr negativt definit

3. Inget extremvérde, om pg(h) &r indefinit.

Kvadratkomplettering av kvadratiska former

Tillampning av Sats 42 forutsétter att man kan bedémma om en form av graden K &r definit,
(positiv eller negativ), eller indefinit.

For vara tillimpningar dr de kvadratiska formerna (k = 2) viktigaste.

Lat oss titta pa fallet med tvéa variabler. Om A # 0 kan vi kvadratkomplettera enligt:

2 Y
<h+ Bk) L AC— B

— 2 2 _
p(h,k) = Ah® +2Bhk + Ck* = A 1 yE

Fo6ljande observationer kan goras:

e Om AC — B? > 0, sa #r uttrycket niom klammern > 0 fér alla (h, k) och P = 0 enddast
om (h,k) = (0,0)
Formen &r definit, positivt om A > 0, negativt om A < 0.

e Om AC — B% <0, s &r uttrycket inom klammern > 0 for alla punkter (h,0), h # 0, och
< 0 fér alla punkter pa linjen (Bh, —Ah) genom origo, ty uttrycket ir da = (AC — B?)h? <
0. Formen &r da indefinit.

e Om AC — B? =0, sa ar uttrycket inom klammern (h + %kz)2 > 0 for akka (h,k) ochp =0
pa alla punkter pa linjen (Bh,—Ah). D& ar formen semidefinit, positivt om A > 0 och
negativt om A < 0.

Om A = 0 har formen utseendet

p(h, k) = 2Bhk + Ck? = k(2Bh + ck)

e Om B # 0, si vixlar uttrycket tecken da k véxlar tecken, (och h ar fixt), s uttrycket &r
indefinit
AC% = —B? < 01 detta fall.

e Om B =0, s ir p(h, k) = ck? som ir semidefinit, p(h,0) = 0, och AC — B? =0

Vi sammanfattar utredningarna i en sats
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Sats 43. Den kvadratiska formen
p(h,k) = A* + 2Bhk + Ck*

ar

1. Positivt definit, om AC — B2 > 0 och A > 0.

2. Negativt definit, om AC — B2 >0 och A < 0.

3. Indefinit, om AC — B? < 0.

4. Positivt semidefinit, om AC — B?> =0 och A > 0.

5. Negativt semidefinit, om AC — B? =0 och A < 0.

Att undersoka om en kvadratisk form av fler &n tva variabler ar definit eller indefinit kan gdras
genom att skriva om formen till en linjir kombination av jamna kvadrater medelst kvadratkomplettering.
Forfarandet beskrivs med tva exempel.

Exempel 86. Betrakta kvadratiska formen av h, % och [:
p(h, k1) = 2h2 +5(k — 1)2 + al® + 4hk — 4hl

dér a &r en konstant. Vi gor féljande omskrivningar:

1. Utveckla till lin-

jarkombination
L av olika monom.
p(h, k,1) = 2h? + 5k* — 10kl + (5 + 1)I* + 4hk — 4hl (ch®kP1® =monom)
2.
= Qh:2 +5k% — 10kl + (5+ “)l2 + 4hk — 4hl 2. Finn  variabel
i 2[(h+ k— l>2 _ (k’ _ 1)2] +5k2 — 10kl + (5 +G)l2 vars kvadrat ar
en av termerna.
2h2+4hk—4hl
=2(h+k —1)* = 2k? + 4kl — 21> 4+ 5k* — 10kl + (5 + a)l* 3. Samla alla ter-
— 2(h+ k —1)> + 3> — 6kl + (3 + a)i2 mer med varia-
5 o 5 o ) beln i en jamn
=2h+k—=0)"+3[(k=0)*=1I"]+B+a)l kvadrat
| —
3k2—6kl

4. Upprepa forfa-
randet med de
ovriga variabler-
na

=2h+k—0?+3(k—1)*+al®

1. Om a > 0 sa ar p > 0 med likhet om

h+k—-10=0
E—1=0 < (h,k,1) = (0,0,0)
=0

Formen &r d& positivt definit.

p(hy k1) = 2(h +k —1)? 4+ 3(k — 1)? + al®
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2. Oma <0 har vifor k=1=0 att
p=2h?>>0,dah#0

Pa linjen (0, k, k) &r p = ak® <0, da k # 0
Formen dr dirmed indefinit

h+k—-1=0
3. Oma=0#p=2h+k—102+3k—10>2 >0, med likhet di {k+l 0 =

h=0
{k: . dvs. pa linjen (0, k, k).

Formen &r d& positivt semidefinit

I sadana fall dar man vid tilldmpning av ovanbeskrivna algoritm inte hittar ndgon term med en kvadrerad
variabel bland de kvarvarande variablerna &r formen alltid indefinit.

Exempel 87. Betrakta p given av

p(h, k1) = 2h% + 2k + 21* + 4hk — 4hl — Tkl
=2(h+k—1)% = (k—1)%] + 2k*> + 21> — Tkl
=2(h+k—1)*— 3kl
Hér avslutas algoritmen. Viljer man (h,k,l) sd att h+k —1 =0 sd dr p = —3kl, s& p > 0 om

k= —loch p<0om k=1I[. Formen dr indefinit.
Uttolkningen av algoritmens slutresultat ges i féljande sats.

Sats 44. Om p(h) &r en kvadratisk form i n variabler och om algoritmen beskriven i Ex. 86
leder till en linjar kombination av:

1° n jimna kvadrater med positiva koefficienter, s& ar p positivt definit.

2° n jamna kvadrater med negativa koefficienter, sa ar p negativt semidefinit.

3° < n jimna kvadrater med positiva koefficienter s& ér p positivt semidefinit.

4° < n jamna kvadrater med negativa koefficienter, si &r p negativt semidefinit.

5° < n jamna kvadrater ddr nagon koeflicient > 0 och nagon koeflicient < 0, sa ar p indefinit.

Om algoritmen inte ger en linjar kombination av jamna kvadrater, (som i Ex. 87), s& ar p indefinit.

Exempel 88. Avgir om f(z,y,2) = 4cos(x+y—+2)+7(xy+yz+zx) har ett lokalt extremvirde
1 origo.

Lésning: Maclaurinutveckling av f ger:

x+y+z2
flay2) =41 - CHLED)
=4 — (222 + 29 +22% — 32y — 3yz — 3zx) + O(rY), r = /a2 + 2 + 22

V£(0,0,0) = 0, origo stationir punkt!

forstagradstermer sakmas

+O(|lz +y+2|Y) + 7(zy + yz + zz)
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Vi undersoker andragradsformen:
p(h, k1) = —2h* — 2k* — 21* + 3hk + 3kl + 3lh

kvadratkomplettering ger:

p(hk,D)

3.3\ 9 o 9 o 3
5 —<h—k—4l> ST GRS

4 2
3.3\ 7T .,
—<h—k—4l> +E(k:+l — 6kl)

4
3 3 7 7
=h-"k=0)%+—=(k-31)%—-—-9?
( 4 4 )+ 16( 30) 16 )
Kvadraterna har koeflicienter av olika tecken.
D& ger Sats 44 punkt 5° att p ar indefinit och funktionen har enligt Sasts 42 punkt 3°

inget extremvérde i origo.

Anmirkning. For kvadratiska former av tvi variabler dr det oftast enklare att anvinda Sats
41 istéllet for Sats 44.

Extremvirdesproblem med ett bivillkor

I praktiska tillampningar av extremvirdesteorin fér avbildningar f : R* ™R kan de
ingdende variablerna vara beroende av varandra. Detta kan uttryckas med hjalp av
ett eller flera bivillkor uttryckta med hjélp av avbildningarna g; : R R, ¢ =1,...,m enligt

gl<$1,...,.%'n) =0

Im(T1, ..., xy) =0

Definition 31. Att f(p) &r ett lokalt minimum (maximum) till f : R®™R under bivillkoren g¢;(z) = 0,
t=1,...,m, innebér att :

1. p uppfyller bivillkoren (g;(p) =0, i =1,...,m)

2. Det finns en omgivning U av p, sa att f(p) < f(z), (f(p) > f(z)), d& =z € U\{p} och
zeDyUDy U...UDy, ochgi(z)=0,i=1,...,m

f(p) &r ett strangt lokalt minimum (maximum) om vi har stranga olikhter i 2°.

Vi studerar forst fallet med ett bivillkor g(z) = 0.
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Vi har bivillkoret zy =1, z > 0,y >0
Detta kan skrivas:

1 S\
Yy=—,T> 0 \
. £\
Vi kan reducera problemet till att \
berékna minsta virdet av

Exempel 89. Bestdm det kortaste avstandet fran origo till punkterna péd kurvan xy = 1, da
x>0,y >0

Lésning: Det kortaste avstandet fran en punkt (z,y) € R till origo ges av f(z,y) = 22 + y?,
som d& kan anvindas som malfunktion.

Existerar ett sadant? Fér = € (0,3

kompakt méngd och ¢ dr kontinuerlig och deriverbar pa I.

) och x > 2 &r ¢(z) > 4. Intervallet I = [£,2] &r en

Di antar ¢ ett minsta virde pa I antingen i en stationir punkt i (1,2) eller i en intervallind-

29
punkt.
Da
2 zt—1

@’(x):2x7E22 =

)

erhéalls teckenschemat

z |3 1 2
@) | - 0 +
plo) |4 2 7

Alltsa har ¢ det minsta virdet 2 for x =1, da > 0.
Dirmed dr det kortaste avstandet till origo pa kurvan zy = 1,2 > 0,y > 0, givet av /2 och
antas i punkten (1,1) pa kurvan.

Oftast ar det omdjligt att explicit 16sa ut en variabel ur bivillkoret g(z) = 0.
Betrakta problemet att hitta lokala extrempunkter till f(x,y) under bivillkoret g(z,y) =0

Existensen av globala extrempunkter kan vara en svar

0
fraga som maéste 16sas fran fall till fall. ¢
Den enklaste situationen ar nar snit-
tet  av Dy och kurvan g(z,y) = 0

utgdr en kompakt mingd som f dr kontinuerlig pa.

Aven randpunkterna till D f. Som ingar i snittet bor gotgso
siarbehandlas.

Antag att vi har en lokal extrempunkt i en inre punkt (a,b) i Dy och i D,. Antag vidare att f
och g har kontinuerliga partiella derivator i en omgivning av (a,b) och att gradg(a,b) # 0
Antag t.ex. att g, (a,b) # 0. Da ger Sats 29, (existenssatsen for implicita funktioner), att kurvan
g(x,y) = 0 definierar implicit y = y(x) i en omgivning av (a,b). I en omgivning av (a,b). I en
x = x(t)

y=y(t)

omgivning av (a,b) kan dp g(z,y) = 0 ges av parametrisering {
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Dé har f(t) = f(z(t),y(t)) ett lokat extremvirde i punkten tg, for vilken (z(to),y(t0)) = (a, b)
Dé géller med stéd av kedjeregeln att

0= /(t0) = 51 (@) /(1) + 5 () o/ (10)

= gradf(a,b) - (+'(to), y' (o))

Detta betyder att gradf(a,b) ar vinkelrdt mot tangenten till kurvan g(z,y) = 0 i punkten (a,b),
men detta giller ju &ven for gradg(a,b). Vi har darmed satsen:

Sats 45. Antag att punkten (a,b) &r en lokal extrempunkt till f(z,y) under bivillkoret g(x,y) = 0.

Antag vidare att (a,b) &r en inre punkt i Dy och D,.
Déa géller det att

gradf(a,b) och gradg(a,b) dr parallella. (20)

Anmairkning. I hirledningen av antogs att gradg(a,b) # 0.
Om gradg(a,b) = 0 giller fortfarande (20, ty varje vektor &r parallella med nollvektorn.

Villkoret innebér att den nivakurva f(x,y) = ¢ som gér igenom (a, b) har gemensam tangent
med nivakurvan ¢g(z,y) =01 (a,b)

“A,(v.tﬁ\ =0

Nivakurvorna f(z,y) =¢ ,i=1,2,3

c1 < ¢g < c3 = (a,b) lokal maximipunkt

Vid praktiska rdkningar méaste villkoret omformas till ekvationer, vilket kan géras pa tva
satt:

1° Skriv om med en determinant och beakta bivillkoret g(x,y) = 0. Vi far ett ekvations-

System:
of of
i
% o (21)
g(z,y) =0

for bestdmning av (a, b).

2° Kriver att gradg(a,b) # 0. D& ér ekvivalent med att det existerar ett tal A sadant
att gradf(a,b) = A gradg(a,b). I komponentform med bivillkoret g(z,y) = 0 erhalls ekva-

tionssystemet
Af _ 10
9 =2y (22)
g(@,y) =0

med tre ekvationer och tre obekanta x,y och A
Detta dr Lagranges multiplikatormetod med den inférde hjélpvariabeln, multiplikatorn, .
Vi formulerar en sats fér Lagranges multiplikatormetod for f, g : R R.
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Sats 46. (Lagranges multiplikatormetod, ett bivillkor)
Om zg € R™ &r en lokal extrempunkt till problemet:

Maximera/minimera f(Z) under bivillkoret g(z) = 0, dér f, g : R® R har kontinuerliga partiella derivator

Sé& uppfyller 2y for ndgon konstant A, (multiplikatorn),
Villkoren:

) {gradf(i"o) = A gradg(zo),
9(zo) =0
eller

(B) {gradg(afo) =0,
9(Zo) =0

Anmirkning. 1. Villkoret (A) utskrivet i koordinat form ger ett ekvationssystem med n+ 1
ekvationer och n + 1 obekanta (x1,...,Tn, \)

2. Villkoret (A) kan omskrivas med Lagrangefunktion

F(z,)) = f(z) — Ag(T)

som gradF(Z,\) = 0,
eftersom

gradF(z,\) = (f;1 — )\g’ml, e ffvn — )\g;n, —g).

Exempel 90. Bestam arean av den storsta likbenta triangel som kan skrivas in i enhetscirkeln.

%

Losning: Betrakta likbenta triaglar med y—axeln som (6,1)
- 1

symmetriaxel.
Vi maximerar triangelarean \

flay)=z(1—-y), >0 ) > X
under bivillkoret g(z,y) = 22+ y> — 1 = 0. %x,%)

Definitionsméngden for f &r Dy = {(z,y) : > 0}. Bivillkoret definierar en sluten halvcirkelbage
1 Dy, som da ar kompakt, sa f : s kontinuitet garanterar existensen av ett maximum. Maxime-
rande punkten (x,y) 4r antingen en unkt pa randen av Dy, alltsd (0,1) eller (0,—1), vilka ger
f = 0 sa de utesluts, eller s& kan (x,y) bestimmas med Sats 46.

Eftersom gradg(x,y) = (2z,2y) # 0 pa enhetscirkeln kommer inte fallet (B) ifraga. Stiller upp
ekvationerna (A): (med tilligget x > 0)

-

fo=Ags l—y= A

" — N\ P

Ty gy — T = A2y
g(@,y) =0 w?+y? —1=0
x>0 x>0
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Forsta ekvationen ger A uttryckt i « och y:

1_
A=-—"Y
2x

Inséttning i den andra ekvationen reducerar systemet:

—2?2+y?—y=0 202 —y—1=0 3
a2 42—1=0 =a?+2-1=0 <" 2
4y —1= rr+y —1= y— 1
x>0 x>0 2
Mojliga maximivarden: f(@, —%) = BT\/ﬁ’ fO,£1)=0
Triangeln blir liksidig med sidan /3.
Alternativt kunde man stilla upp ekvationerna .
Lt l—-y —x
o fyl 2y =0 2y — 2y + 2% = 0 "
x = — (%
9z 9y y 2y 1—0
9(z,y) =0

Betrakta problemet att bestdmma lokala extrempunkter till f(z) = f(z,y, z) under bivillkoret
9(x) = g(x,y,2) = 0.

Bivillkoret bestéimer en niviyta i R®. Antag att (a, b, c) &r en punkt pa g(Z) = 0 som ger en lokal
extrempunkt for f.

Antag vidare att gradg(a, b, c) # 0, sig att ¢.(a,b,c) # 0

D& ér z = z(z,y) i en omgivning av (a, b, ¢) en beskrivning av nivaytan, (se sida 113). I en omgiv-
ning av (a, b, ¢) kan ytan parametriseras med tva parametrar s, ¢ : Z(s,t) = (x(s,t),y(s,t), z(s,t)),
dér Z(so,to) = (a,b,c). For f(z(s,t)) erhalls med kedjeregeln:

fa(@(s0,t0)) = fz - 25(s0,t0) + fy - Ys(s0,t0) + f2 - 25(s0, to0)
fi(Z(s0,t0)) = f7 - (50, o) + fy - yi(s0,t0) + f2 - (50, o)

Vf(a‘7 b7 C) ’ '/Z';(Smt(]) =0

Vilket kan skrivas:
Vf(a,b,c)- zy(so,to) =0

Da ar grad f(a, b, ¢) vinkelrdt mot tangentplanet till ytan g(z) = 01 (a, b, ¢). Men da &r grad f(a, b, ¢)
parallell med gradg(a, b, c).
Resonemanget kan utvidgas till n > 3 och vi far foljande generalisering av Sats 45:

Sats 47. Antag att punkten (ay,...,ay) dr en lokal extrempunkt till f(z1,...,x,) under bivill-
koret g(z1,...,zn) =0.
Antag vidare att (ai,...,a,) dr en inre punkt i Dy och Dy. D4 géller det att:

gradf(ai,...,a,) och gradg(ai,...,a,) ar parallella. (23)

Anmairkning. Fér n > 3 kan inte determinantvillkoret langre anvdndas for praktiska
berdkningar. Déremot kan vi ju anvinda Lagranges multiplikatormetod, Sats 46, vilket gors i
foljande exempel.
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Exempel 91. Bestam det storsta virdet av
fla,y,2) =2 +y° +2

pa enhetssfiren.

Losning: Vi har bivillkoret
gz, 2) =22 +9y*+22—1=0

Vilket utgor en kompakt méngd, s& var kontinuerliga malfunktion antar ett stérsta virde pa
enhetssfiren. Vi anvéinder Sats 46:

gradg(:z:, Y, Z) = (2'T7 2ya 22) 7& (07 07 0)

pa enhetssfiren, si villkor (B) i Sats 46 géller ej.
Vi staller upp ekvationssystemet (A):

fL=X-d. 1=M\x
=g, 2y = A2
Ty=XA"9y e W A2y
fl=X-4g, 1=X22
g(z,y,2) =0 2 +y?+22=1

Ekvation 2 ger att y =0 eller A =1

I fall 1° fas funktionsvardet % och i2° ++/2.
Darmed erhalls det storsta virdet i tva punkter:

1 1 1 3

f(Eai\ﬁag)ZQ

Extremvirdesproblem med flera bivillkor

Betrakta problemet att bestimma extrempunkter till en funktion f(z) = f(«,y, z) under bivill-
koren

91(2) =0
{ 0 (24)

Lat @ = (a,b,c) vara en lokal extrempunkst till f under (24). Antag @ é&r en inre punkt i Dy, Dy,
och Dy,.
Da giller g1(a) = g2(a) = 0. Antag att g; och go har kontinuerliga derivator i en omgivning av

_ d(g1,92) . _
a och att t.ex. d(y.2) # 0 i punkten a.

Da ger Sats 30 att skdrningskurvan mellan nivaytorna kan parametriseras i en omgivning
av a: z(t) = (x(t),y(t), 2(t)), med Z(ty) = a.
D4 géller:
d . _
&f(iﬂ(t)) = fr-2'(to) + fy - v/ (to) + f22'(to)

= gradf(a) - (2/(to),y'(to), 2’ (to)) = 0

t=to
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D4 ar gradf(a) vinkelrdt mot skirningskurvans tangent i a. Men detta géller aven for gradg; (a)
och gradgs(a), eftersom skirningskurvan ligger i bada nivaytorna (24).

Dérmed ligger grad f(a) grafg;(a) och gradgs(a) i samma plan med normal vektor Z'(tg). De tre
gradientvektorerna ar da linjart beroende.

Genom att utnyttja Sats 31 kan ett liknande resonemang goras for det allménna fallet f : R R
och g1,...,9p : R"R, p <n.

Sats 48. Antag att punkten a = (aq,...,a,) ar en lokal extrempunkt till f(z1,...,x,) under
bivillkoren g1(Z) = ... = gp(Z) = 0. Antag vidare att @ &r en inre punkt i Dy, Dy,,..., Dy, .
D& giller det att

gradf(a), gradgi(a),...,gradgp(a) ar linjart beroende (25)

Anmirkning. Antagandet p < n behévs ej i Sats 48, ty om p > n jar vi > n+ 1 vektorer i
som da sikert ar linjart beroende i R™.

Om p=n—1 ger ett determinantvillkor for att med bivillkoren rékna ut kandidater till
lokala (inre) extrempunkter:

(| gradf(z)
gradg (Z)

gradg,—1(Z) (26)
91(2) =0

gnfl(j) =0

Exempel 92. Bestidm det minsta avstidndet till origo fran skirningskurvan K definierad av

gi(z,y,2) =22 +2y* =1 =0
gz, y,2) =xy+22—2=0

(z,y,2) € D = KN {(z,y,2) : 2% +y? + 22 < r} for tillrickligt stort r. D #r en sluten och

Losning: Som malfunktion viljs det kvadrerade avstandet
till origo:

.
{
[

2 2 2 INg
flx,y,2) =" +y~ + 2 »t
t

Minimum existerar, ty K &ar en sluten mangd och vi kan
betrakta minimeringsproblemet fér punkter

begrinsad mingd, dvs. kompakt, och f &r kontinuerlig pa D, s& att minimum antas av f.

V1 berdknar determinanten i :

Vf(z) 20 2y 2z
V()| =| 20 4y 0| =222z — 4y(y + 2)) + z(8zy — 4ay)
Vga(Z)| |y+z = =

= 4(y + 2)(2* — 2y2)
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Ekvationssystemet blir da:

4(y + 2)(2? —2yz) =0 7?2 = 2yz r? = 2yz
2 +2y2 =1 Wiz 2z +2y2 =1 <=2z +y)=1
2(y+72) =2 2y +2) =2 2(y+2) =2
2
x4 = 2yz z =2z
zy P ins, . :|:2ﬁ
2(y +2) =2 2y +2) =
Systemet 16ses av: £ <2—32, TQ, %) Minsta avstandet ar 32ﬁ i bdda punkterna.

Lagranges multiplikatormetod kan utvidgas till att behandla problem med flera bivillkor:

Sok (lokala eller globala) extrempunkter till f : R™™ R
da den tillatna mangden ges av bivillkoren:
F'={zeR":g1(x) =0,...,9m(z=0)}

dar ¢g1,...,9m : R™R

(Lm)

Bivillkoren kan sammanfattas i vektorform:
91()

: =g(x)=0
Im ()

déar g : R"™R™

Sats 49. (Lagrange multiplikatormetod). Om Zy ar en lokal extrempunkt till problemet (L, ),
sd uppfyller zy f6r ndgon konstant vektor L = (Aq,..., \y,) € R™ villkoren:

A grad f(zo) = L g (o)
9(Zo) =0
eller

_B{ﬂV@Q:mL¢o
9(Zg) =0

dar ¢'(Zg) ar funktionalmatrisen (Jacobimatrisen) i Zy.

78



Exempel 93. Bestiam det storsta och det minsta vérdet f(z,y, z) = xyz kan anta pa skirnings-
kurvan mellan ytorna 22 + y? + 22 =2 och r + y + 2 = 2.

Lésning: Vi har bivillkoren g (z,y, 2) = 22 +y?+ 22 =2 =0 och go(z,y,2) =2 +y+2—2 = 0.

Skirningskurvan dr en kompakt cirkulir ring i R och f ar
kontinuerlig pa den, sa ett storsta och minsta virde antas.
Vi tillimpar Sats 49:

o= (o) = (1)

gradf(7) = (yz,rz,2y), ¢(Z) = (2130 21y 21z>

L € R?, LT = (\, 1) Lagrange multiplikatorer.

Betrakta forst villkoret (B):

LTg/(j) = (07070)7 ()‘au) #* (070)7 g(i‘) =0

) 1. Forsta ekv. ger A # 0, ty annars (A, u) =0

2Ar + =0 2. x =y = z erhalls ur de tre forsta ekv.
22 y+p=0

- 322 =2
2Az+p=0 3. Dé blir ekv. 4 och 5 4
22 42422 =2 3z =2
rty+z=2 Saknar 10sning.
(A ) #(0,0)

Alltsé ger villkoret (B) inga kandidatpunkter till maximum eller minimum for f.

Betrakta villkoret (A):

gradf(z) = L"¢'(z), () =0
)

(2 =2\z +p (1)
zx =2y + 1 (2)
xy =2 z+ 1 (3)
24yt +22 =2 (4)
rT+yt+z = (5)

2y —x)=2Xz—y) (6)
(z—y)=2X\y—2) (7)
(y—2)x(6) = (z—y) x (7) ger: (y —2)(y —2)(2 —2) =0

.. Minst tva av variablerna méste vara lika.

1. Eliminerar A och u: (1) — (2) och (2) — (3) ger

2. Fallet z = y: Ekv. (4) och (5) ger

22422 =2 322 —4dz+1 =0
<~
20 4+2z =2 z =2(1—ux)

114
e =(1,1,0) eller (=,=, =
(x7y7z) ( ) 9 )e er <37373>
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Av symmetriskil &r aven (0,1,1),(1,0,1), (%, %, %) och (%, %,% losningar till (A).
(1,0,1) och (1,1,0), samt

Funktionen f antar sitt minsta vérde 0 i punkterna (0,1,1),
sitt storsta virde 2% i punkterna (%, %, %) , (%, %, %) och (%, %, %)

Storsta och minsta virden pad kompakta mingder

Om f : R"™R &r kontinuerlig p& en kompakt mingd D, s& antar f ett storsta (minsta) vérde
f(p) pa D.

Antag att n = 2 och att D begrinsas av kurvorna cy, . .., ¢, vars skidrningspunkter bildar hérnen
Hy.
Py
H c., M
C D c
4 2
Ha
H, | €

Det foreligger fyra mdjligheter for p:

1. pinre punkt i D, f har partiella derivator i p:
p lokal extrempunkt och gradf(p) = 0

2. pinre punkt i D, f saknar partiella derivator i p.

3. p ligger pa rymdkurvan ¢, men ir ej en hérnpunkt:
P behdver inte vara stationér punkt for f,
men dr en lokal extrempunkt under bivillkoret (x,y) € ¢k

4. p ar en hornpunkt Hy:
p behover inte vara lokal extrempunkt f6r f under bivillkoret (z,y) € ¢},

dar ¢, = ¢U {forlangningen av ¢, forbi hornet Hy},
ty f kan anta virden storre dn (mindre &n) f(p) godtyckligt néra p pa ¢y :s forlangning.

Exempel 94. Bestim det storsta och minsta virdet av f(z,y) = = + 22 + y? pa den kompakta
cirkelskivan

D={(z,y):2*+y* <1}

Lésning: Stationdra punkter ges av ekvationssystemet

D=

9 — 142 =0 = —

g]"’i — v Inre punkt i D

L=2y=0 y=0 =
For att underséka 9D Gvergar vi till poldra koordinater.

T = cost
. , 0<t<2m
Yy =sint
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Definiera ¢(t) := f(cost,sint) = cost + cos?t +sin®t = 1 4 cost, t € [0, 27]

{4,0(0) =2 = p(2m), storsta virde pa [0, 2]
0,

() minsta virde pa [0, 27]

Funktionen f:s stérsta och minsta virde soks bland:

fo3:0)= 3 J(10) =2 f(ZL0) =0

t=0,2m t=m

) Storsta vérdet ar f(1,0) = 2
" | Minsta viirdet Ar f(—%,O) =—

Exempel 95. Bestim det storsta viirdet av funktionen f(x,y) =3+z—22—9%, 0<z<y<1

Lésning: Definitionsmingden &r en kompakt triangel.

Ett storsta virde existerar.
De stationédra punkterna ges av:

9 —1-2z=0 1
ox
— (z,y) =(5,0)€D
of _ _
{ay——Qy—O 2

Ingen stationédr punkt i D°, det storsta virdet antas pa 0D.

1°) Strickan ci: ¢1(y) = f(0,y) =3 —y2, y € [0,1].
Maximum antas fér y = 0, £(0,0) =3

Stérsta viirde antas antingen i (3, 1) eller i ndgon av hérnpunkterna (0,0) och (1,1).

3°) Striickan cs: p3(z) = f(z,1) =2+ —2% 2€[0,1] ps(z) =1-22=0 <z =

1
2
Bér beakta: (0,1, (3,1)) och (1,1) pa cs.

.. Méjliga punkter for maximum av f &r:

0.1), () 10,0, (1,1), (5 1)

med funktionsvirdena: 2, %, 3,2, %

Svar: f(3,1) = 28—5 ar det storsta virdet pa D.

Storsta och minsta virden péa icke-kompakta méngder

Pa icke-kompakta méngder ar existensen av storsta och minsta véirde inte garanterad.
Ofta forsoker man gora en lamplig kompakt avskirning av definitionsméngden, och visar (ofta
med uppskattningar), att virdena utfor avskdrningen inte paverkar resultatet.
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Exempel 96. Bestim storsta och minsta viirde, (om de existerar), av f(z,y) = e*t¥(4 — 22 —

y2)7 Df = R?

Lésning: f(z,y) < 0 utanfor cirkeln 22 + y? = 4.
Sitt D = {(x,y) : 22 + y* < 4}, kompakt mingd. f antar ett storsta virde pa D.

Stationdra punkter:

(x,y)=(1,1) € D
<= [ eller

{%:e’”+y(4—x2—y2—2x)=0 — {4—21:2—296:0
(xay) = (_27_2) ¢ D

S —emtv(a—a? —y? —2y) =0 y=ux

f(1,1) = 2¢%(~ 14,78) och f(z,y) = 0 pa D

.. Storsta viardet pa R? &r: f(1,1) = 2¢2

Minsta vérde? Betrakta f(z,y) pa linjen y = = :
f(z,y) =e"To(4 — 2% — 2%) = e**(4 — 22%) — —00, dd z — o0

.. Minsta véirde saknas.
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Dubbelintegraler

For en avbildning f : R™R som &r kontinuerlig och icke-negativ pé intervallet [a,b]. Kan vi

anvinda (enkel) integralen fab f(z)dx

L »{\(ﬂ
som ett matt pa ytan mellan grafen av f och z- axeln &
Volymer av rotationssymmetriska kroppar

l

l

b° i A
rotationsytor kan &ven berdknas med enkel 1ntegra— i > %
ler. “ b

= S W!Jst

'S
J
X \ﬁ:@*\

—ﬂ'fbf )2dz,
—27rff V14 f(x)?de

I '_

o J| ?J " '!' AN >K.
e~ |/ AN
A ; \\/

Med dubbelintegralen kan vi berdkna volymer av kroppar som inte &r rotationssymmetriska.

Antag att f : R?*R &r sadan att f(z,y) > 0 och f #r kontinuerlig pa en kompakt métbar mingd

D € R?. Da kan vi med Ip(f) = [ [f(z,y)dzdy beteckna Volymen av kroppen k = {(z,y, 2) :
D

(Iay) GD,OSZSf(:an)}

Vi vill definiera dubbelintegralen av f dver D, da f : R?*R och D C Dy. Foljande egenskaper
ar 6nskvirda hos dubbelintegralen Ip(f) :

L Ip(f+g)=Ip(f)+Ip(g)
2. Ip(\f) =Ap(f), \eR
3. ID1UD2(f) = ID1(f> + IDQ(f)7 da DiNDy =10

Definition 32. Indikatorfunktionen xp(z,y) pad méngden D definieras genom

~_J1, om (x,y)e D
xo(@,y) = {O, om (z,y) ¢ D

Mingden D € R? dr mitbar, om den har en dndlig area, vars métt betecknas m(D). (Detaljerat
i anmirkning) Lat Dy, k = 1,...,n vara mitbara parvis disjunkta méngder i R%, (D; N D; =10,
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da i # j) och sitt D = |Jj_, Di. Funktionen f(z,y), som &r konstant ay pi Dy, kallas den
matbara trappfunktionen,

n

fl@,y) = arxp,(z.y)

k=1

Dubbelintegralen av trappfunktionen f 6ver D definieras som talet

In(f) = ax-m(Dx)
=1

Anmirkning. Man kan ldtt visa att Ip(f) uppfyller egenskaperna 1.-4 ovan

Anmairkning. Geometriskt ar apm(Dy), ar > 0, Volymen av
en "cylinder” med basarean m(Dy) och hojden ay. Vi utnyttjar
i fortsdttningen féljande egenskap for métbara mingder

m(D) =m(| D) =Y m(Dy), daDinDj=0i#j X
k=1 k=1

" I ®)=a,mep) )
0 " ]
och D_ U Dy,
k=1

Anmirkning. (Om ytméattet m(D)). Betrakta mingden D C R? och en rektangel R som
omfattar D, (D C R).

i~

R indelas i sméa rektanglar. Lat P; vara en méingd bestaende av sma
rektanglar sd att P, C D och likaledes P» sé att D C Ps.

Arean av P} och P, kan berdknas som summan av de ingdende rektanglarnas areor. Nu kan de
ingdende rektanglarna goras godtyckligt smé och vi sitter:

Om m*(D) = m,(D) s& dr D métbar med mattet m(D) = m*(D)

Antag nu att f : R?"R ir begriansad pa en mingd D C Dy, som ar méatbar och begrinsad. Da
kan vi jimféra f med métbara trappfunktion, for vilka egenskap 4., (sida [83)), géller och forsska
definiera ett tal Ip(f). D& f ar begriansad uppét pa D, f(z,y) < SY(x,y) € D, finns det métbara
trappfunktioner ¢ sa att

Y(x,y) > f(x,y) i D,
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f(z,y) =sinz pa ([0,1] x [0,1]) U ([1,2] x [0, 1]) med évre och undre trappfunktion

exempelvis ¢¥(x,y) =S 1 D. For varje 6vre trappfunktion vill vi att 4. géller.

In(f) < Ip(¥)

Analogt finns métbara undre trappfunktioner p(z,y) < f(x,y) i D. (Exempelvis p(z,y) = s <
f(z,y) i D). For varje undre trappfunktion vill vi att 4. géaller:

In(e) < Ip(f)

Definition 33. Lat f : R?™R vara begrinsad pa en begrinsad och mitbar mingd D C Dy.
Overintegralen I})(f) av f éver D definieras som

IE(f) :=inf Ip(v), d& f <1 pad D och ¢ métbar trappfunktion

Underintegralen I, (f) av f 6ver D definieras som

I (f):==supIp(y), ¢ < f pa D och pmirbar trappfunktion

Anmirkning. I, (f) < I} (f), ty ¢ < f <¢V(x,y) € D ger att supIp(p) < Ip(tp) fér varje ¢,
p<f
sa

In(f) = zing(w) < igﬁcID(w) =1I7(f)

Definition 34. Lat f : R?"R vara begrinsad pa en begrinsad och mitbar méingd D C Dy. Om
I (f) =I}(f), sddr f integrerbar dver D och det gemensamma viirdet Ip(f) := I (f) = I} (f)
kallas dubbelintegralen av f 6ver D och betecknas

/ /D f(, y)dady == In(f)

Sats 50. Lat f : R?™ vara begrinsad och likformigt kontinuerlig pa en begrinsad och métbar mingd

D C Dy. Da ér f integrerbar éver D.

Anmirkning. Om méingden D i Sats 50 ar kompakt (sluten och begrinsad), s& ricker det med

att kriva att f ar kontinuerlig p& D, ty da &r ju f dven begrénsad (Sats 9) och likformigt kontinuerlig

(Sats 12).

Sats 51. Lat f : R?"R vara begrinsad och likformigt kontinuerlig pa en begrinsad och métbar mingd D C D ¥

Dé kan Ip(f) = [[, f(x,y)dzdy approximeras godtyckligt noga med en Gversumme eller un-
dersumma svarande mot en indelning av D i tillrdckligt sma méatbara delméngder Dy, dvs.
diametern

(wvy) € Dk

diam(Dy) = sup{|(z,y) - (2.4} {(:v’ y') € Dy,

Skall vara tillrdckligt liten for varje k.

85



Sats 52. Lat f : R?™R vara begrinsad och likformigt kontinuerlig pa en begriinsad och m#tbar mingd D C D ¥

D& approximerar Riemannsumman Y ,_; f(zg, yx)m(Dy) dubbelintegralen Ip(f) godtyckligt

noggrannt, om max diam(Dy) &r tillrackligt litet.
1<k<n

Viktiga egenskaper hos dubbelintegralen

F6ljande sats visar att var definition av Ip(f) uppfyller egenskap 4.

Sats 53. Lat f,¢ : R?>R vara begrinsade och integrerbara funktioner éver den mitbara och
begrinsade méngden D C DyN Dy, och antag att f(x,y) < g(x,y) for alla (z,y) € D. Da giller

(h = | /D o piady < | /D 6(z,y)dzdy = In(g) (27)

Sats 54. Antag att f : R?>R #r begrinsad och integrerbar 6ver de mirbara och begrinsade
méngder DyochDy, D = D1 U Dy C Dy och D1 N Dy = () D& &r f integrerbar over D och
ID(f) = IDl(f) + IDz(f)

J[ szt = [ [ reasay + I/ Sy 28)

Anmirkning. Genom upprepad anvindning av Sats 54 kan D delas upp i ett dndligt antal
miétbara parvis disjunkta delméngder Dy, ..., D, och Ip(f) =1Ip,(f)+ ...+ Ip,(f)

Nésta sats etablerar egenskaperna 1. och 2., dvs. att avbildningen f™Ip(f) &r linjar (Ip linjér
operator).

Sats 55. Lat f, g : R R vara integrerbara funktioner pa den mitbara och begrinsade méingden
D C Dy n Dy Da géller for A\, u € R att Af + pg ar integrerbar pa D och Ip(Af + pug) =
Mp(f) + plp(g)

//D()\f(:c,y) + pg(z,y))dzdy = X - //D f(z,y)dady + p - //D g(z, y)dady (29)

Sats 56. Lat f : R*™R vara kontinuerlig pa den kompakta mitbara mingden D C Dy. Da ér
| f| integrerbar 6ver D och [Ip(f)| < Ip(|f]),

\ Il f(x,y)dxdy‘ < [[ @ lasay (30)

Sats 57. Antag att f : R2 R dr begrinsad pa en begrinsad mitbar nollmingd D,, m(D) = 0.
D& ar f integrerbar och Ip(f) =0
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Sats 58. (Medelvirdessatsen for dubelintegraler). Om f,g : R?* R dr kontiunuerliga pa en
kompakt métbar och sammanhéngande méngd D, och om g(z,y) inte byter tecken pa D, s& ar

|| f@staminty = @) [ gamiady (31)

For ndgon punkt (a,b) i D.

Korollarium 1.1. (till sats 58). Om f &r kontinuerlig pa en kompakt, métbar och sammanhéngande
méngd D, sa ar Ip(f) = f(a,b) - m(D) for nagon punkt a,b € D,

/ /D f(z,y)dady = f(a,b) -m(D) (32)

Upprepad Integration

Beridkning av dubbelintegraler kan ofta reduceras till tva endimensionella integrationer.

Sats 59. Om f : R?"R ir kontinuerlig pa en mingd D av formen
D={(z,y):a<z<ba()<y< )}

dér a(x) och B(z) dr kontinuerliga pa [a,b] och a(x) < S(z), s& giller

Fapdedy = [ | [ )y do (33)
/], [

Anmirkning. 1. Ett omrade av formen D i Sats 59

kallas enkelt i y—led:
Berdkningsmetoden i

Forst integrerar man for varje enskilt z—vérde i [a,b] f(x,y) med avseende p& y Over
intervallet [a(x), 5(z)] och betraktar denna integral som en funktion av z, som sedan
integreras med avseende p& x Over intervallet [a, 0]

2. Om f(x,y) kontinuerlig p& D' = {(z,y) : a <y < b,a(y) < z < B(y)} dir a(y), B(y)
kontinuerliga pa [a, b] och a(y) < B(y) sa giller:

fapdedy = [ | [ @ yde| ay (34)
/], [

D’ ar d& enkelt i z—led

o4 @) Rty
"¢q .

=
D
[ 5 X
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Exempel 97. Berikna ffD(mZ + y?)dzdy,

dir D = {(z,y) : 2* <y < 2z}

altl.: D enkelt i y—led, tillimpar Sats 59 med
a=0,b=2a(r)=2%3(x) =2z

Da ger att:

2x
/ (2% + yz)dy> dx

2

2
// (x2+y2)dxdy:/ (
D 0
2 372z 2
2 Y 14 5 4 1
/0 [:1: Y+ 3L2 T /0 <3x z 3:L' x

7, © 216
gt - - | =T (x6,17
& |, - o

alt 2.: D enkelt i z—led, tillimpar formel med a = 0,b=4,a(y) = ¥ och B(y) = /y

3 VY

4 NG, ar,
// (2% + y*)dady = / / (22 +yH)dx | dy = / [ + yzm] dy
D 0o \Jy/2 o L3 y/2

4 (y32 13 2 2 13 ,1°
_ Y 52 2203 qu= | 252 4 272 224
/0 ( 3 7Y 24y> Y [153/ T T g6 |,

Fo6ljande sats anvinds f6r berdkningar av volymer utan bevis:

Sats 60. Om f,g : R?"R #r begrinsade och integrerbara Gver en méitbar begrinsad mingd D
och f(z,y) > g(z,y) 1 D, s& galler

/AU@&%@@WWMMZVM) (35)

dér V(A) &r volymen av mingden A = {(z,y,2) : (x,y) € D,g(x,y) <z < f(z,y)}

Exempel 98. En kula K har hérn i punkterna (0,0, 0), (0,0,2) och (2,2,2). Kulan delas i tva
bitar av ytan z = --. Beriikna volymen av den bit som inte innehaller origo.

xy '’
Losning:
2 v
ey 220 Efr,’:‘d‘ I~ B

CBERDe T  ad ) W

.27/ | - R Lz sy
222&/ A »DZ 2‘ H SRl

1 5 w2 x
Ly 22 ""5 g =g, ¢ D, D enldd Lyebd
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Formel (37)): (A den bit som inte innehaller origo)

// (z,y) — g(x y)]da:dy!/ [/ 2—1)dy] dx
1 1/2x Yy
1. 77 2 1 1
= 2y — —Iny dz = 4——(1+1n4)— —Inz | dx
1/4 T 1/2x 1/4 € T

2
= [41: —(14+In4)Inz — 1(lnx)2]
2 1/4

=7—-3n2— g(ln2)2(m 2,8)

Variabelsubstitution i dubbelintegraler

Ibland kan berékningen av en dubbelintegral [[, f(z,y)dzdy underlittas genom Svergang till
nya integrationsvariabler u och v genom en substitution

x = z(u,v),
y=y(u,v)
Varvid omradet D’ i uv—planet avbildas pa omradet D i xy—planet. Orsaken till variabelbytet

kan vara ett "krangligt” omrade D eller en besvirlig integrand. Substitutionsformeln for enkelin-
tegraler, fa f(z)dx = fﬁ (t))2'(t)dt, (x = z(t)), har d& motsvarigheten.

/fxydxdy—/D/f u,v) (uv))‘jguvg‘dd

dar absoluta beloppet av funktional determinanten spelar samma roll som 2/(t) {6r enkelintegra-
ler. Dubbelintegralerna 6ver D och D’ definieras med hjélp av areor i zy—respektive uv—planen

och den lokala ytskalan vid avbildningen (u,v)™(z(u,v),y(u,v)) &r )
den” D och D’ géller

_ |d(=,y)
D)~ ’d(u,w

d@y) | g4 for "sma omra-
d(u,v)

m(D")

Formel (%) kan nu motiveras pa foljande vis: Dubbelintegralen kan approximeras godtyckligt
noga med en Riemannsumma;: (Dy "sma”)

> f(xky)m(Dy), (k. yx) € Dy, D = | Dy
k=1

k=1

Lat Dy vara bild av Dj i uv—planet och (z,yx) bild av (ug,vy) € D). D& kan (x*) skrivas i
formen

(% * %) Zf x(uk, vg), y(ug, v)) km(D;c)

Om é&ven D). &r "smd” borde UIC/YN ‘d(xvy)
m(Dy},)

’ ) och (x % *) &r d& en god approximation till
Uk ,Vk
hégerledet i (%) om indelning av D" i Dj:n &r fin. Vi motiverar, utan bevis, féljande sats

Sats 61. Formeln for variabelsubstitution:

/ fxydxdy—/le x(u,v), y(u,v)) - ’d(zv)

géller under férutsdttningarna 1° — 3°:

- dudv (36)
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1. f begrinsad och integrerbar Gver métbar, begriansad mingd D

2. {x B a:((u, v)) ger omvéandbar avbildning av en métbar och begrinsad mangd D’ p& D.
Yy =yu,v

3. Funktionerna z(u,v) och y(u,v) har kontinuerliga partiella derivator p4 D’ och ggz‘zg #0
pa D'

Linjara transformationer

Ett omradde D i xy—planet som begridnsas av linjestycken kan ofta transformeras over till ett
omrade D’ i uv—planet som ar enkel i y—led eller x—led med en substitution.

{u =ax + by — {a: = z(u,v) = 0 (du — bv)

v=cx+dy y=y(u,v) = —A—(—cu+av)

Om 0 # ad — bec = igzzg = ﬁ Dé& blir den linjira avbildningen mellan D och D" omvéindbar.

Exempel 99. Berikna [[,(z + y)?dzdy éver omradet D = {(z,y) : |z| + |y| < 1}

L’x:w‘\ 'A'v'?q

rT+y=u r=3(ut+w
r—y=v 5(u

’d(w,y)
d(u, v)

Formel ger:

90



Overgang till polira koordinater

Om omradet D &r en cirkelskiva, en sektor eller en del av en sektor kan det vara fordelaktigt att
inféra poléra koordinater, ifall cirkeln &r origocentrerad:

cos@ —rsinf
sinf@ rcos6

=r

x =x(r,0) =rcosf d(z,y)
y=y(r,0) =rsinf d(r,0)

Omradet D' = {(r,0) : 0 < r < a,0 < 6 < 27} avbildas bijektivt pa D = {(z,y): 0 < 22 + 9% <

a®}

Exempel 100. Berikna [}, (z*+y?)dzdy éver omradet D = {(z,y) : 2*+y* < R%,z > 0,y > 0}

Lésning: Infér poldra koordinater:

x=rcost, 0<r<R
Yy =rsind, ogegg

Formel (36):

//D f(z,y)dzdy = / . Fx(r,0),y(r,0)) - ‘((iii /
R

:/ r /21-d0 dr =1
0 0

Om D ér en cirkelskiva med radie R och medelpunkt (z9,yp) kan man prova med substitution:

x =x(r,0) = xo + rcosé, d(z,y)
y=y(r0) =yo+rsing ~  d(r,0)

Om D &r en origocentrerad ellipsskiva (%)2 + (%)2 < 1 med halvaxlarna a och b kan man prova:

= 0) = 0 d —arsi
{55 x(r,0) = ar cos (z,y) acosf arsin @ — abr

y=y(r,0) =brsinf d(r,0) ~ |bsing  brcosh

Exempel 101. Berikna [[ z?dzdy
1<x2+4y2<4

Losning:
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2%+ 4y > 1 <:>m+<)21
2

1-r-cosf, 1<r<2

-r-sinf, 0<6<27

{x Fa2 <4 = (842 <
Tr =
Y=
d

_r
2

cosf) —rsinf

=sinf %7" cosf

1 27 2
// x2dxdy:// r2cos29rdrd0:/ 00820</ r3dr> 6
1 (27 472 1 27
= / cos? 0 T do = 5/ cos? 0do
2 J 4], 8

(z,y) _

15 (271 1 1 2
= 5/ —(1+ cos20)df = > 0 + - sin 20
8 Jo 16 2 0
5
—TT
8

Om man inte kan utfora en ”“standardsubstitution” maste man kolla att villkoren i Sats 61 &r
uppfyllda, bl.a. att D’ avbildas bijektivt p4 D och att funktionaldeterminanten ar # 01 D’.

A
Exempel 102. Bestim I = [ m(lyjiiypdxdy over omradet D = {(z,y): 1 <oy <2,z <y <
2z, > 0,y > 0}

Losning:
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d(u,v) |y =z| y Y Y d(z,y) 1 1 o
= =2 _ (~d)=2.2 =2 — - = D
d(x,y) % % x ( m> €T v d(u,v) jg“”’g 2 #0i
€,y

Tag godt. (z,y) € D. Antag (u1,v1), (ug,v2) € D" avbildas pa (z,y)

up __ u ul u __ vV1uU2 VU
Ao = Ao — = == uy = —_° = = =
“2 v2 —— v1 v2 — 21 v2 — U1 v2 (Ulﬂ):2>>0) U1 U2
U1 = /U209 ULV = UV2 L V1 = U2

Omvindbar avbildning. Tillimpar Sats 61:
S

ev 1 2 2 ev
I= Ve— du+ Dv = = ———dv | du
= o (14u)? |2v 2 1 1 (1 +w)?
2 eV

1 2 1 (% e 1] e2—e]?
=— —| du= 2 du= - |———
21 [AI4+w)?], 2/ (14+w)? 2 14w,

Generaliserade dubbelintegraler

Hittills har vi studerat begrinsade funktioner p& begrinsade méatbara méingder i D. Vi skall nu
understka tva typer av generaliseringar:

1° f begrénsad pa obegriansad méngd D,

2° f obegransad pa begrinsad méingd D

Vi borjar med typ 1. och antar att D C D; dr en obegrdnsad méngd, samt infér begreppet
uttémmande f6ljd for D:

Definition 35. Méngdf6ljden (D))" ; dr en uttéommande f6ljd for den obegrédnsade méngden
D, om

(i) Dy, € Dp4q C D for alla n,
(ii) D, &r métbar och begrinsad for alla n,

(iii) (D' C D och D' mitbar ) = 3IN : D' C D, dan > N
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Exempel pa uttommande foljder for D = {(z,y) : x > 0,y > 0}

Exempel 103. Vi undersoker om f(x,y) = y kan dubbelintegreras 6ver halvbandet

/\"\'
'1 A 7
D={(z,y): x>0,y <1} A y /
D ér obegrinsad och f begrénsad pa D —»-—~v/ Ay
Bildar en uttémmnade f6ljd P
DS ={(z,y): [yl <1,0<z < n+cy}
3" /J(:h+cga_
Fér n > |c|: o oS
- = S,
-1 - /:‘7
4

1 n—+cy 1 1 2
// ydxdy = / Y / 1-dz |dy = / y(n+ cy)dy = / cy’dy = Zc.
DY) -1 0 -1 -1 3

Grénsvirdet li_>m S/ y dzdy beror pa valet av ¢, Vilket gor att vi inte kan definiera [ [,y dzdy
n o0 n

Definition 36. Den generaliserade dubbelintegralen [, f(z,y)dzdy &r konvergent om

(i) f ar integrerbar over varje begridnsad méatbar delmiangd av D

(ii) li_>m Ip, (f) existerar och &r lika med I for varje uttémmande f6ljd (D,,)>2, for D

D4 definieras:

/ /D f(o,y)dady := I

I annat fall &r dubbelintegralen divergent.

Kravet att kolla grénsviardet i punkt (ii) i Definition 36 for varje uttommande foljd ar ju i
praktiken omojligt. Om funktionen f inte byter teckan pa D, (f > 0 och f < 0), har vi foljande
anvéndbara resultat som ger att det ricker att kolla en uttémmande foljd:

Sats 62. Lat f : R>™R vara begrinsad pa den obegrinsade mingden D. D4 #r dubbelintegralen
I p f(x,y)drdy konvergent, om och endast om grénsvérdet

dm [] 1y

existerar for ndgon uttémmande f6ljd (D,,)°, for D.
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Exempel 104. Understk om ffR2 e‘x2_92dxdy existerar.

Losning: D = R? obegrinsad, f(z,y) = e=2*~¥" begriinsad pa D. D, = {(z,y) : 22 +9? < n?}
uttommande f6ljd for D.

x =rcosf d(z,y)
y=rsinf T d(r,0)

// fcydfcdy—// —* . .drdd
2 1 21"
/ (/ . rd 7"> do = / [—e_r } de
0 2 0

2T
(1—e" ”2)/ 1-d9:7r(1—e_"2)—>7r, dan — oo
0

7”

1
2

Da f(z,y) > 0 pa D = R? ger Sats 62 att

2

[fy eV dndy = 7

Vi overgar till att behandla generaliseringar av typ 2°:

Definition 37. Lat f : R>>R vara obegrinsad pa en begrinsad och mitbar miangd D. Da #r
(Dp)22, en uttémmande foljd for f i D, om

(i) Dy, € D och D,, C D, for alla n,

(ii) D, &r métbar och begrinsad for alla n,
(iii) m(D\D,,) — 0, da n — o

)

(iv) f ar begriansad pa D, for alla n

Dubbelintegralen [/, f p [ (z,y)dxdy dr konvergent med virdet 7, om

(i) f ar integrerbar over varje D,

(ii) Ip, (f) — I, da n+ tooco, for varje uttommande f5ljd (D,,)0 , for f i D.

I annat fall &r dubbelintegralen divergent.

Igen dr det omdjligt att kontrollera varje uttémmande f6ljd. Vi har en sats som &r analog med
Sats 62 och gor det mojligt att kontrollera en uttommande foljd ifall f inte byter tecken pa D.
Satsen ges utan bevis.
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Sats 63 Lat f : R2™R vara obegrinsad pa en métbar begrinsad mingd D. Da ér dubbelintegralen
[Jp f(z,y)dzdy konvergerar om och endast om gransvirdet

lim // |f(z,y)|dedy existerar
n—oo Dn

for nadgon uttémmande f6ljd (D)0, for f 1 D.

Exempel 105. underssk om [/, %/%dxdy ar konvergent over D = {(z,y) : 0 < x < 1,0 <
y
y <1}

Y. Vo N
Sétt: D, = {(z,y) : 2 < <y < 1} (Dn)i2y L 4 /’
uttommande £6lid for f i D. O

f(z,y) obegrinsad i D, kontinuerlig pa de & ’
kompakta mangderna D,,, dvs. integrerbar pa D,,. = .--r-—"‘"*_‘;‘!

z <1,

3=

| /1 ) o= (L ) ([ o)
-l
_9

] 1/3
9

( —n 21—V 5 2 dan— o

[\

Da f(z,y) > 0 pa D ger Sats 63 att

1 9
——dady = =
//D Vzy? Y73

Generaliserade dubbelintegraler och upprepad integration med Fubinis Sats

Under vissa antaganden kan en generaliserad dubbelintegral berdknas genom upprepad integra-
tion. betrakta exemplet dér integratinsomréadet dr ett obegrénsat halvband

D ={(z,y):x>a,c<y<d}

och f(x, y) iir kontinuerlig pa4 D. Om Ip(f) &r konvergent, dr den enligt Definition 36 lika med
hm ffD (z,y)dzdy, dir D, = {(z,y) 1 a <z < n,c <y < d} Med stéd av Sats 59 giiller:

//D f(,y)dedy = lim //Dn f(,y)dady = lim /an (/jf(x,y)dy) dz
= [7([ i) as

en motsvarighet till formel , under forutsittningen att Ip(f) dr konvergent. Nu &r det inte klart att man far

J[ sezn= [ ([ separ) = [ (yim [ ste.par) ay

behover inte gélla. Fragan nér vi far kasta om integrationsordningen besvaras av Fubinis Sats:
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Sats 64. (Fubinis sats). Antag att f : R2"R #r kontinuerlig och inte viixlar tecken pa en mingd
D={(z,y):a<z<bec<y<d}

dar ?viardena” —oo och oo ar tillatna for a och ¢ respektive b och d. (D kan vara en rektangelyta,
ett halvband eller hela planet). Da géller att om nagon av de tre integralerna

1) = [[ fasay,

B = [ b ( / df(m,y>dy) dz och
L= [ ' (/ bf(x,y>dx) dy

ar konvergent, si ar alla tre konvergenta med samma vérde.

Anmirkning. Antagandet att f inte vixlar tecken &r viktigt. I exempel 103 har vi exempelvis

att
Ig(f)=/ooo </_11ydy> dy:/ooodeZO

men varken I7(f) eller I3(f) &r konvergenta.

Ur satserna 62, 63 och 64 erhdlls:

Sats 65. Om nagon av integralerna [, | f(x, y)|dzdy, fab (fcd |f(z, y)\dy) dz och fcd (f; |f(z, y)\da:) dy

ar konvergent, Sa &r alla integralerna I1(f), Ia(f) och I3(f) konvergenta. (Beteckning som i Sats
64)

Exempel 106. Konvergerar [/, ye Vedzdy pa mingden D = {(z,y) : 0 <z < 400, -1 <y <
1)7

Losning: Betrakta I = [ {fil |ye_ﬁ|dy} dx

o0 1 o0
1 1 6
I—/ [2/ ye‘ﬁdy] d:r—/ e Vidz e Vi=— < < ,dax>1
0 0 0 SCE NENES EE

fol e~VZdz konvergent och floo ﬁ%dm konvergent ger att I = fo e VZdz konvergent. Enligt Sats
65 ar [[, ye~VZdzdy konvergent med viirdet

1
L= 1) = J5° | [ ey | da=o

N————
=0
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Exempel 107. [[o. e =¥’ dazdy = 7 enligt Exempel 104. Enligt Fubinis sats, Sats 64, giller

= [ () ([ o)
- </Z e“de) :

Da e~ > 0 fér alla 2 € R giller

/ e dy = NZs

—0o0

Observera att e~ saknar elementir primitiv funktion.
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Trippelintegraler

Allt vi utrett i avsnitten om dubblintegraler kan naturligt utvidgas till funktion av tre variabler.
For att gora detta behdver vi ett volymmatt m(D) av begrinsade mitbara mingder D C R3.
Lat da D C R3 vara en begrinsad mingd och R ett axelriktat ritblock sa att D C R. R indelas
nu i axelriktade sma ratblock.

Lat P, vara en union av axelriktade smé ratblock som valts s& att P, C D.

Analogt later vi P, vara en union av axelriktade smé ratblock som valts s& att D C P

Lat m(Py) =volymen av P; och m(P,) =volymen av P». Om man betraktar alla mdojliga indelningar av R i axelr
och alla méjliga Py och P», samt infér talen:

m*(D) = PiQ%fDm(Pg), yttre mattet

my(D) = sup m(Py), inre mattet
PICD

s& dr D mitbar om m*(D) = m4(D), med maéttet eller volymen m(D) := m*(D) = my(D)

Antag nu att f(x,y,z) r begrinsad pa en métbar och begrinsad mingd D C R3,D C Dy.

Lat (Dy)}_, vara en indelning av D i métbara parvis disjunkta delméngder. Definiera:

Sk:SU.pf,

D k=1,.n
s =inf f

Dy,

Analogt med definitionen fér dubbelintegraler sétts:

I5(f) = (11:1)15) > b1 skm(Dy)

I5(f) = sup Y i_; spgm(Dy)
(Dr)

Da dr f integrerbar om I}, (f) = I (f) och har virdet Ip(f) := I(f)-

1°] Analogt med Sats 59 far vi, om f &r kontinuerlig pa D = {(z,y,2) : (v,y) € D',a(z,y) <
2 < B(x,y)}, och funktionerna o och S ér kontinuerliga pa D', formeln

/ /D f(@,y, 2)dedydz = / / / [ /a f:j) f(:c,y,z)dz] dady (37)
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Innebérd: For fixa virden x och y integreras f(z,y, z) med
avseende pa z over D :s snitt med en linje parallell med
z—axeln.

Sedan integreras virdet av denna integral éver D’. (Man
kan &ven borja med en inre integral med fixerade (z och z)
eller (y och z2)).

Exempel 108. Berikna I = [[[ e*¥T?dzdydz dver D =tetraeder som begrinsas av koordi-
natplanen och planet x +y + 2z = 1.
Enligt 1°, formel erhalls:

l—z—y
l _ // [/ e:c+y+zdzi| dl’dy — // [€x+y+z](1)—:c—y dl‘dy
- D LJo D
= // (e — e‘“’y)dxdy = // e dzdy — // e“tdady
1 1 1—z 1 1
=—e— / [/ e‘”‘ydy] dr = —e —/ (e —e®)dx
2 o LJo 2 0

1
256—[6$—6x]é:§—1.

2°| Om de z—viirden som forekommer i D utgdr ett intervall [a, b] och f(z,y, 2) &r kontinuerlig pa D(z) = {(y, -
for alla a < x < b, s& har vi formeln

/ / /D fz,y, 2) dedydz = / b [ / D(x)f(l’ay,z)dydz] da (38)

dvs. vi integrerar forst med fixt z—vérde Gver snittet D(x).
Viérdet av denna dubbel integral integreras sedan med av-
seende pa x.

Ocksa i fallet 2° kan «,y och z byta roller.
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Exempel 109. Berdkna I = [[[}, zdazdydz 6ver kroppen D = {(z,y, 2)
z <1}

2) i/t +y2 <z 0<
Formel ger da:

:/01 [//D(Z)zdxdy: dz:/olz[//[)(z)d:rdy] dz

=m(D(z))=mz2

1 471
= / r3dz =7 [z il
0 4 40 é

3°| Variabelsubstitution: Antag att f &r integrerbar, begrinsad och att D &r en begréinsad och
miétbar mingd i R®. Om avbildningen

x = x(u,v,w)

y = y(u,v,w)

z = z(u,v,w)

ar en omvindbar avbildning av D’ p& D, dir D’ ar begrinsad och métbar, och (jgz) #0iD
har vi formeln:
// f(z,y, z)dedydz = // flz(u,v,w), y(u, v,w), z(u, v, w)] d(@.y.2) dudvdw
e ves= D d(u, v, w) ’
(39)
for variabelsubstitution i trippelintegraler

Exempel 110. En viktig variabelsubstitution i R? &r éverggangen till sfiriska (rymdpolira)
koordinater

z
x =rsinfcosp 1
y =rsinfsinp
z=rcost
r>0, YSlud ¢«
0<f<m

0<p<2m

ger omvindbar avbildning pa R?\ z—axeln

dgfg;g =7r2sinf, se Exempel 56 b).

Vi berédknar fffs 22dxdydz, dir S &r enhetsklotet 22 +y? + 22 < 1

Losning: Om D = S\z—axeln si &r integralerna éver S och D lika. (z—axeln nollméngd)
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D' ={(r,0,9):0<r<1,0<0<m0<p< 27} avbildas omvindbart pa D.

/// 22dedydz = // 22dedydz /// 2 cos? 0r? sin Odrdfdy
s D D’
1 s 2w
= / (/ </ r cos? 0 sin 9d<p> d0> dr
0 0 0
! T or [ 1 T
=27 / ridr / cos2fsinfdl | = 25 |~ cos? 6
0 0 5 3 0
—_—— —_————

utl=
Il
Wl
|
—~
|
Wl
~—

(=1

Exempel 111. Overgang till cylindriska koordinater (Exempelvis vid rotationssymmetri kring
z—axeln)

T =17CosSv
Yy =rsinv
zZ=1u
r>0
0<v<2m

—o0 < 2 <00

ger omviindbar avbildning pa R?\ z—axeln.

d(z,y,2)
d("’l7v7u) -

r, se exempel 6, demo 5, ar 2016

Exemplet 109, I = [[[,, zdadydz 6ver D = {(x,y,2) : Va2 +y> < 2,0< 2z <1}
Kan 16sas med cylindriska koordinater:

T = rCcosv 0<u<l
Yy =rsinv 0<v<2m
2= O<r<u

D& ger formel ([39):

///Dzdmdydz: ///ur drdvdu:/o% /oluMdu 4o

0<u<l1
0<v<2m
0<r<u

u

. du) dv

o £

Il
r%
(Y]
3
P
S~
2
Do [\]

Il
A~
S~
¥
~_
7 N
N
2
| S,

o,

IS
~_
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Tabellerade tillimpningar av dubbel- och trippelintegraler

Area och Volym:

Arean av en begrinsad och mitbar mingd D C R? kan beriiknas med dubbelintegralen:

A(D) = / /D 1-dady (40)

Volymen av en begrinsad och mitbar mingd K C R? kan beriknas med trippelintegralen:

V(K) = / / /K 1- dedydz (41)

Massa och tyngdpunkt

Massan av en begrinsad och métbar mingd D C R3 med ytdensitet p(z,y), (kg/m?), ges av:

M(D) = //D p(x,y)dzdy, (43)

och tyngdpunkten T' = (zp,yr) av

{xT = stmy [l eple,y) dady, (44)

yr = wripy Jfp yele,y)dzdy

Massan av en begrinsad och mitbar mingd K C R? med volym densitet p(z,y, 2), (kg/m?>), ges
av

M (k) = / / /K oy, 2)dadydz, (45)

och tyngdpunkten T' = (z7,yr, 27) av

o1 = 3105 S Jy wo(a,y, 2)dedydz,
yr = #(k:) [[], yp(x,y, z)dedydz, (46)
2 = ﬁ [[[, zp(x, y, z)dedydz.

Exempel 112. Bestim massan av kroppen k, k = {(2,9,2) : 0 < 2 < 1 — (22 + ¢?),z > 0},
med densiteten p(z,y,2) =2 — x.

D halvcirkelskivan 22 + 32 < 1,2 > 0
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IE]

M)

///( — x)dzdydz
1— (2 +y?)
// (2 —x) / 1-dz dxdy—// — ) mer)drvdy
= // (2 —z)(1 — (2* + ¢?))dady poléra foord // (2 —rcos) (1 —r?)rdrdd
D /
w/2 1
_ / i} </0 @ — 2% — (12 — 14 cos § dr)) do
/2 1 1 1 ! 212
_ 2 L4 (Ll 135 _ i_ e
= /_7r/2 [7“ 5" <37“ 57" )COSQ:|0d(9 /_W/2 <2 15 cos@) dé
2 }”/2 4

T
—— — (=1
5 15 (13
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Integralkalkyl for vetorfalt, kurvintegraler

En funktion F : R*>R? kan tolkas som ett plant kraftfilt, (gravitationsfilt, elektriskt falt),

F(r) = (P(z,y),Q(x,y))

Som i varje punkt 7 anger den kraft en enhetspartikel (en-
hetsmassa, enhetsladdning) paverkas av.

Om partikel forflyttas lingd kurvan I', fran A till B, ut-
fors ett arbete som kan berdknas med en kurvintegral.

Om forflyttningen sker raka vigen fran p och ¢
under en konstant kraft F' fas arbetet som produkten av
viigen |q— p| och prejektionen |F|cos a pa rérelseriktning-
en. Arbetet blir da

A =|q—pllplcosa = F - (q—p)

Om partikeln ror sig léngs kurvan I' med parameterfram- _
stallning 7 = 7#(t),a < t < 8,t : @« —  och paverkas av Fi¥m)
den variabla kraften F' = F(7), s& kan en "liten” forflytt-

ning fran 7(t) till 7(¢ + dt) approximeras med den ratlinji- T F’IU
ga forflyttningen d7 = #(t)d¢ i tangentriktningen. Det av Gy Vltaw)

kraftfaltet utrattade arbetet blir approximativt:

F.dr = F(r(t) -7 (t)dt

, och hela arbetet lings I' ges av:
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Definition 38. En kurva I' i R? (eller R?) &r regulir om den har en parameterframstillning
T(t),a <t < B,t:a — B, sddan att 7/(t) # 0 och 7/(¢t) ar kontinuerlig pa [«, 8]. Kurvan &r

styckevis reguldr om den dr reguldr forutom i ett dndligt antal punkter ¢4, ...,t, € [a, §].
- - —
i T v P A Y ()
Vo) N e "
o M Shdeds oy bt

0= r’q +\—)z+p3 ?ﬁh‘

Kurvan T' &r sluten om 7(a) = 7(8) och enkel om det inte finns t1,t2 €Jo, B[: t1 # t2 och
7(t1) = 7(t2)

Yi2)=% () @ A "‘“"'b@

Sl b ol Shaten | o subud

Definition 39. Antag att F ir en kontinuerlig funktion fran R™ till R, n = 2 eller 3, och att
I' C D ér en reguldr kurva med parameterframstéllning 7 = 7(t),a < t < b,t : a — b. D&
existerar kurvintegralen av F' lings kurvan I':

— b —
/ F(r)-dr := / (F(7(t)) - 7'(t))dt (47)
r a

Om I &r styckevis reguldr, ' =11 + ... + [, géller:

/FF(r)-dr:jZ:/er(r)-dr

Anmirkning. Kurvintegraler kallas #iven linjeintegraler. Om komponenterna for F' da n = 2 ir
=xz(t
P(z,y) och Q(x,y) och for 7(t) : {:c z(t)

0 har vi F'-# = P2’ + Qy', och formel kan da
y=y
omskrivas 1 differentialform:

b
/F Pda + Qdy = / (P(@(t), y(t)a' (£) + Q(a(t), y(£))y' (1)) dt (47)

Din=3med F = (P,Q,R),7 = (z,y, 2) har vi

b
/FdeJrqderRdZZ/ [P(x(t), y(t), 2(t)-2" () +Q(x (1), y(t), 2())y () + R(x(t), y(t), 2(t)) 2’ (t)]
(477)
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Exempel 113. Beriikna kurvintegralen [ zydy dér I' dr bagen fran (0,0) till (1,1) av parabeln

y = x2.
Osni : . x(t) =t
Losning: ' kan exempelvis parameterframstéllas genom (1) = 2 0<t<1,t0—1
LOSHING- o) —
(0,0)
Formel " ger:
' ! 51 2
/xydy:/t-t2-2t-dt:2/ t4dt:2[] —
Jr =" o 0 5], 5

z(t) =+t 0<t<l1
yit)y=t, t:0—1

1 1 2 1 92
dy = tot-1-dt= | 32dt =2 [#9/2| =2,
/nyy /0\[ /0 5{ ]0 5

Forsta framstéllningen regulér den andra inte, ty 2’(0) existerar inte kurvintegralen beror p& genomloppsriktning
(orienteringen) av kurvan I'.

Med parameterframstéllningen I": {

Antag att I': 7 =7(t),a < t < b,ta — b
Med —I' avses samma kurva genomldpt i motsatt riktning, ¢ : b — a. Da géller:

a b
/_ F(7) - dr = /b (FGr(®) - POt =~ [ (F(r(0) - 7 ()3

:—/FF(r)-dr

dvs. kurvintegralen byter tecken.
Déremot ar kurvintegralen oberoende av parameterframstillningen, s& linge genomloppsriktningen bibehalls

Exempel 114. Beriikna [;.y3dz — 2®dy dir T &r omkretsen av triangeln med hérn (0,0), (1,0)
och (0,1), genomlopta i denna ordning.

Losning: fT = frl +f1“2 + frg

v
¢ o)
p?-
p:s
(ar) P1 Q) X
T D
T=\-\"\,_"P3
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[2(t) =t
/ yPdr — 23dy = | y(t) O] (0-1—#3.0)dt =0
I t: 1
$(t):t 0
/ySda:—x3dy— y(t) =11 —/ (1=t 1— 3 (—1)dt = -+
I =0 1

)=0
:t):g —/10[t3-0—0-1]dt—0

Greens formel med Tillimpningar

Om en kurvintegral 1dngs en sluten och enkel kurva I' som genomléps i positiv led,

(omradet D innanfoér T' till vénster om kurvans genom-
loppsriktning), dr for svar att berikna kan man ibland
skriva om problemet med Greens formel och berdkna en
dubbelintegral dver D.

a

Exempel 115. Berdkna $r yxdx + eyzdy dér I' &r den positivt orienterade randkurvan till det
slutna omradet D = {(z,y) : 0 <2 < 1,0 <y < 2%}

Y
! n
3
2
>
o T 1 X
, () =t] 1
/yxdeydy: y(t) = :/(O-t-l—i-l-O)dt:O
T t:0— 0

0 1
:/ (t-1-0+et2'1)dt:/ e’ dt
1 0

0
£2 :—/ (2t 1+ 20)dt
1

/ yrde? dy = | y(t)
Iy .

/ yrde? dy = | y(t)
T's t:1
Alltsa géller:

1
jé yrdr + ey2dy = / (et2 — ote" — t3)dt =?
r 0

Sats 66. (Greens formel). Antag att D ar ett begrdnsad omrade med en positivt orienterad rand-
kurva I" som ar sluten, enkel, av dndlig langd och sammansatt av ett &ndligt antal reguléra delkurvor.

Antag att P,Q, P, Q’ dr kontinuerliga pa D = DUT. Da giller Greens formel:

fodeQxydy—// (Q(2) — Pl y))dzdy (48)
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Innan vi bevisar Greens formel slutfér vi Ex. 115 med hjilp av formel .

1 x?
fyxdx+ey2dy//(O—SU)dxdy:—/x(/ 1-dy>da:
r D 0 0

1

1 4
:—/ 333da::—[x}
0 4 1o

1
:4

Anmirkning. Om ett omrade kan indelas i ett &ndligt antal omraden som &r enkla i y—led och
i ett dndligt antal omraden som dr enkla i z—led sa kan Greens formel bevisas och tilldmpas med
hjilp av resonemang i beviset for Sats 66[2]. Vi kan alltsa i Sats 66 tillata att D:s rand utgors
av flera slutna, enkla och positivt orienterade delkurvor.

Exempelvis kan nedanstdende omréade D med “ett hal” indelas i fem omraden enkla i y—led och
4 omraden enkla i x—led:

Dessa uppdelningar ger:

5 5
%de =Y ¢ Pdu= _2/ _ Pj(z,y)dady = —// Pl(z,y)dady
r k=1""7k k=17 Dk D
4 4
Qdy=7 ¢ Qdy=7)_ /  Q(z,y)dady = / / Q' (z,y)dady
. k=17 k=17 Di D

Alltsd: ¢ Pdz+Qdy = [[~(Q.(x,y)—P!(z,y))dzdy Tillimpning 2: Arean av omradet D innanfor
D\wz y S 1aliphilg 2.
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en parameter framstalld kurva I’
kan under lampliga férutsdttningar berdknas som en kurvintegral:

1
A:// d:z:dy:—j{ydx:fxdy:/—ydx+xdy (49)
D r r 2 Jr

Exempel 116. Beriikna arean innanfor kurvan I' med parameterframstillning 7(¢) = (cost,sin®¢),0 <
t<2mw

Losning: Formel ger:

2m
// dxdy—?{xdy—/ cost - 3sin? ¢t - cos tdt
D r 0

2T 3
sin?(2t)dt =

4

o7
4

I
NIV

S~

Tillampning 3: En besvirlig kurvintegral 6ver en 6ppen, enkel och styckevis regulér kurva I' kan

ibland berdknas med Greens formel genom att lagga till en kurva ~ s& att I' 4+« blir en sluten
enkel kurva:

/FPd;E+Qdy://lj(Q;—Pé)dmdy—Ade+Qdy Wﬁ_‘»‘
i

(50)

Exempel 117. Berékna [, y3dx — x3dy, diir T #r den vre delen av enhetscirkeln fran (1,0) till
(_L 0)

Losning: P = y3,Q = —a3

/de FQdy= | ylt) =0 | = / (0-1-3-0)dt = 0
vy t:i-1—1 -1

Formel :

/ Pdz + Qdy = // (=32 — 3y*)dzdy — 0
r D

1
Poléra, kg)rdinater _3. /pi </ 7“2 o d’l”) d6
0 0

Konservativa falt

Om F : R*"R, F(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)), &r ett kraftfilt och I en regulir kurva, I' : 7 =
7(t),t : @ — b, kan kurvintegralen [ F(7) - dr tolkas som arbetet att flytta en enhetspartikel
langs I" fran 7(a) till 7(b). I manga tillimpningar (gravitationsfilt, ...) beror arbetet enbart pa
start- och slutpunkt och inte pa vigen I'. Vi har i ett sadant fall att konservativt filt, eller ett
potentialfalt.
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Definition 40. Lat F : R?>R? vara ett plant vektorfilt definierat i ett sammanhingande och
Oppet omrade D. Om vérdet av kurvintegralen

/FF(F) -dr

ar lika for alla regulira, (styckevis reguldra), kurvor I' i D med samma start- och slutpunkter,
s& sidger man att filtet &r konservativt i omradet.

Fér ett konservativt kraftfilt ' kan man fastsla en punkt p i filtet som referenspunkt och defi-
niera en enhetspartikels potentiella energi U(Z) i punkten z = (x,y) € Dp som det arbete som
utfors d& partikeln flyttas fran p till z:

U@ = [ F)-a. (51)

déar 7(t) parameterframstéller en regulér kurva fran p till z,
Om potentialfunktionen U(Z) &r kind kan kurvintegralerna mellan punkterna A och B i féltet
berdknas som

/ ’ F(F) - dF = U(B) — U(A) (52)
A

eftersom det giller att

/BF(F)-dF:/PF’(F) -df+/:F(f)-df: —~U(A)+U(B)

A A

Féljande viktiga sats ges utan bevis, se kursboken[3] Sats 10.3

Sats 67. (Karakterisering av konservativa filt.) Lat F : R**R? vara ett vektorfilt i ett Sppet
och sammanh&ngande omrade D. Da ar foljande tre villkor ekvivalenta:

a) Filtet dr konservativt,

b) ¢ F () - dr = 0 for varje sluten regulér kurva i D,

¢) Det finns en funktion U(z,y),U : R**R, definierad i D, sidan att

gradU(z,y) = F(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)) (53)

Funktionen U &r en potentialfunktion till faltet.

Anmirkning. Att (a) <= (b) inses ur f6ljande:

(a) < frl F.dr = fF2 F - dr oberoende av valet av -
I',T'21 D fran A till B, P . - .@,\;D
A, B € D godtyckligt valda. ‘ A /
{ ‘.A ) . N
<=>/F-dr:/ Fodit F’~dr:/ —/ (T [=0+ )
r I —I' I 1)

for varje sluten (styckevis) regular kurva I' i D.
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(O,,M) ?

Om vi vill berdkna fF Pdz + Qdy kan vi utnyttja formel &

52):

N , =
/FdeJery =U(0,4) - U(2,0) (,o)
. L D prelul o2 g,
5In16—Slnd =12 Y = Li—x?

FiPn g0 b (o),

Exempel 118. Vektorfiltet F' = (P,Q) = (ﬁ, %ﬂﬁ,) ar konservativt i R?\{(0,0)}, ty for

Ulz,y) = 3n(2? + y?) giller i R?\{(0,0)} att VU(z,y) = (P,Q), dvs. i Sats 67 c) &r
uppfyllt.

(Faltet (P, Q) svarar mot ett elektrostatiskt kraftfdlt runt en positivt laddad rak ledare genom
origo, ortogonal mot xy-planet.)

Sats 68. Om filtet F' = (P, Q) ar konservativt i omradet D, och P, Q har kontinuerliga partiella derivator i D

sé galler
0Q 0P
oxr Oy 54

1 hela omradet D.

Exempel 119. Avgér om vektorfilten:

~—

1’2
(0.5 4
) = (2zy + vy, 2% + = + 3y?) #r konservativa i R?

rTHyF£xr= %—5, ej konservativt, Sats 68

&
~

o3
e
IS Q

S

LIS

o
= I

. 2r+1= %—5, eventuellt konservativt!

Q
8

Soker potentialfunktion U : gradU = (P, Q)

{%lj—?wary

= Ulz,y) = | Qey+y)de = 2%y + zy + , deriverbar
W — 2 44 3y (2, y) /( y+y) ytazy+gy) g

krav:

oU
xz—s—x—i—SyQ:a—y:w2+x+g'(y):>g’(y):3y2:>g(y):y3+C,C’e]R

Uz, y) = 2%y + oy + y3 + C potentialfunktion for alla ¢ € R
. Sats 67: (P, Q) konservativt vektorfalt.
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Definition 41. Ett 6ppet och sammanhingande omrade D C R? #r enkelt sammanhingande

om omradet innanfér varje enkel och sluten kurva I"i D &r en delméngd av D.

il

) wm-{- St wn L, s 0 o ouladt gammhiﬂuu

Sats 69. Lat filtet F' = (P, Q) vara kontinuerligt och antag att Pé och @/, ar kontinuerliga i ett

enkelt sammanhingande omrade D. Om P och @ uppfyller villkoret

0Q 0P

dr Oy

i omradet D, sa &r faltet (P, Q) konservativt.

Anmirkning. I Exempel 119 b) #&r D = R? ett enkelt sammanhiingande omrade, si Q’, =

2z + 1 = P, i R? garanterar att (P, Q) &r konservativt i R?.

Exempel 120. Berdkna fr In(z +y) + T dz + % dy, dir T’ genomldper ellipsen x2 +
Tty

r+y
P Q

4y? = 4 fran (0,1) till (2,0).

,
1 »—y (27)

‘\ . >
)('Qta:o 2 T4

Losning: Valj D = {(z,y) : x +y > 0}

D enkelt sammanhéngande &ppet omrade, P,Q, P, Q) kontinuerliga i D. @, = (zfy)Q

D.
Sats 69: (P, Q) konservativt i D. Viljes ny vég:

0
2
/ / /<lnt—|— >-1'dt+/-1'dt
1N I t+1 1 24t

= .=[tln{t+DE+2In@2+1)] =2In2

15—
[
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Parameterframstillning och areor av ytor i R3

For att parameterframstilla en rymdkurva ricker det med en paramter ¢ och en avbildning
7 ROR3 7(t) = (2(t),y(t), 2(t)),t € [a,b]. Paramterframstillning av en yta i R? kriver tva
paramterar v och v och en avbildning 7 : R*"R3, 7#(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € D
dir D #r ett "omrade” i R?.

Definition 42. Ett 6ppet omrade D i R? &r en éppen och sammanhingande punktmingd. Om
A &r ett oppet omrade kallas en méngd D = AU B, B C 0A, ett omrade och D = AU 0A ett
slutet omrade.

e

.....

ol lak o\l 2

Dppet oW 2!

x(u,v) = sinwu cosv
Exempel 121. Avbildningen < y(u,v) = sinusinv  avbildar rektangeln D = {(u,v) : 0 <u <
z(u,v) = cosu

7,0 < v < 27}, pa sfiren 22 +y? + 22 =1

-~ 2
{up) MATY) “

Rektangelsidorna v = 0 och v = 7 avbildas pa polerna e

(0,0,1) resp. (0,0,—1). 5

I 6vrigt 4r avbildningen omvindbar

Antag att avbildningen 7 = 7(u, v), (u,v) € D, med komponenterna
x = x(u,v),
y =y(u,v) (u,v) € D (55)
z = z(u,v),

ar kontinuerligt deriverbar, dvs. partiella derivatorna av x,y och z med avseende pa u och v &r
kontinuerliga i D.

\'4
D
> W

Om v = vg = konst. och u varierar, beskriver 7(u,vg) = (z(u, vo), y(u, vo), 2(u,vp)) en kurva pa
S med tangentvektorn 7, = (z,,y., 2.,).
Om u = up = konst. och v varierar, beskriver 7(ug,v) = (x(uo, v), y(uo,v), 2(uo,v)) en kurva pa
S med tangentvektorn 7, = (.., 2,).
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Antag att 7, # 0 och 7, # 0. Om (u,v) = (u(7),v(7)), sd avbildas den pa kurvan 7(7) = 7(u(7),v(7)) pa S,
med tangentvektorn. (f6r 7 = 79)

7 (10) = 7, (uo, vo) - v (10) + 7, (up, vo) - v'(70), (56)

som &r en linjarkomination av 7, och 7.

Om 7], och 7, ar linjirt oberoende spanner de upp ett plan i vilket alla tangentvektorer ligger,
tangentplanet till S i punkten 7(ug, vo).

D4 har vi att 7, x 7, # 0 och 7(ug,vp) &r en regulér punkt. Tangentplanets ekvation:

((z,y,2) — 7(uo,v0)) - (7, (w0, v0) X Ty (uo, v0)) = 0,

dar normalvektorn 7, x 7, i punkten 7(ug, vo) &r:

Lo T s ) dze) diy)
Tu S TU = 62 yu yv = d(u U)’ d(u U)’ d('LL U) (57)
es z, 2 ’ ’ 17/ 7 (uosvo)

Darmed blir tangentplanets ekvation:

Ei z) b (e Zo)d(af, Y)

=
==

N—

o,

(2= 20) qs + (4 = w0) =0 (58)

oL
~—

Planet tangerar ytan S i (o, Yo, 20) = (@(uo, vo), y(uo, vo), 2(uo, v0))-
Om 7/, och 7, &r linjirt beroende &r 7(ug,vg) en singuldr punkt och 7, x 7, = 0. Vi har att
7(up,vo) ar en singular punkt om och endast om

#ox 7 =0 (59)

Ett lampligt regularitetsantagande dr da att 7, x 7, # 0.
Vi skall nu resonera oss fram till en formel for berdkning av arean hos en buktig yta.
Lat 7 = 7(u,v), (u,v) € D, vara en parameterframstillning av ytan S i R3.

Tangentplanet till S 1 punkten 7(u,v) spénns

upp av 7, och 7. Vi approximerar ytavsnittet

u
som  begrédnsas av  parameterkurvorna  mellan
7(u,v), 7 (u,v + Av), 7(u + Au,v + Av) och 7(u + Au,v)

med parallellogrammen som spanns upp av 7,Au och 7, Av.

Den geometriska tolkningen av vektorprodukt, Sida 4, ger att parallellogrammens area ar
|(7),Au) x (F,Av)| = |, X 7| AuAwv
Vi kan da betrakta dS = |7, x 7, |dudv som ett area element pa S och definierar:

Definition 43. Om ytan S har en kontinuerligt deriverbar parameterframstéllning 7 = 7(u, v), (u,v) €
D, sa definieras arean av S genom:

A= // |7 x 7! |dudv (60)
D

Ofta anviinds symbolen [[ dS som beteckning f6r (60). (Jamfor med skrivsittet [ ds = ff |7/ (t)|dt
for baglangd hos T').
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Exempel 122. Vi beriknar arean av sfiren 22 + 32 + 22 = 1 med parameterframstillningen:

x(u,v) = sinwu cosv
y(u,v) =sinucosv , D={(u,v):0<u<70<v <2} Jamfor Ex. 121

z(u,v) = cosu
Vi utfor kalkylerna:

{r; = (cosu cos v, cosusinv, —sinu)

_/ _ . . .
7, = (—sinusin v, sinu cosv, 0)

e

u

<d§u v; iﬁiii iﬁi i;)] - (kollal)

2

= |(sin® u cos v, sin? usin v, sinu cos u)| = sinu

s 2
/ |7, x 7 |dudv = // sin ududv :/ </ sinudv) u=4r
0 0 -

Ett viktigt specialfall &r nér ytan S dr en funktionsyta z = f(x,y) 6ver D. Den kan da parame-
terframstéllas: © = x,y = y,z = f(z,y), med z och y som parametrar och 7., = (1,0, f.), samt
ry = (0,1, f)), 70 X Ty = (= for, = 1, 1)

Dérmed reduceras formel till

A= [[ Y1+ Ry + gyloPandy (61)

(Jamfor med baglangdsformeln for y = f(x)).
Exempel 123. Berikna arean av ytan z = 22 4 2zy — 42 + 4 6ver enhetscirkelskivan 22 +y2 < 1.

Losning: fl = 2z + 2y, fy = 2x — 2y.
Formel . ger:

/ / \/ L+ (f1)2 + (f7)2dady
= // v/ 1+ 822 + 8y2dxdy &
D
Poliira koord // V322 1+ 1+ rdrdf
1 2
:/ ( \/1+8r2-rd9>dr
0o \Jo

1
= 27r/ (1+ 87"2)1/2 crdr =27 [214(1 + 87’2)3/2]
0

1
_ gn (~ 6,8)

1

0
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Betrakta en kurva K med parameterframstéllning:
x = x(t)
y=y(t)

y(t) = 0).

Rotationsytan da kurvan roterar kring x—axeln ges da av

, t:ty — t1, 1 xy—planet. (Kan anta att

7(t,0) = (x(t),y(t) cos b, y(t) sin ),
D={(t,0):tg<t<t;,0<6<2n}

€1 .Z‘I(t) 0

t=te (xuw H) 4ty

Ty X Ty = |€2 (t)) cos —y(t)sinb| = (v (t)y(t), —2'(t)y(t) cos 0, —'(t)y(t) sin 0)

t
es y'(t)sinf y(t)cosb

7t % Tl = V(¥ W)y ()? + (2 ()y(1)? = y()Vy' (1) + 2/ (1)?

Da ger formel arean for rotationsytan:

2
// ]rtxr9|dtd0_/ </ \/Tdt> d9—27r/ (VY (£)2 + 2/ (£)2dt
to

(62)

: ) : y=y(x) . .

Speciellt om K &r en funktionskurva , x € [a,b] erhalls formeln:

xT=ux
b

A= 27r/ y(z) -1+ (x)de (627)

Exempel 124. Lat parabelbagen y = 22,0 < z < v/2, rotera kring y—axeln. Beriikna arean av

rotationsytan.

Losning: y = 22,0 < 2 < V2 <= 2 = /7,0 < y < 2. Dirmed ger formel (627) att den eftersokta

rotatlonsarean ir:

A= / y)vV 1+ (y dy—27r/ ,/1+fdy

/mdy—ﬂ[ 4y+1)3/2]

13
= —(9*2-1)="r. (=1

0
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Ytintegraler

Lat S vara en parameterframstélld yta, med vitskegenomstrommning. Vitskans hastighet o(7(u, v))
varierar till storlek och riktning med punkten 7(u,v) pa ytan. Vi vill berdkna den vatskeméngd
som per tidsenhet paserar genom ytan.

Ytan S uppdelas i N sma delar som vi approximerar med aprallellogrammet R;, j = 1,..., N,

med areor AS; och vitskans hastighet genom R; &r approximativt konstant v; = o(7(uj,v;)),

dér 7(uj,v;) dr en punkte i R;.

Vitskemédngden per tidsenhet som strommar genom
R; bildar en parallellepiped med basytan AS; och
kantlingd |v;].

Héjden ar da |7;] - cos a;.

Volymen = |v;| cos o5 - ASj.

Totala vitskeméngden fas som Z;V:1 |Uj| cos a; AS;.

3

Enligt sida 241 dr AS; ~ |7}, x 7| m(D;), dir D; dr motsvarande omrade i uv—planet.

Diarmed kan den totala vitskemingden per tidsenhet (approximativt) uttryckas som

N N
> Ivjl cos oyl x T lm(Dy) = > w5 - (7, x 7, )m(Dy)
i=1 j=1

N
= [0(F(uj, v))) - (7 (ug,v5) X T (ug, v;))Jm(Dy)
i=1

Vilket dr en Riemannsumma till dubbelintegralen:

I= //D[v(r(u,v)) (7 (u, v) X 7 (u, v))]dudv

Definition 44. Antag att ' : R3>R3 #r kontinuerlig och att en yta S i F::s definitionsmingd
ar given genom parameterframstéllningen 7 = 7(u,v), (u,v) € D, med 7, och 7, kontinuerliga,
(utom eventuellt p& en nollméngd D’ C D).

Dubbelintegralen

//D{F(f(u,v)) - [7, (uy v) x 7 (u, )] dudv (63)

kallas ytintegralen av vektorfiltet F' over ytan S i normalriktningen 7/, x 7, och betecknas If S F.
ds.

Om vi betecknar F(z,y, 2) = (P(2,, 2), Q(z, 4, 2), R, y, 2)) och 7(u,0) = (x(u, v), y(u,v), 2(u,v))
kan integranden i (63), med stod av sida 7, (formeln fér @ - (Z x 7)), skrivas som

P z

8

/ /
R ZIIL ZI/) d(u> U) d(”) U) d(u¢ U)



Varfor kan skrivas:

_ d(y, z) _ d(z, ) _ d(z,y) :
/ /D {P(r(u, D) Gl + QU 0) 2 + R(r.v) } dudv, (63"

och betecknas kortare:
// Pdydz + Qdzdz + Rdzdy (63”)
S

Exempel 125. Berdkna [ = ffs xdydz + ydzdx + zdzdy, dér S dr mantelytan av en cylinder
med normalriktning ytat, d& D = {(u,v): 0 <u < 27,0 <wv < 1}.

Losning:
( 0
d(y,z) _ |COSU _
T = | = cosu
T = cosu
Yy =sinu d(z2) _ 0 L =sinu
7 d(w) —sinu 0
2= )
d(zy) _ |—sinu 0 —0
dwo) | cosu 0
o // {cosu(cosu) + sinu(sinu) + v - 0}dudv = // 1-dudv =27
L b b £
e; —sinu O
r, x 7, =lea cosu 0| = (cosu,sinu,0)
€3 0 1

r(0,0) = (1,0,0)
(7, x 7)(0,0) = (1,0,0) Normalriktning utat!

Observera att ordningsfoljden pa differentialerna i en utintegral inte &r godtycklig, exempelvis:

d(y, 2) d(z,v)
dydz = dudv = — dudv = —dzdy.
e d(u,v) uav d(u,v) uev =y
Om vi med —S betecknar utstycket S med normalriktnignen 7, x 7, = —7,, x 7, géller:

//_SF.ds://DF.(f;xf;)dudv:_//DF.(f;Xf;)dudvz_//spds (64)

Fysikalisk tolkning: Om vétskan i inledande exemplet strommar genom ytan &t ena hallet,
riknas "flédet” at andra hallet som negativt.

Anmirkning. Vi betraktar enbart orienterbara (tvasidiga) ytor, for vilka man
kan skilja mellan ytans bada sidor och motsvarande normalriktningar.
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Moébins’ band: Fas genom att ta en lang smal rektanguldr pappersremsa och klistra ihop dess
bada dndar efter vridning ett halvt varv. Da 6vergdr ursprungliga remsans éver- och undersida
kontinuerligt i varandra och bandet har bara en sida. Detta dr en icke-orienterbar yta.

Ytintegralen &r oberoende av ytans parameterframstéllning, bara man ser till att ordningsféljden
pa parametrarna dr sddan att ytans orientering inte byts.
Antag att vi gar over till nya parametrar «’, v’ genom avbildningen

och antag att avbildningen har kontinuerliga partiella derivator av forsta ordning, samt att D’ av-
bildas bijektivt pa D. Da ger variabelsubstitution i dubbelintegral och Sats 27 fér funktionaldeterminanten
av en sammansattning att:

//SF'dS = //D {P(r(uw))j(y’z) + Q(r(u,v))j(z’x) + R(7(u, U))jEz:ii } dudw

(u,v) (u,v)
LAl e s e ) e

L fr il va iy e ) o

dar tecknet i sista ledet beror pa4 om normalriktningarna 7, x 7, och 7, X 7, Gverensstammer
eller inte. Om
d(u,v)
/ /
d(u',v")

bibehalls ytans orientering vid parameterbyte.

Om ytan S delas i tva delar S; och S5 genom att omradet D delas i tva delomraden D och Ds
s att 7 = 7(u,v), (u,v) € Dy och 7 = 7(u,v), (u,v) € Do, blir paramterframstillningar av S;
respektive Sy sa géller:

//F-dS: F~dS+// F-ds, (65)
S S1 Sa

eftersom [ [ {F(7(u,v)) (7, (u, v) X7, (u, v)) }dudv kan delas upp i summan av dubbelintegralerna
6ver Dy och Ds. formel géller for uppdelning av D i ett dndligt antal omraden.
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Exempel 126. Beriikna flodet ut ur omradet K : 22 4 y? < z < 4 for filtet F = (2,7, 3)
Losning:

1°)

d(y,z) _ |sinf rcosf|
d(r,0) — -

Slz{x:rcosﬁ,y:rsinﬁ,zzll 0 0
450

<2 "
Dy : {8 i 2 2’ d(zy) _ |cOsO —rsinf
_ —
sv<im d(r.9) sinf  rcosf
w2

e1 cosf —rsind
7l x7)=|es sinf rcosf |=(0,0,7) riktad utat.
r [%

€3 0 0

Flodet genom Sp ges av:

I = // xdydz + ydzdz + 3dzdy = 3// dzdy
- S1 St

2 2 272
:3/ d(x’y)drd9:3/ (/ rdr)d0:3-2ﬂ-[r] =12r
Dy d(rae) 0 0 2 0 o

2°)
i((y;)) _ sinf rcosf 92008
. 2 " 2r 0
Sy {x =rcosf,y=rsinb,z=r
der) _ | 27 0 = —2r?sinf
Dy : 0<r=2, d(r.9) cos) —rsinf
0<6<2rm d(zy) _
are) — T

7 x 7y = (—2r? cos 0, —2r? sin 0, r) riktad inat!
D4 kan flédet Iy genom S berdknas med :

.[2:// :_// :—/ {rcose'(_27’2C059)+7°Sir19(—27’281n9)—|—3.T}drdg
— 52 75'2 D2

2 7"4 3 2
= // (2r3 — 3r)drdd = 277/ (2r3 — 3r)dr = 27 [ - TQ}
Do 0 2 2 1y

:4:71-,

Totala flddet ut ur K genom S =57 U Se ges da med stod av formel av:

//F-dS:// F-dS—l—// F-dS =127 + 47 = 167
S S1 So T
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Stokes Sats

Stokes sats anger ett samband mellan kurvintegralen ver en sluten rymdkurva I' och
ytintegralen 6ver en yta S med I' som positivt orienterad rand.

Att T &r en positivt orienterad rymdkurva till S betyder
att fran spetsen av normalvektorn 7 betraktat genomlops
I s& att S ligger till vanster om I'. (Om S ligger till hoger
om I' &r randen negativt orienterad.)

Definition 45. For ett vektorfilt F' = (P, Q, R) definieras rotationen rotF' som vektorfiltet:

0
(&) B P
_ r OR 00 0P OR 0Q 0P
Fi=le 2 Q=(%-2% 2 2 2% &
ot “ % @ <8y 0z’ 0z Oz’ dxr Oy (66)
€3 92 R

Rotationen kan uppfattas som en vektorprodukt av operatorn V och F:
V x F =rotF

Antag att ytan S har parameterframstéllning 7 = 7(u, v), (u,v) € D, att 9D kan paramterfram-
stallas (u,v) = (u(t),v(t)),t € [a, b

Lat I' har parameterframstillning z(t) = (x(t), y(t), 2(t))t : a — b. (F(u(t),v(t)) = z(t)).
Sats 70. Antag att F' = (P, Q, R) #r kontinuerligt deriverbar, att 7(u,v) har kontinuerliga partiella derivator av

och att Greens formel kan anvindas pa D och 0D.
D& galler: (Stokes sats)

/Fﬁ(x)-dx://srotﬁ-ds://s(vxﬁ)-ds (67)

I komponentform:

/ Pdz + Qdy + Rdz = // (R, — Q,)dydz + (P, — R})dzdz + (Q}, — P,)dzdy. (67)
r S

I tv& dimensioner (R = 0,dz = 0) reduceras till Greens formel.
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Losning: Ytan S definieras genom z = 1 — 2 — y for 2% +
y? < 1. Parametrisering:

Exempel 127. Anvind Stokes sats for att berikna kurvintegralen [, —y3dz + 23dy — 23dz dér
I dr snittet av cylindern 22 + y? = 1 och planet 4+ y + 2z = 1 och I 16ps moturs.

er 1 0
o< o=les 0 1|=(1,1,1), T positivt orienterad.
e —1 -1

R, Q=0
F:(_ygaxga_z3):<PanR)a PZI_R;;:()
Q, — P = 32 + 3>

Dé ger formel (67°) att:

/—y3dx+x3dy—z3dZ—//(3x2+3y2)dxdy
r s
_[d@y) |1 ool _ ] _ 2 2
= [d(u,v) _‘O 1‘—1] —//D(3u + 3v%) - 1-dudv

Polara 21 1 4 1
3
Kogrd.g/ </ T‘Q-T-d’l“>d9:3'27r'|:rj| :I
0 0 4 0 é

(GGauss’ Sats

Greens formel i planet har ytterligare en motsvarighet i R3. Lat D vara en kropp i R? med
en sluten begrinsningsyta 0D. Ytintegralen av F' = (P,Q, R) 6ver 0D kan beriknas med en
trippelintegral.

Definition 46. Divergensen fér F' = (P, Q, R) definieras genom

divF = P, + Q) + R. (68)

Sats 71. (Gauss’ Sats). Lat F' = (P,Q, R) ha kontinuerliga derivator i kroppen D C R?
Lat 0D vara en sluten och styckevis reguldr randyta till D. Da géller:

/ /a DF-dS: / / /D divFdzdydz. (69)
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I komponentform:

// Pdydz + Qdzdx + Rdady = /// (P, + Q, + R)dzdydz. (697)
8D D

Exempel 128. Berikna [[ (42 +y)dydz+ (224 52)dedy, dér S dr enhetssféren med utatriktad
normal.

Losning:
¢
D ={(z,y,2) : 2° +¢y* + 2" < 1} ?
OD = {(z,y,2) : 2* +¢* +2* = 1} 1
F=(P,Q,R)= (42 +v,0,2x + 52) %

Pl=4,Q,=0, R, =5

Da ger (69):

//5(433 +y)dydz + (2z + 5z)dady = ///D(4 + 0+ 5)dedydz

4
:9./// 1.dxdydz=9.V(D)=9.§=12w
D
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