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Mobiustransformationer

Anméirkning: En “cirkel” i 2-planet som genomloper polen z = —d/c avbil-
das pa en linje i w-planet. En “cirkel” som inte gar igenom polen i z-planet
avbildas pé en cirkel i w-planet.

Det galler att (S~ o S)(2) := S7}(S(2)) = z for alla z € C, alltss &r
(87! 0 S) en Mobiustransformation. Mera allmént géller:

Sats 4.4. Om S(z) och T(z) dr Mdébiustransformationer, s _ar aven (T o
S)(z) :=T(S(z)) en Mébiustransformation.

Bevis: Ovningsuppgift. O
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biustransformatio

Definition 4.3. En punkt z € C &r en figpunkt for f om f(z) = 2.

Sats 4.5. Om en Mobiustransformation S(2) har mer dn tvd fispunkter i C,
sd géller S(2) = z for alla z € C.

Bevis: 1. ¢=0. Dadéar S(z) = §2+ . Vi ser att S(oo) = oo, alltsa ér
z = oo en fixpunkt. For aft hitta ovriga Hxpunkter 18ser vi fo6ljande ekvation
iC,
a b a b
S(z)—zézz—i-a—z@(a—1>z+3—0. (4.18)
For att (4.18) skall ha mer &n en 16sning bor § —1 = 0 och b = 0 gilla, vilket
medfér att b =0 och a = d. Alltsd S(z) = z for alla z € C.
2. c#0. Nuér S(z) = (az+0b)/(cz+d), sa det galler att S(c0) = a/c #
0o, Alltsd dr 2 = oo ingen fixpunkt., Eventuella fixpunkter i C erhélls ur
ekvationen

S(z)=zeaz+b=z(cz+d) & +(d—a)z—-b=0. (4.19)

Eftersom ¢ # 0 har ekvationen (4.19) hégst tva olika 18sningar. Alltsd har
S(z) hogst tva fixpunkter dé c # 0. Satsens pastéende fljer nu ur punkt 1.
och2. O
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Fyra punkters dubbelforhallande

Definition 4.4. Om a,b,¢,d #r fyra olika komplexa tal i C, s8 definieras
betydelsen av beteckningen (a, b, ¢, d) genom:

o —
(a,b,¢,d) := =

(4.20)

och kallas talens dubbelférhdllande. Speciellt om ndgot av talen &r oo sa
definieras

_(e—4d)
(Oo,b)C,d)> (C"‘b)’
(a,00,¢,d) = EZ:Z;,
o) (4.21)
(albY(X))d): (a_d)))
(a—b
((l,b,C,OO)= (C—b) )

dvs. vid berskning med dubbelfésrhdllanden har vi som konvention att tolka,

X =

0
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Fyra punkters dubbelforhallande

Anmérkning: Ordningsfsljden av punkterna i (a, b, ¢, d) &r viktig!

Tag tre godtyckligt valda olika punkter 2y, 25, 23 i det utvidgade z-planet
och tre godtyckligt valda olika punkter w;, we, w3 i det utvidgade w-planet.
Vi skall nu visa att: Om det existerar en Mé&biustransformation S(z)
sddan att S(z) = wy, i = 1,2,3, sd &r den entydigt bestimd. Antag
da att S och T &r Mobiustransformationer och att S(z) = T(%) = w;, i =
1,2,3. Da giller 7" T(w;) = #, & = 1, 2, 3. Sammanséttningen (70 S)(2) &r
enhgt Sats 4.4 en Mobiustransformation. Vidare géller att (T o S z@

TY(S(%)) = 2, 1 = 1,2,3. Alltsd har (T o S’)(z) minst tre ﬁxpunkter i
C, Med stod av Sats 4 5 galler det att (17 "o 8)(2) = T '(5(2)) = # for
alla z € C. Detta medfor att T Yw) = 5™ (w) f01 alla w € C, vilket i
sin tur medfor att 7'(z) = S(2) for alla z € C. Alltsa Ainns det hogst en

Mobbiustransformation som avbildar 2, z3, 23 pa respektive w;, wy, ws.

0 Komplex analys |, v.41 5/26



Fyra punkters dubbelforhallande

Nu skall vi visa att det alltid gér att konstruera en Mobiustransformation
M (z) som avbildar 21, 23, 23 P& w1, Wy, ws. Vi avbildar forst z; pa 0, zp pa 1

och 73 pa co. Detta kan goras genom att f6 fixa 21, 2, 23 1 C definiera
S(z) = (2 — 1) (2 — 2)
(Z = 23)(252 = Zl)

S(z) == -———(z2 — %)

= (Z> 21>Z2,23), om 21, %2, 23 7 00,

= (Z)OO> 22, 23)7 om z; = o0,

(2 — 23)

(4.22)
S(z) = Ej—:% = (z,2,00,23), Om 2y =00,
S(z) = (LZZ;:—Z;I)—) = (2,21,22,00), om z3=00.

Alltsd S(z) = (2,21, 22,23) i alla fall. Om vi véljer tre andra olika punk-
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Fyra punkters dubbelforhallande

Alltsd S(z) = (2,21,%, 23) 1 alla fall. Om vi véljer tre andra olika punk-
ter wy, wq, ws sa avbildas dessa av T'(w) = (w,w;, wy, ws) pd 0.1,00, Da
giller: T71(0) = w;, T7*(1) = wy och T"'(0c0) = wy. Var efterstkta

Mébiustransformation M(z) ges da av

w= M(2) =T S(2)), (4.23)

ty ]‘/[(Zl) = T*I(S(Zl)) = T“I(O) = Wi, A/[(Zg) = T_I(S(Zg)) = T_l(l) = Wy
ochl M(z;) = T 1(S(#)) = T *(c0) = ws. Ekvationen (4.23) ger att T'(w) =
T(T71(S(2))) = S(z), vilket kan skrivas i formen

(IU,wl,wz)ws) = (Z> Zl»zQwZS) . (4'24)

M (z) kan allts bestdmmas ur ekvationen (4.24) genom att 18sa ut vari-
abeln w. Vi sammanfattar:
———

Sats 4.6. Om 21, 2, 23 Gr tre olika godtyckligt valda punkter i C, ochwy, ws, w;
ér tre godtyckligt valda olika punkter i C, sd finns det en entydigt bestdmd
Mébiustransformation w = M(z) som avbildar z pdw,, 2y pdws och z
péws. w = M(z) kan berdknas ur ekvation (4.24).
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Fyra punkters dubbelforhallande

Exempel 4.2, Bestdm den Mobiustransformation som avbildar punkten 0
pa 4, punkten 1 pd 2 och punkten —1 pé 4.
Losning: Vi beréknar

_(@=0(1-(=1) 22

T (= (1)1 -0) z+1’
C(w=di)@2-4) —2w-1)

T (w-4)02-1) (w-4)(2-1)

(Z, 01 17 _1)

(w,1,2,4)

Den efterfragade Mdbiustransformationen w = S(z) ges d& med stéd av

4.24) av

(2,0,1,—1) = (w,7,2,4) &

—2(w—1) 22
(w—42—-1) z+1
_ (16— 6i)z+2 _

=G ere o)

e w

vilket 16ser uppgiften.
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Fyra punkters dubbelforhallande

Om w = S(2) ges av (4.24), och vi véljer en fjéirde punkt 2z sddan att
wy = S(24), sd ghller

(24, 21, 22, 28) = (Wa, W1, Wa, W3) . (4.25)
Alltsé har vi att:

Sats 4.7. Fyra punkters dubbelférhdllande dr invariant (ofordndrat) vid en
Mébiustransformation.

Vi Gvergdr i nista avsnitt till att behandla avbildningen av omrdden ill
vanster om en orienterad “cirkel” i z-planet pd omraden till vénster om en

orienterad “cirkel” i w-planet.
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Avbildning av " cirkelomraden”

Om C, &r en “cirkel” i z-planet som &r orienterad med hjilp av punkterna
21, 5 och 23, & delas z-planet upp i unionen av C, och tva “cirkelomrdden”,
det vanstra omradet och det hogra omradet med avseende pa C, : s orien-
tering. Antag att C’w ar en “cirkel” i w-planet som &r orienterad med hjalp av
punkterna wy, wy och ws. D& gallel det att vid den Mobiustransformation
w = 5(z), som avbildar z;, 2, och z; pa respektive wy, w; och ws, av-
bildas det viAnstra omrddet i z-planet pa det vénstra omradet i

w-planet,
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Avbildning av " cirkelomraden”

Motivering: Tag en punkt 2o € C, sddan att zg inte ar en pol for S(z). D4
galler $'(20) # 0. Punkten z, avbildas konformt pé punkten wy = S(z)
p& C,. D& kan vi vdlja en punkt z* i det vénstra omrédet, i z-planet “néra”
punkten z, sé att striickan bérjande 1 zg och slutande i z* avbildas pé en
stracka eller en cirkelbdge borjande i wg och slutande i w* i det vénstra
omradet i w-planet.
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Avbildning av " cirkelomraden”

Om vi tar en annan godtycklig punkt 2 # z* i det vénstra omradet i z-
planet, sd kan vi férbinda z* och 2 med en stréicka eller en cirkelbage L som
inte innehller en pol for S(z). (£ kan tillitas vara en pol). Bilden av 2 mé
vara ) = S(2), (W = oo om £ ér pol), och bilden av L &r I, Daar L en
striacka, en cirkelbdge eller en strale i w-planet. L ligger helt i det vanstra
omradet i w-planet, ty om L skulle ha en skirningspunkt med ¢, 58 skulle
det finnas en punkt pd L som skulle avbildas p& Cy, men detta &r omdjligh
dd& LN C, = . Darmed avbildas Z pa en punkt i det vénstra omridet i
w-planet. D& S : C — C &r bijektiv maste det vénstra (hogra) omradet i
z-planet avbildas pa det vénstra (hogra) omradet i w-planet,
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Avbildning av " cirkelomraden”

Exempel 4.3. Bestdm en Mébiustransformation w = S(z) som avbildar

omrédet D, : |z] > 1 pa omrédet D, : Rew < 0.

Losning: Vi har att C, : |z| = 1 och Cy : Rew = 0. Tolka D, som ett
vénstra omrdde, vilj t.ex. 2y =1, 2 = —i och 23 = —1. Tolka._)z som@
vinstra omrade, vilj exempelvis w; = 0, wy = 4 och ws = co.

13/ 26
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Avbildning av " cirkelomraden”

Nu gesw = S(z) av ekvationen (w,0,%, 00) = (2,1, —i, —1) (enligt (4.24)).
Alltsa erhéalls:

w—0_ (z—1)(=i—(-1)
i—0 (2= (=D)(~i—-1)
=
(z—1(Q+i) 1-z
+1)(-1—-3) 1+z

S(z).

w =
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Avbildning av " cirkelomraden”

Exempel 4.4. S6k en avbildning w = f(2) som avbildar omrédet D, = {z
1zl <2 o0ch |z— 1] > 1} pd omréadet D :Imw > 0, (Rita figurl).

Losning: Steg 1. Vi “sinder ivig” z = 2 till w1 = oo med avblldnlngen
wy = Si(z) = Lz D4 har vi att S1(=2) = —31, S1(—2) = -I— 11 och
S1(2) = oo. Alltsa har vi att |z| < 2 avblldas pa Rew; < —f. Vidare
giller att $(0) = ;, Si(l+1i) = —3 — 3 och 5(2) = oo. Darmed

avbildas ]z —1| > 1 pad Rew; > —3 Sammanfattnmgsws har vi dé att D,
avbildas pa parallellstrimlan le =2 < Re wy < —3 av w; = S1(2).
Steg 2. Avbildningen wy = w; + % = z—g +3 1 avblldal Dy, P& Dy, 1 0 <
Rew; < %,

Steg 3. Avbildningen wy = 4rme'3 wy, = 4mi(-25 + 3) avbildar Dy, pa
Dy, : 0 <Imws <.

Steg 4. Avbildningen w = e*® avbildar Dy, pd Dy, : Imw > 0.

Den s6kta avbildningen w = f(z) ges dérmed av

w= eV’ = 647fi(,12+%)
—_
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Spegelpunkter

Definition 4.5. Punkterna zy och z§_ér spegelpunkter med avseende pé
“cirkeln” C, € C( i) som genomloper punkterna zi, zz och 23, om och endast
om

(28, 21, 22, 23) = (20, 21, %2, 23) - (4.26)

Vi skall undersdka den geometriska innebdrden av spegelpunkter. Né&r
Ar 25 = 2?7 Vi har att (2,21, %,2) = (2,21, %,2) om och endast om
(0, 21, 72, 23) ar reellt. Vidare kan man visa att (2o, 21, 22, 23) &r reellt dé
och endast d& 2o, 21, 79, 73 4r punkter pd samma “cirkel”, (6vningsuppgift).
ATltsd ar zp = 23 < % ar en punkt pa “cirkeln” C,.
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Spegelpunkter

Antag nu att 2 & C, och att C, ar en linje pé vilken 2y, 2y, 23 &r tre olika
punkter. D4 galler for nagot t € RU{oo} att z3 = tz1 + (1 — 1)z, (dér t = co
om z3 = co0). D& kan (4.26) skrivas i formen:

-z z—(la+t (1-t)zm) Z—7Z Z-— (tz1 + (1 —t)Zs) (4.27)
29 — 21 Za == (tzl -+ (1 - t)Zz) Zo —Z1 Zo— (tfl + (1 = t)zz) '

ur vilken vi erhaller
29— 21)(Zo — 2
g=lazalt-z), (4.28)
29 — 21
Dirmed gller |25 — 21| = |20 — 21| for alla 2, € C,. D& méste zp och zj ligga i
olika halvplan definierade av C, och linjen L genom 2 och 2 maste skéra C
vinkelrétt. Alltsd bestdmmer 2z, entydigt z; genom (4.28), oberoende
av valet av z;, 2, och zs.

Ca

0
3
A
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Spegelpunkter

Antag nu att C, ar en cirkel med radien R och medelpunkten a. Antag
vidare att zg & C, och att zg # a. Genom att utnyttja R* = |z —a]® = (% —
a)(z — a), 1 = 1,2, 3, och invariansen av fyra punkters dubbelférhéllande vid
en Mobiustransformation, som 1 detta fall ar en translation med —a, erhalls:

(20,21, 29, 23) = (20 — 6,21 — 4, 20 — @, 23 — @)
R* R R? (4.29)
zl—a’zz—a’zg—c)'

= (70 *‘C—L,

1

Genom att i (4.29) tillimpa Mobiustransformationen w = R*- L och dérefter

translatera med +a far vi:

- R?
(Zo,ZbZz,Zz) = (_ 21T 42— 4, 23 — a)
e (4.30)

= (_ _+a,zl,z2,z3>‘
20— Q

Vi erhéller ddrmed formeln
R2

: 4.31
Zo—a " (450)

2=

for konstruktion av spegelpunkten 2§ till punkten z. Vidare ger (4.31) att
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Spegelpunkter

Vi erhéller darmed formeln

RQ

Zo—a

25 = +a, (4.31)

for konstruktion av spegelpunkten 23 till punkten zy. Vidare ger (4.31) att
|20 —al |2 —a| = R?, (4.32)
z—a R?

zg—a:|z0—a12‘

(4.33)

Ur (4.33) erhalls arg(z; — a) = arg(z — a) -+ 2mn, vilket innebér att zp och 2]
ligger pa en strale som utgar fran medelpunkten . Vidare ar en av punkterna
beligen innanfér C, och den andra utanfor C,, for att (4.32) skall géilla, P8,
grund av att (4.32) medfor att

R _ld-d
[0—a] R

kan 2 och 2} konstrueras geometriskt pd nedanstiende satt.

o 1ef-a !
T 12,,~«ll§3-'=.1=ﬂ.z,
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Spegelpunkter

Vid en Mobiustransformation avbildas spegelpunkter pé spegelpunkter.
Mera exakt uttryckt har vi resultatet:

Sats 4.8. Ldt 2y och 2 vara spegelpunkter for “cirkeln” C, i z-planet, Antag
att C, avbildas pa en “cirkel” Cy, 1 w-planet av Mdbiustransformationen w =
M(z). Dd drwy = M(z) och wg = M(z5) spegelpunkter for “cirkeln” Cy,.
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Spegelpunkter

Bevis: Antag att w = M(z) avbildar z, 2, och 23 p& C, pa respektive wy, wy
och ws pa Cy,. Ifall C, dr en cirkel med radie R och medelpunkt a véljer vi
21 =a—R, 25 =a+iRoch zz =a+ R. Ifall C, &r en linje véljs z3 = 0o. Vi
antar nu att zp avbildas pé wo = M(z) och att w§ ér spegelpunkt till wg. Vi
skall visa att wg = M (z). Vi visar forst att om C, avbildas pé reella axeln,
sa avbildas 2y och 2% pa spegelpunkter for reella axeln. Lat avbildningen
S(2) = (2,21, 7, 23) avbilda C, pa reella axeln s att 2, 2, 23 avbildas pd
0,1 och oo.

1. C, &r en linje och z = oo, Nu ir S(z) = Z=%- och S(z) = 2=21,
D3 fis med stod av (4.28) att

(z2—21)(Zo—71)
Z2—7 t+21—21 20— 21 =7
S(z¥) = 221 = = S(z).
(ZO) 29— 21 <zg — 2y ( 0)

Alltsé &r S(z) och S(2%) spegelpunkter med avseende pé reella axeln.
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Spegelpunkter

2. C, Bren cirkel och z; = a— R, 7z = a+1 R och z3 = a+ R. Nu ér
S(z) = ==zl Ror 4, £ o galler det med stod av (4.31) att

(7—2z3)(z2—21)"

; 2
Sy = BZE AR _ 0ol B) (g 3 R fo)

" (2%—(a+R)(ER+R) zx—(a+R)’

©

, (~R2f+R>1R ) R2+R(o—a)_ Fo—G+R

For 29 = a #r S(a) = —i och S(co) = 4. Dirmed &r S(z) och S(z)
spegelpunkter med avseende pa reella axeln,

Lat nu T'(w) avbilda wy, wy och wg pd 0,1 och co. Dé géller w = M(z) =
T-1(S(z)). Vidare fas:

wo = M(z) = T7(S(20)) = T(wo) = S(20),

och

T(’LUO) ('LUO, w1, Way, U)g) (’U)o,’wl,wz,’w:;) T(U)o) = S(Zo) = S(Z;) g

Alltsa, galler wg = T7(S(23)) = M (%) och satsen ér bevisad. O
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Spegelpunkter

Anmirkning: Med hjilp av Sats 4.8 konstrueras en Mébiustransformation
som avbildar C, pa C,, genom att kréva att 2o ¢ C, avbildas pa wo & C, och
2 € C, avbildas pa w; € C,. Transformationen erhdlls ur (w, wy, wy, wi) =
(2, 20, 25, 21)-
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Spegelpunkter

Exempel 4.5. Bestam alla Mobiustransformationer som avbildar |z| < 1 p&

Jw] < 1.

Liisning. L&t w = S(2) vara en sddan avbildning. D4 avbildas C, : |z| =1
pd Cy : Jw| = 1 av denna avbildning, L&t o vara gn punkt sadan att
Wy = S( ) = 0. Spegelpunkten o* erhalls ur T431) : of = = 4+0= L
D& maste wg = S(af) = S(l{a) vara spegelpunkt till wg = 0. Men eftersom
medelpunkten fér C,, &r wy méste wg = 0o, dvs. S(1/@) = co. Dirmed har
S ett_l]ollst_&ille iz=0 och en poliz= % och méste ddrmed vara av formen

Sz =k =ka "2 dwkeC.
=L o7 —

Eftersom S(1) € C,, giller det att 1 =]5(1)| = |k I%I = |ka|. D4 giller
ka = ¢ for ndgot 0, 0 < 6 < 2, och vi har att

g 4 &
= (| < 1). 4.
S@) =22, (al<1) (4.34)
Man bér nu dven visa att varje Mobiustransformation av formen (4.34) av-
bildar |z| < 1 pa |w] < 1, detta limnas som Gvningsuppgift. Svaret pd
var uppgilt ges da av_alla_Mdobiustransformationer av_formen (4.34), dér
0<6<2roch|ef <1, acC.
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Andliga Blaschke-produkter

En &ndlig Blaschke-produkt av gradtal n ar en rationell funktion av
formen:

z—aj

— — L0 1IN
w= By(2) = ¢ [Ty 7%,

dar|aj| <loch0< 6 <2m.

Blaschke-produkten B, férmedlar en n « 1 avbildning av |z| <1 pa

lw| < 1.Enhetscirkeln |z| = 1 avbildas pa enhetscirkeln |w| = 1.

Andliga Blaschke-produkter &r viktiga byggstenar foér teorin om
interpolation och approximation i komplexa talplanet.
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Andliga Blaschke-produkter

Fasportratt av en &ndlig Blaschke-produkt av gradtal n = 30
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