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Derivata och analytiska funktioner

I detta avsnitt undersoker vi deriverbarheten for komplexvirda funktioner

och pévisar den starka kopplingen for en analytisk funktion mellan reclla de-
len u(z,y) och imaginira delen v(z,y) via Cauchy-Riemanns differentialek-
vationer.
bl

Definition 2.8. Lét f(z) vara en komplexvird funktion som dr definierad i

. . ro—— . ) 3 .
en omgivning av punkten z. Derivatan av 1 punkten zy definieras genom

['(20) = lim ff—j—“—ﬁfﬁ’l ; (2.16)

ifall gransvirdet existerar och ér olika co.

Anmirkning: Grinsvirdet i (2.16) maste existera och vara lika oberoende

av i vilken riktning vi nirmar oss punkten zo.
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Derivata och analytiska funktioner

T analogi med reell analys har vi att deriverbarhet medfor kontinuitet.

Sats 2.10. Om den komplezvirda funktionen f ar deriverbar i en punkt zo,
s dr den kontinuerlig 1 punkten.

Bevis: For z # 2 giller
(2) — f(z0)
f(2) = flan) = L2120

Z—2

(z—20) = f(2%) 0=0, d& z— 2.

Alltsd, f(z) — f(z0), d& z — 2o, och dérmed &r f kontinuerlig i zp. O
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Derivata och analytiska funktioner

Foljande deriveringsregler bevisas pd samma sétt_som de motsvarande
reella deriveringsreglerna. Bevisen lamnas som dvningsuppgifter. Om f och

¢ ar deriverbara i punkten zg, sd géaller

(f £ 9)(20) = ['(0) £ ¢'(=) , (2.17)

(ef) () =cf'(n), c€C, (2.18)

(£9) (20) = [(20)g' (20) + ['(20)9(0) . (2.19)
N,y 9(20)f'(20) = [ (20)9' (20)

(5) () = L . g(m) #0, (2.20)

dd;f(q(z)) - = fg(%))d (20), om f'(g(z0)) existerar. (2.21)

Formel (2.21) kallas kedjeregeln.
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Derivata och analytiska funktioner

Exempel 2.4. Visa att ——z = nz""! for alla positiva heltal n.
Liosning: Med bctocklmmen Nz = z — 2z och med hjalp av binomialsatsen
formar vi om differenskvoten,

Sap (@ (a4 ()0 - 5
DNz

=nal + (7;) ANz + .+ (D)™

(Z() -+ AZ
VAN

~

N

=z, dd Az—0.

Alltsa géller —z = nz""! for alla positiva heltal n och alla z € C.
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Derivata och analytiska funktioner

Exempel 2.5. Med stod av foregdende exempel och formlerna (2.17) och
(2.18) fas att varje polynom

p(z) = apz" + n1 2" az +ag

#r deriverbart i hela € och derivatan ges av

P (2) = nanz" -+ (n— Dan—1 2" + ...+ 2a92 + a) .
Med stod av (2.20) fas att varje rationell funktion ér deriverbar i sin defini-
tionsméngd, dvs. i hela C med némnarens nollstillen undantagna.
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Derivata och analytiska funktioner

Definition 2.9. En komplexvird funktion f dr analytiski den 6ppna mingden
M om [ &r deriverbar i varje punkt av M. En funktion f dr analytisk i punk-

ten 2o om J ar deriverbar i ndgon cirkelskiva D(2,7). Om [ dr analytisk i

hela C sd kallas [ en hel funktion,

Anmirkning 1: Med stod av Exempel 2.5 inses att varje polynom &r en
hel funktion.

Anmarkming 2: Om f iir deriverbar pd en mingd M som saknar inre
punkter, t.ex. ett linjestycke i C, sd ir [ inte analytisk i M.
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Derivata och analytiska funktioner

Definition 2.10. Funktionerna u(z,y) och v(z,y), som ar avbildningar fran

R? till R, siiges satisfiera_Cauchy-Riemanns differentialekvationer i punkten

(0, o) om deras partiella derivator i punkten existerar och det giller att
ou v ou v
—=— och — =——==
oz Oy Ay dx

(2.22)

i punkten (o, ¥o).
L N —————————

Att en funktion f dr deriverbar i en punkt innebir en stark bindning mel-
lan funktionens reella och imaginira del. Vi skall pavisa att denna bindning
ges av Cauchy-Riemanns differentialekvationer.
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Derivata och analytiska funktioner

Antag att f(z) = u(z,y) +iv(z,y), =z + iy, i deriverbar i punkten
2 = To F 0. Da maste griinsvirdet av differenskvoten vara lika oberoende
Sliena 0ol ol —_— -
av 1 vilken riktning vi ndrmar oss zp.

1. LAt y = yo, #z = & 4 dyo. Vi néirmar oss z horisontalt léngs linjen

Y = Yo
im f(z) — f(2) e T u(@, yo) + iv(x, Yo) — (w(@o, Yo) + 1v(20, Yo))
z—rz0 Z—- 2 T20 T - 1yo — (.’L‘g + 'l:yo)
w(w, yo) — u(wo, () — v(zoy
= iy UE ) (20, %0) 4 i Yim (%, yo) — v(20, Yo)
Lo T — 2 JoRgoli) €r— Ty

Ou v .
= ég(fb'oyyo) + 5,;(1‘0, Yo) = (o, Yo) + 1V, (20, Yo) -
(2.23)
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Derivata och analytiska funktioner

2. Lat © = @9, # = xg-+1y. Vindrmar oss z vertikalt lings linjen & = .

€ R LY . u(zo,y) +iv(wo,y) — (u(zo, Yo) +1v(z0, %o))

N ¥=70 2o + 1y — (2o -+ 1Yo)
e eee—
w(wo, y) — w(zo, 1 (o, y) — v(wo,1
=1 im (w0, y) — u(o, Yo) + lim (0, y) — v(@o, Yo)
1 Yy—Yo Y — Yo Y—Yo Y=Y

v Ou o,
= 5&(1‘0\%) — 15— (20, Y0) = vy (o, Yo) — 11y (20, Yo) -

dy
(2.24)
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Derivata och analytiska funktioner

Nu kan vi identifiera reella och imaginira delarna i (2.23) och (2.24) och
crhaller darmed att

du v och du v
dx Oy Oy ox
gitller i punkten (2o, yo). Alltsd har vi bevisat [Gljande sats.

Sats 2.11. Om den komplexvirda funktionen f, f(z) = u(z,y) + iv(e,y),
ar derwerbar 1 punkten 2y = g + tyo, s uppfylls Cauchy-Riemanns dif-
[ferentialekvationer i punkten (wo,yo). Déirmed gdller: Om f dr analylisk @
en Oppen mangd M sé géller Cauchy-Riemanns differentialekvationer i varje
punkt i M. Vidare galler [or (wo,y0) € M att

. o) e v el
(=) = ;—E(Z‘o»’yo) 4+ 5%(-"30»3/0) <= 5;(;50,@,0) -1 O—;(ﬂu(;,yo)) - (2.25)
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Derivata och analytiska funktioner

Exempel 2.6. Visa att funktionen f(z) = (2* + y) + ¢ (y* — z) inte &r
analytisk i ndgon punkt,
Losning: u(z,y) = a° +y och v(z,y) = y* — z. Da giller

ou o0 ou v

2w, - =2, — =1 och -
Ox . Ay ¥ Ay N oz

Alltsa giller CR-differentialekvationer enbart pa linjen y = @, och dédrmed
inte i nagon cirkelskiva, D& kan inte [ vara analytisk i ndgon punkt i C,
(Ty om f vore analytisk i zp € C, s& skulle CR-differentialekvationer gélla i
nagon cirkelskiva D(zp,7).)
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Derivata och analytiska funktioner

Att © och v uppfyller CR-differentialekvationer i en punkt (g, yo) garvan-
terar inte att f ar deriverbar i punkten zy = @ +iyp. Vi maste ocksa kriva
att de partiella derivatorna av u och v existerar i en 6ppen omgivning av z
och ar kontinuerliga i 2.

Sats 2.12. Lat f(#) = u(x,y) + iv(z,y) vare definierad i en dppen mdngd
M som innchdller punkten zo = o + iyo. Om de particlla derivatorna
uy, uy, v, och v, cwisterar i M, "ar kontinuerliga 1 (o, y0) och uppfyller
Cauchy-Riemanns differentialekvationer i (2o, yo), dd ar [ deriverbar i punk-
ten zy. Darmed galler: Om de partiella derivatorna av forsta ordning avu och
ﬁrkontinuerliga i en oppen mangd M och Cauchy-Riemanns diff.ekvationer

géller i hela M, sd ar f analytisk i M.
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Derivata och analytiska funktioner

Bevis: Eftersom M &r en 6ppen mingd och zp € M, si kan vi betrakta
punkter z = @ + iy som tillhér en cirkelskiva D(zg,7) som ligger helt i M,
(D(zo,7) C M). Vi bildar differenskvoten

F(2) = f(z) _ w(@,y) — ulwo, yo) +i (v(2,y) — v(o, Y0)) .
By (@ — z0) + 4 (¥ — ¥0) ‘ (2.26)

dar f(2) = u(z,y) +iv(e,y), z = +1y och 2 = T -+ Wo.

(1) Betrakta skillnaden u(z, y) —u(zo, yo) = (u(@,y)—w(zo, y))+(u(wo, y)—
u(o, yo)). For fixt y dr u(z, y) kontinuerlig 1 [zo, 2] (eller [z, wo] om zo > ),
och deriverbar i (29, 2) (eller (z, o) om @ > x). Medelvirdessatsen ger att
det finns ett &* mellan @ och p sddant att w(z,y) — w(we, y) = ul(a*, y)(z —
). (Hér beror * av bade @ och y, z* = *(v,y)). Alltsd giller det att

')‘
u(z,y) ~ u(zo,y) = (@ = @) 7 (", 1). (2.27)
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Derivata och analytiska funktioner

(e, ) = u(zo,) = (& — 70) o(z*1). (2.27)

D& nu v &r kontinuerlig i (wo,¥0), samt z*(x,y) — @ och y — yo dd
(z,y) — (%o, ¥0), s& kan vi skriva

ou, , du

—(z*,y) = — (2o, ¥0) + €1,

8,’)3( Z/) BZL( 0 JO) 1

déir €; beror av bade x och y och &y — 0 da (x,y) — (2o, %0). Dérmed kan
vi skriva (2.27) i formen

ou

?L(.’L‘,y) et ’IL(fE(),'_I/) = (’L = .'E()) <51‘(TC()‘ yo) -+ E[> y (228)

dir g, — 0 da (z,y) — (0, %). Enanalog behandling av uttrycket u(2o, y) —
w(wp, Yo) ger att vi kan skriva

) 19,
w(xg,y) — w(To, Yo) = (¥ — Yo) <£(~’Uo,yu) + 52) . (2.29)
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Derivata och analytiska funktioner

(2) Omskrivning av tiljarens imagindra del i (2.26) ger att v(z,y) —
(20, 90) = (W(z,y) — v(@0, ) + (v(wo,y) — v(xo,¥o)). En med fallet (1)
analog behandling ger att

v(z,y) — v(wo,y) = (v — o) (%(wo»yo) '3 63) )
(2.30)

v
v(wo, y) — v{€o, Yo) = (¥ — Yo) (g;g(!vo,yu) + 64) ;

diir &5 — 0 och &4 — 0 da (z,y) — (w0, ). Sammanstillning av uttrycken
(2.28) — (2.30) ger
du : du

f(2) = f(z) (m~-wo)(@ﬂ, +142 +m) +(y - J)(a,, +e+1 5 4454)
e-z (l‘*ﬂ?o) +14(y = %)

(2.31)
diir de partiella derivatorna evalueras i punkten (zo,90) och & — 0, © =
1,2,3,4, d& (x,9) — (w0, o). Med stéd av CR-differentialekvationer formas
hégerled i (2.31) om till
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Derivata och analytiska funktioner

f(2) = f(=) (@~ w0)<au + 8y ‘:)1 +151) +(y - ’Uo)(%;;‘ +extiy 2y T z€4>

zZ— 2% (z — mo) + i (y — o)

(2.31)
diir de partiella derivatorna evalueras i punkten (zo,90) och & — 0, @ =
1,2,3,4, d& (z,y) — (z0,%0). Med stéd av CR-differentialekvationer formas
hégerled i (2.31) om till

(z — Lo)(gE +i ) 41 (Y = Yo )<g;‘ + 232) A

) . (232
(& —aq) -+ (y — Yo) (z — o) + i (¥ — %o) (e
dér A = (2 — mo)(e1 i) + (¥ — Yo) (€2 -+ d€q). DA giiller
A ot ler +ies)
(& —20) + 4y —vo)| ~|(w—x0) +i(y— Yo) ' J
Y~ % . ‘
+ ey tic (2.33)
G i—m|

S'El -+ LE;| -+ IE?, + ’LEA[
— 0, dd (z,y) — (%o, Y0) -
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Derivata och analytiska funktioner

Med stod av (2.26), (2.32) och (2.33) erhalls

. w(z,y) — u(wo, yo) + i (v(x,y) — v(To, 1 ou o v
lim (@.9) (20, Y0) ( (@) (@0, 30)) = = (0, Yo)+i 5= (%o, Yo) -
(@)= (0,50) (z — o) + 14 (y ~ o) O Oz

Darmed existerar derivatan av f i punkten zo och den ges av uttrycket

I (20) = (w0, y0) +105(T0,%0). O
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Derivata och analytiska funktioner

Exempel 2.7. Sats 2.12 ger att funktionen i Exempel 2.6, f(z) = (x? +
y) +i(y? — x) dir z = @ + 4y, som inte dr analytisk i ndgon punkt i C, ar

deriverbar 1 punkter z med =y,

Exempel 2.8. Visa att f(z) = ¢® cosy -+ ie”siny, dir z = z + 14y, &r en hel
funktion och bestdm funktionens derivata.
Losning: Vi har att

x / 1 i3 / & o) @
ul, = e cosy, uy, = —e"siny, v, = e"siny och v, = ¢” cosy.

De partiella derivatorna ér kontinuerliga i hela R? och uppfyller i varje punkt

CRdifferentialekvationer. D& ar [ analytisk i hela C och dédrmed en hel
funktion. Vi ser att f’ ges av

F(2) = u(z,y) +ivh(e,y) = e cosy +ic"siny.

Alltsé, giller f'(z) = f(2) i hela C. (En bra kandidat fér en komplex expo-
nentialfunktion 77).
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Derivata och analytiska funktioner

Exempel 2.9. Lat f vara definierad genom

He) = {O, om |z] <1,

1, om|z] > 2.

D& ir f/(2) = 0 pa f :s definitionsméngd, men f r inte konstant. Defini-

v Soppmep——— . o . . I
tionsmangden ar en gppen mingd, men den ér inte sammanhéngande,
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Derivata och analytiska funktioner

Sats 2.13. Om f dr analytisk i ett omrdde M och om f'(z) = 0 @ hela M,
dd dr f konstant v M.

Bevis: Eftersom tva godtyckliga punkter i ett omrade M alltid kan forenas
med en bruten linje som ligger helt i M, sd réicker det att visa att f #r
konstant pa varje linjestycke L i M. Ett linjestycke L i M kan ges en param-
ctorframstilluing z(£) = (t) +iy(t), dir g(t) = a t+boch y(t) =ct +d,

0<t<1,ochabcd ir reclla konstanter. Lat f(2) = u(z,y) +iv(z,y).
Da #r f :s virden pa L givna av

U(t) +iV () = u(at + b, ct +d) +iv(at -+ bet +d), 0<t<1. (2.34)
Med hjilp av kedjeregeln beriknar vi U'(¢) och V'(t)
AU du dz  Ou dy Ou du

W o @y w T ik
v _ Qv dz v dy D v ”
dt 9z dt By dt Oz oy’

Bftersom 0 = f'(z0) = u, (0, %0) + v} (o, Yo) = v},(%o,Yo) — 41, (w0, yo) for

varje zp € M har vi att uj, = u, = v, = v, = 01 hela M, Darmed har vi att
U'(t) = 0 och V/(t) = 0Tor 0 < ¢ < 1, vilket medfor att U(¢) och V(¢) &r
konstanta for 0 < ¢ < 1, dvs. pa hela L. Dérmed &r [ konstant pd L och i

hela M. O ]
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Harmoniska funktioner

Losningar ¢(z,y) till Laplace’ ekvation

i (2.36)

har viktiga tillimpningar inom potentialteori i fysiken.

Definition 2.11. En recllviird funktion ¢(z,y) siges vara_harmonisk i ctt
omrade M om alla partiella derivator av andra ordning ér kontinuerliga i M
och om ¢ ar en 16sning till Laplace’ ekvation (2.36) i hela M.
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Harmoniska funktioner

Sats 2.14. Om [(z) = u(z,y) +iv(z,y) dr gnalytisk 1 ett omrade M, sd dr

—_——

w(z,y) och v(z,y) harmoniska i M.

Bevis: Vi skall senare visa att for alla analytiska funktioner géller att u och
v har kontinuerliga partiella derivator av andra ordningen. Vi antar nu att
detta ar bekant. Under detta antagande vet vi att

9 /0 9 /0 O 70 0 10
2020 = 420w

Med hjilp av CR-differentialekvationer, (som ju giller i M), formas ckva-
tionerna i (2.37) om i formen

9 /8 ‘ O O?
’ y . a 82, 82’
a%(*%) = %(52) ® gait s =0

och dérmed ar u(z,y) och v(z,y) harmoniska i M. O
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Harmoniska funktioner

Om vi vet att funktionen u(x,y) & harmonisk i ett omrdde M, sd kan
vi bestéamma en annan harmonisk funktion v(z,y) sd att f(z) = u(z,y) +
I.'l)(’L y) ar en analytisk funktion i M. Funktionen v(z,y) kallas da det har-
moniska konjugatet av u(z, ), Proceduren illustreras med ett exempel.
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Harmoniska funktioner

Exempel 2.10. Konstruera en i C analytisk funktion vars realdel ges av
u(z,y) = 2% — 3ay? +y.
Losning: Vi har att

P O

b =6z — 6z =0,

Ou? i y? '
alltsd éir u(z, y) harmonisk i hela talplanct R%. Nu séker vi en funktion v(z, y
som uppfyller CR-differentialekvationer.

v Ou 9 9 v du
LR BT SO Koot s e =Gy — 1. )
T 3z* — 3y* och £ 3y Gay — 1 (2.38)

Om vi betraktar  som konstant och integrerar med avscende pa y i den
forsta ckvationen i (2.38) erhalls

o(z,y) = 3%y —y* +v(z), (2.39)

dér () &r en deriverbar funktion av z. Insittning av (2.39) i den andra
ekvationen i (2.38) ger

o
521 = Gzy + o' (x) = 6oy — 1,
alltsd har vi ¢/(x) = —1, vilket innebdr att ¢(z) = —a 4 ¢, dér ¢ dr en

reell konstant. Da ges det harmoniska konjugatet av wu(x,y) av funktionen
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Harmoniska funktioner

v(z,y) = 3a*y —y® — x -+ ¢, diir ¢ ér en reell konstant, Dérmed ges den sokta
analytiska Tunktionen f av

f(z) =2 = 3wy +y +1i(3z’y —y° —w +¢)
=2 ~i(z—c), z=uz+1iy, ceR.

2 3
<2:’<"at+c.2;l~a_) &3- ——-39(‘3 +‘-(3xka’ L& )>
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tinuerliga kurv

Definition 2.12. Antag att o, € R med a < . En kontinuerlig funk-
tion 7z : [o, ] — C siiges definiera en kontinuerlig kurva I' i C. I' uppfat-
tas som funktionens véirdeméngd, I' = {2(t) : @ < t < f}. Ekvationen
z = z(t), o <t < B, kallas kurvans ekvation i parameterform med t som
parameter, Punkterna g = z(«) och b = z(ff) kallas kurvans bequnnelsepunk}
respektive slutpunkt. Riktningen fran « till b kallas kurvans posttiva riktning,

o b= 2(p)

= EA)

Anmirkning: Ekvationen z = z(a + f — 1), o < t < f, representerar
samma kurva men genomlopt i motsatt riktning, Den “motsatta kurvan”
betecknas —1I".
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ntinuerliga kurvor

Exempel 2,11, Exempel pa kontinuerliga kurvor:

(1) “Punktkurvan” z = c(= konstant).

(2) Riita linjen z = 2 +1 (29 — ), —o0 <t < 09, genom punkterna 2z och
2. Om 0 < ¢ <1 fas striackan mellan 2, och z,.

(3) Cirkeln 2z = 2y +r(cost +1 sint), 0 <t < 2m, med medelpunkten zo och
radien 7.

ox e
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ntinuerliga kurvor

Definition 2.13. En kurva I’ med ekvationen z = z(t), a <t < f3, ar sluten
om z(a) = z(). En sluten kurva som inte skir sig sjilv dr en Jordankurva,
For en Jordankurva giller ¢y, 19 € (e, ) och ¢) % ty medfor att z(t) # z(t2).

\_j oy At\\f_\_l/\,o\v\fc\ C('ég T oy Atm (AAA V'Vis
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ntinuerliga kurvor

Definition 2.14. Antag att z : [o,f] — C dr skriven i formen z(t) =

x(t) 4 iy(t), dir & och y ir reella funktioner av t. Om a'(ty) och y'(to)

existerar for ¢y € [, ], (hogerderivatan om to = «, vénsterderivatan om
to = 03, ), 8 definieras #'(ty) genom

z’(lo) = 114"(!2()) + iy/(to) s (240)

For en reell kurva given av x = a(t), y = y(t), vet vi att kurvan har

en vildefinierad tangent i varje punkt to dar a'(tg) # 0 eller y'(t) # O

Tangentriktningen ges av vektorn (2/(to), ¥'(te)). D& 2/(to) # 0 & (a'(fo) #
0 cller v/(g) # 0) s& ges tangentriktningen av 0 = arg 2/(lg). Vi har siledes

Sats 2.15. Kurvan I' med ekvationen z = z(t), a <t < 3, har en bestimd
tangent i varje punkt z(ly) ddr 2'(to) ewisterar och dr olika 0. ITangentens
rikiningsvinkel dr 0 = arg 2'(to).
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Kontinuerliga kurvor

Definition.2.15. Kurvan I' siiges vara requldr, om I' kan framstéillas genom
o . FEe . o / I . . v
négon ekvation z = z(t), a <t < f, sidan att 2/(t) ér kontinuerlig och olika
Ofora<t<p.
R e —

Om kurvorna 41,9, ..., Y» ar sddana att 7, :s slutpunkt sammanfaller
med 7, :s begynnelsepunkt, o :s slutpunkt sammanfaller med 3 :s begyn-
nelsepunkt osv., sa betecknar y1 + 72 + ... + den sammansatte kurvan
U U .. U7y, En kurva I siiges vara styckevis reguliir, om I' kan
Waslormcn I'= v, + 72+ ..+, dir 71,92, ..., Tn B regulira.

=X XYy

\_‘_\\6( \M\,\‘g \f»(m»\\ ;" \'d

0 Komplex analys I, v.37 31/35



Kontinuerliga kurvor

Definition 2,16. Ett omride M siges vara gnkelt sammanhdngande om for
varje Jordankurva I' € M giller att omrddet innanfor I" tillhor M.

e W e
= g e ¢ \
e —i —
by L alad ‘ (
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K rm avbildning

Definition 2.17. En avbildning f : C — C séges vara konform_(vinkeltro-
“gen) ien punkt zp € C, om [ dr kontinuerlig i en omgivning av zy och vinkeln
mellan tvd godtyckliga regulira kurvor genom zp r densamma som vinkeln
mellan deras bildkurvor i punkten wy = f(z0).
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Konform avbildning

Sats 2.16. Om f dr analytisk i ett omrdde M, sd formedlar f en konform
avbildning w = [(z) i varje punkt 20 € M dar F(z0) #0.

Bevis: Lt zo € M och f/(z) # 0. Lat I' vara en reguldr kurva z = 2(t), a £
t < 81 M och antag att z = 2(ty), @ < to < B. Vektorn 2/(ty) # 0 ger dé
tangentriktningen for I'i zy. I avbildas av f pa en kurva I' i w-planet, dér IR
ges av w = w(t) = f(z(t)), o <t < . Vektorn w'(to) ger tangentriktningen
for IV punkten wo = f(2(to)) om w'(to) # 0. Med stod av kedjeregeln erhdlls
da att

’LU’('L()) = fl(z([.()))zl(f.u) == f/(ZQ)ZI(f,Q) -‘/— 0. (24.1)
Argumentet for w'(to) bestims ur (2.41)
arg(w/(t0)) = ang(f(20)) + axg(#(to)).

Varje regulir kurva T genom zy har allts en bildkurva I' vars tangentriktning
i wy = f(z) fas genom att rotera tangenten for I' i punkten zo med vinkeln
arg (f'(z0)). Denna rotationsvinkel ér oberoende av valet av I'. Avbildningen
ar konform. O
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Fasportratt av komplexvarda funktioner

Antag att w = f{z) = f(x + i y)} & en komplexvard funktion av en komplex variabel. Ett
fasportratt av f over rektangeln [xmin,xmax] x [ymin,ymax] i komplexa talplanet &r en
farglaggning av punkterna z i rektangeln enligt argumentet for f(z). 1 varje punkt z dar f(z) ar
olika noll &r kvoten f(z)/|f(z)| ett tal pd komplexa enhetscirkeln. Komplexa enhetscirkeln ger
en fiargkod som dd bestammer firgen pd punkten z i rektangeln. Nedan till vénster
fasportrittet av f(z) = z och till hdger fasportrittet av f(z) = (z-1/2) (z+1/2)3/(z-i/2) pa
rektangeln [-1,1] x [-1,1]. Experimentera med den utdelade Matlab-koden och lds mera om
fasportratt i artikeln: http://www.ams.org/notices/201106/rtx110600768p.pdf
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