6 Komplex integration

6.1 Kurvintegraler langs regulara kurvor

Vi bérjar med att definiera integralen av en komplexvéard funktion av en reell
variabel.

Definition 6.1. Antag att f(¢) = w(t) + iv(t) &r en komplex funktion av
den reella variabeln t. Vi antar att o < ¢ < . Da definieras

/aﬁf(t)dt:/ju(t)dt+i/aﬂv(t)dt,, (6.1)

forutsatt att de reella integralerna i hogra ledet existerar.

Anmirkning: Om funktionen f(t) &r kontinuerlig s& &r dven funktionerna
u(t) och v(t) kontinuerliga i [, £], och dé existerar integralen (6.1).

Betrakta nu en komplex funktion f av den komplexa variabeln z. Vidare
antar vi att I &r en reguldr kurva med parameterframstéllning z = 2(¢), a <
t < B. Ytterligare antas att f ar kontinuerlig pa kurvan I'. Vi infor:

Deﬁnition 6.2. Kurvintegralen av funktionen f langs kurvan I' betecknas
Jr f(#) dz och definieras genom

8
/F £(2) dz = / F(2(8)) 2/(2) dt. (6.2)

Integralen i hogra ledet av (6.2) dr av formen (6.1). Den &r véldefinierad
eftersom f(z(t)) och 2/(t) ar kontinuerliga pa intervallet [a, 8]. Om man vill
framhéva #ndpunkterna a = z(a) och b = z(f) for kurvan I kan kurvinte-

gralen betecknas med fabp f(z)dz
Om f(z) ar kontinuerlig pa den styckevis reguléira kurvan I' = v, +
Yo+ oo +Yn, (71, Yn veguldra), s& definieras fF z) dz genom

/f dz_/f Ydz + sz z)dz + .. —i—/f (6.3)

Definition 6.3. Om f ar kontinuerlig pa den reguldra kurvan I' med pa-
rameterframstallningen z = 2(¢), a <t < [, sa definierar vi

/ £(2) dz] = / Fla(t)) 12(8)] dt. (6.4)

80
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Exempel 6.1. Speciellt for f(z) =1 och 2(t) = z(t) +iy(t), a <t < f, fés
med stod av (6.4) att

B
/1 |dz| = / V! ()2 +y'(t)2 de,
r o
vilket ju ar baglangden av I'. Alltsa erhélls formeln
/ |dz| = baglangden av I, (6.5)
r

for berdkning av en regular kurvas baglangd.

D& den komplexa integralen (6.2) ar aterford pé berdkning av tva reella
integraler, erhalls foljande rakneregler:

/ka(z) iz — ka(z) iz, keC, (6.6)
[+ penas= [ fedes [ pea (6.7)
| #@dz == [ )z, (6.8)
[ r@d] < [1ren, (6.9

Bevisen lamnas som ¢vningsuppgifter.

Exempel 6.2. Antag att [, f(2) dz existerar och att baglingden fér kurvan
I' ar L. Vidare antas att |f(z)] < M pa I'. Da erhélls med stod av (6.5) och
(6.9) att

‘/Ff(z) de| S/F]f(z)Hdzl _<_M/F|dz| ~ML. (6.10)

Exempel 6.3. Bevisa for n € Z formlerna
/P(z—zo)"’dzz()) n#—1, (6.11)
/F - d_zzo = oni, (6.12)

D& I' ar cirkeln |z — zp| = r genomlopt ett varv i positiv omloppsled.
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Losning: Vi skriver ekvationen for I' i parameterformen z = 2(t) = 2 +
rett, 0 <t < 2m. DA ges derivatan av 2/(t) = ire™.
(1) n # —1. Nu erhélls

27 27
/(z —2)"dz = / (20 + 16" — 20) ire™ dt = / i el It gy
T 0 0

2w
= gr"t! / (cos(n + 1)t +isin(n + 1)t) dt
0

_ (_T;__};I[Sin(n + 1) — [cos(n + 1)t]g7r>

i
n+1
(2) n=—1. Nu galler

dz o N 11 2
/ _—_/ e dt:i/ dt = 2.
rz—2o 0 Zo+rett — 2z 0

Darmed &r formlerna (6.11) och (6.12) bevisade. O

Exempel 6.4, Lat f(z) vara kontinuerlig i |z— 2| < 7 och 1at I'; vara cirkeln
|z — 29| = €. Visa att

.1 f(2)
=1 dz .
f(z0) e00 27t Jp, 2 — 2o ?

Lésning: T, har parameterframstillningen z = z(t) = 29 +ee®, 0 <t < 2.

L) 1 [T fatedt) 1 (7 ,
- ’—d - — ., ! d = - i .
2mi Jr, 2 — 2 ? 2mi J, gett e at 2w Jo F(zo + ee) dt
D3 galler
1 (2) o it
‘—2—7}; Fsz—_—z‘O‘dZ"‘f(ZO)’—’zﬂ_/o (f(20+€e )—f(ZO»dt‘
< — ( max [f( + ec 2
< o= ((max £ (0 +e¢) = flz0)]) 2

—0,dae—0,

ty f &r kontinuerlig i punkten z = 2.
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Exempel 6.5. Berdkna folpﬂ Re zdz langs a) rita linjen 'y fran 0 till 1 4 4,
b) brutna linjen I'y : 0 — 1 — 1 +4.
Loésning: a) I'y ges av z = z(t) = (1 +14)t, 0 <t < 1. D4 géller:

/ Re z dz = /lt(1+i)dt= (1 +9)[t2/2)} = %(1+z‘).

b) I’y ar styckevis regulér, Iy = 73 + 4, dar 3 och 4 ges av:

VngZZ(t):t, OStSL
yo:z=2z2() =141, 0<t<1.

Da giller:

1 1
/ Rezdz:/ Rezdz+/ Rezdz:/ t-ldt+/ 1.4dt
Iy 3 V4 0 0

= [t*/2]g + i[t]y = % +1.

Alltsa ar fOIFH Re zdz beroende av végen I,

6.2 Integralens beroende av vagen

Definition 6.4. F(z) ar en primitiv funktion till f(z) pa méngden D om for
varje z € D géller att F'(z) = f(z).

Sats 6.1. Om den komplezvdrda funktionen f(t) dr kontinuerlig pa interval-
let (o, B) och har en primitiv funktion F(t) pdla, 8], sd galler

[ r0a=r@) - ), (6.13)

Bevis: Satt F(t) = U(t) +4V(¢) och f(t) = u(t)+iv(t). Nudr F'(t) = f(¢)
pa [a, B], vilket medfor att U'(t) = u(t) och V'(t) = v(t) pa [a, f]. Da géller

/jf(t) dt — /ju(w dt +i /jv(t) dt — [U(t)}ﬁﬂ' [V(t)f

=U(B) +iV(B) — (Ula) +iV(a))
= F(f) - F(a). O
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Sats 6.2. Antag att f(z) dr kontinuerlig i omrddet D och har en primitiv
funktion F(2) i D. Fér varje styckevis reguldr kurva v © D med borjepunkl
a och slutpunkt b galler

Af@ﬂz=/;ﬂddw:F@—JN@. (6.14)

Bevis: Antag att I' = 4 + v2 + ... + Yn, dér 7, ar reguldra kurvor med
bérjepunkterna ay och slutpunkterna by, &k = 1,...,n, dar a; = a och b, = b.
L&t -y, ha parameterframstéllningen z = z(t), o <t < fgy, k=1,...,n. D&
galler

[10a=3 [ s@a=3([" s ana). o
r k=1 Y Tk k=1 Y%

Eftersom 4 (F(z(t))) = F'(2(t)) z,(t) = f(2(t) 2,(1), o <t < By, b =

1,...,n, s& erhaller vi med stod av Sats 6.1 att

B P
£ (2(8)) 24 () dt = / %(F (2(t)) dt (6.16)

[o7% [£23

= F(z(Br)) — Fla(ow)), k=1,..,n.

D& nu 21 (ogs1) = 26(Be), k£ =1,...,n — 1, s& omskriver vi (6.15) i formen

Exempel 6.6. Berdkna f:z z dz langs nagon regular kurva I' fran z; till 2.
Lésning: Funktionen f(z) = z ar kontinuerlig i hela C och har dér den
primitiva funktionen F(z) = 2%2/2. Dirmed géller med stod av Sats 6.2 att

(7 — 1),

22 1
/ zdz = F(z) — F(z) = 5

langs varje regular kurva fran z; till 2.
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Sats 6.3. Antag att f dr kontinuerlig i omrddet D och har en primitiv funk-
tion F(z) 1 D. Da gdller for varje sluten styckevis reguldr kurva I' © D att

/Ff(z) dz=0. (6.17)

Bevis: For kurvan I" sammanfaller borjepunkten ¢ med slutpunkten b, a = b.
D4 géller med stod av Sats 6.2 att

/pf(z)dz: F(b)— Fla)=0. O

Sats 6.4. Antag ait f(z) dr kontinuerlig i omrddet D. Da dr foljande
pastaenden ekvivalenta.

(i) f(2) har en primitiv funktion F'(z) i D.

(ii) For varje sluten styckevis requldr kurva I' i D gdller:

/Ff(z)dz:o.

(1ii) Om Ty och Ty dr tva styckevis reguldra kurvor i D med samma borjepunkt
och samma slutpunkt, sa galler

f(z)dz= | f(z)dz.
Y Iy

(Kurvintegralen dr oberoende av vdgen).

Bevis: Vi har visat att (i) = (ii) (Sats 6.3) och att (i) = (iii) (Sats 6.2). Vi
bér alltsa visa att (ii) = (iil) och att (iii) = (i).

1. Vi visar forst att (ii) = (iii). Antag att (ii) géller och att I'; och I'y
ar tva styckevis reguldra kurvor i D med samma borjepunkt a och samma
slutpunkt b. Definiera den styckevis regulara kurvan I' i D genom: ' =1I'y +
(=T'y). D& ar I en sluten styckevis reguldr kurva i D, varfor f», f(z)dz = 0.

A andra sidan galler:

/P f@as= [ f@ar [ p@a= [ 1@ [ pea.

I

Alltsé géller [ f(2)dz = [, f(2)dz, och vi har visat att (i) = (iii).
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2. Vi skall visa att (iii) = (i). Antag att fabp f(2) dz endast beror av
punkterna a och b for varje styckevis reguldr kurva I' i D. D& D ar sam-
manhangande kan varje punkt z € D sammanbindas med a med en styckevis
reguldr kurva I' i D. (Se figur).

e N A
iy 7

Tag godtyckligt z € D. Vi definierar F'(2) genom

F(z) = /G:f(w) dw .

Viardet pad F'(z) ar oberoende av I'. Vi skall visa att F'(z) = f(z). Eftersom
D &r en 6ppen méngd finns en cirkelskiva D(z,r) C D. Valj Az sa litet att
z + Az tillhér D(z, 7). Rata linjen fran z till 2 + Az kallas L. D& galler:

z2+Az 2
F(z+4 Az) — Fz) = / flw)dw— | f(w)dw

z 240z z
~ [ twaws [ fwyan— [ pwydu
z+Az
- [ fwadw
zz+Az z+Az
- [ t@avs [ (@) - ) dw
: 240z ‘
—f@ bt [ ()= ) dw,

ty med stod av Sats 6.2 géller: f;JrAZ dw = [w]**?* = Az. DA f &r kontin-
uerlig hor till ett godtyckligt valt € > 0 ett § > 0, s att for w € L géller:

|Az] < 8 = |f(w) — f(2)] < e For|Azl < 6 giller det, dar den forsta
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olikheten erhélls med stéd av (6.10), att

24Nz
F(z+ D2) — F(z) — f(z) D] = / (f(w) - £(2)) duw

< (max|f(w) — f(2)]) - |Az]

T twel
<e|Az|.

Division med |Az| dér |Az| < § ger:

F(z+ AAzi —F(z) )| < e
Alltsé galler
P = lim TEHODZFE)

Darmed har f(z) en primitiv funktion F'(z) i hela D. O

6.3 Cauchys integralsats

I foregaende avsnitt visades att integralen av en kontinuerlig funktion &r noll
langs varje sluten regulér kurva i ett omrade D om och endast om funktio-
nen har en primitiv funktion i D. Vi visar i detta avsnitt, att om funktionen
ar analytisk i ett enkelt sammanhéngande omrade D, sa &r dess inte-
gral noll langs varje sluten styckevis regulér kurva i D. Detta &r Cauchys
integralsats. Vi borjar med att bevisa en hjalpsats.

Sats 6.5. Antag att f(z) dr analytisk i ett omrdde D. Om I’ dr en triangel
i D sddan att omradet M innanfor I' ocksa tillhor D, sa galler

/Ff(z) dz=0. (6.18)

Bevis: Vi betecknar [ = .fr f(2) dz‘ > 0, och visar att I = 0. Dela upp

A = ~yUM ifyra solida trianglar Ay, Ag, Az och Ay med randerna =y, ¥, 3
och 74. Detta gors genom att sammanbinda mittpunkterna pa sidorna av I,
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Om 1, Y2, Y3 och 74 orienteras positivt galler

/Ff(z)dz:z f(z)dz

fw f(2) dz! ar storst ombetecknas till A; med randen

Den triangel for vilken

v, och vi sétter I; = ’fm f(z) dz’. D& géller I < 41;. Vidare ar diam(4A,) =

1 diam(A) och béglingden(y) = 2 baglangden(I"). Om vi upprepar del-
ningsproceduren med triangeln A\ erhélls en triangel A, med randen v, och
I = }f% f(2) dz‘. D& giller I; < 4I,, och vidare att diam(A,) = 1 diam(A)

och baglingden(y,) = 3 baglingden(y;). D& vi upprepar denna procedur

erhéller vi en f6ljd av trianglar A, Ay, Ag, ... med réanderna I', v, s, .... D&
galler: ‘

(1) Ajy1 C A for alla j,

(ii) baglangden(”yﬁl) baglangden(fyj) .. = 5777 baglangden(T'),

(iii) diam(Aj41) = dlam(AJ) = .= o7 dlam(A)

(V) [<dL <421, <.. <41,

Eftersom A; ar slutna méngder i D, Ajqq C A for alla j och diam(A;) —
0, d& 5 — oo, si finns det med stod av Cantors sats (Sats 2.6) en entydigt
bestdamd punkt zp € D sédan att 20 = N72;4;. D4 f dr analytisk 1 z
existerar f'(zg). Tag godtyckligt € > 0. D& finns det ett § > 0 sddant att

M—f’(zo) <e dalz—2|<9.
Z — Zy
Med andra ord géller
|f(2) = (f(z0) + f'(20)(z — 20))| < €lz— 20|, da[z—2] <.

Eftersom diam(A;) — 0, d& j — oo finns det ett index j, sddant att j >
Jo = A, ligger i cirkelskivan {z : |z — 29| < ¢}. Vidare géller med stod
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av Sats 6.3 att f%, dz = 0 och fvj(z — 29)dz = 0, ty vi har de primitiva
funktionerna F(z) = z respektive F(z) = (z — 20)?/2. D4 géller for j > jo,
dér vi anvénder (6.9) i den forsta olikheten, att

z)dz = l/ f(2)dz — f(20) [ﬁ dz — f'(2) [r(z—zg)dzl

J

- | / F(20) + f'(0) 2 = ) ]
f(2) = (£ (20) + f(20)(2 = 20))] 2]
<e: (lzn%ic |z — zo|) - baglangden(y;)

< e diam(4;) - baglangden(vy;)

1 . 1., ..
=g Edlam(A) : égbaglangden(’y)

=€ %diam([l) - baglangden(T")

Med stod av (iv) erhélls da for j > jo

0<I<AIL;<4(e- %diam(A) - baglangden(T"))
= ¢ - diam(A) - baglangden(I") .

D& ovanstaende uppskattning géller for alla e > 0 far viatt I =0. O

Nu formuleras Cauchys integralsats i sin allménna form. Beviset utfors for
specialfallet d& D &r ett konvext omrade. Detta &r oftast fallet i tilldmpningar.

Sats 6.6. (Cauchys integralsats. Antag att funktionen f(z) ar analytisk i ett
enkelt sammanhangande omrdde D. Dd dr fr z)dz = 0 for varje sluten
styckevis reqular kurva I' 1 D.

Bevis: (Partiéllt bevis for konvext D). Antag att D &r ett konvext omrade.
(Vilket medfor att D &r enkelt sammanhéngande). Fixera ett godtyckligt
a € D. VAalj ett godtyckligt z € D. Definiera

~ [ fwdu
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dar integrationen sker langs strickan I'y frén a till z. Tag en punkt 2+ Az €
D. L&t T’y vara strackan fran a till z 4+ Az och I's strackan fréan z till 24 Az,
Triangeln med hérnpunkterna a,z och z + Az ligger helt 1 D (ty D &r en
konvex méngd).

e - I

__ms\ r, —
, 2 b T
— _
0 r_:,‘l r'.). —
— N
L Té‘" - -4
Nu géller
Flz+M2)—F(z)= | flw)ydw— | f(w)dw. (6.19)
Fz Fl
Med stod av Sats 6.5 galler
fw)ydw— [ flw)dw— [ flw)dw=0. (6.20)
Ty I3 I8
Alltsa galler
/ fw)dw— [ fw)dw= [ fw)dw. (6.21)
Ty " I's

D4 vi kombinerar (6.19) och (6.21) s& erhalls
z+Az
Flz402)—F(2) = | f(w) dw=/ f(w) dw.
I'z z

Precis som i del 2 av beviset av Sats 6.4 erhalls nu att F'(z) = f(z). Men

d& ger Sats 6.4 att [, f(2) dz = 0 fér varje sluten styckevis regulér kurva T' i
D. O

Exempel 6.7. Sats 6.6 behover inte gélla i ett omrade som inte &r enkelt
sammanhangande. Lat exempelvis D = {z: |z — 20| < 2 och z # 2 }. Da &r
funktionen
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analytisk i D. L&t I’ vara den slutna och reguléra kurvan I" = {2 : |z — 29| =
1}. Dé &r

/f(z) dz = 2w,
r

om I' genomléps ett varv i positiv riktning. (Se Exempel 6.3).

Anmirkning: Om det omrade D dér f(z) ér analytisk inte &r enkelt sam-
manhéangande, s& giller Sats 6.6 i varje delomrdde D; C D som é&r enkelt
sammanhéangande.

Sats 6.7. Om funktionen f(z) dr analytisk pd och innanfor en styckevis
regquldr Jordankurva I, sa gdller

/Ff(z) dz = 0.

Bevis: D& f &r analytisk i varje punkt av I, sd &r f(z) deriverbar i en
omgivning av varje sadan punkt. Detta medfor att det existerar ett enkelt
sammanhangande omrade D, som innehaller I och i vilket f &r analytisk.
D4 giller med stod av Sats 6.6 [, f(2)dz=0. O

Sats 6.8, Lat Iy och I'y vara tva styckevis requlira Jordankurvor sadana att
Iy ligger innanfor T'y. Antag att funktionen f(z) dr analytisk pa T'y och pd
Iy, samt 1 omradet D mellan Ty och T'y. Dd gdller

f(z)dz= | f(z)dz, (6.22)
Ty Iy

forutsatt att I’y och I'y genomlops i samma riktning.

Bevis: Vi forbinder I'y och I'y med tva reguldara kurvor I'z och I'y enligt
figuren nedan. :
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D34 delas D upp i tva enkelt sammanhéngande delomraden D; och D,. Kalla
den “vénstra delen” av I'y fér 4? och den “hogra delen” av I'; fér 7. Analogt
definieras 42 och y%. D& har vi tvd Jordankurvor, 4§ 4+ T4 + (—7%) + (—Ts)
och ¥ +T3+4(—v3)+(—T4), sddana att f &r analytisk pd dessa och i omrédet
innanfér dem (D; och D;). Med stod av Sats 6.7 géller det att:

/+/—/——/=0 och/—l—/—/—/:O. (6.23)
v Ty v I's 0% ' vy T4

Om vi adderar ihop vanster- och hogerled i (6.23) far vi att fFl f(z)dz =
Jr, f(2)dz. O

Med ett analogt bevis generaliseras Sats 6.8 till:

Sats 6.9. Ldt I', v, %o, ..., Vo vara styckevis regulira Jordankurvor. Antag
att 1, ...,V ligger innanfor T', men inte innanfér varandra. Om f(z) dr
analytisk pa T',v1, Y2, ..., Yn 0ch i omradet D mellan kurvorna, sd gdller:

/Ff(z)dzz/ [ de+ | fdeto+ [ f2)dz,  (6.24)

Tn

forutsatt att alla kurvor genomlops 1 samma riktning.




