5 Komplexa serier

5.1 Allmanna satser

Betrakta en foljd ¢, ¢z, cs, . . . , betecknad {cj};?‘;l, av komplexa tal. Den n:te
partialsumman 5, definieras genom

n
S’n=ch=c1+c2+-~-+cn, n=12,... (5.1)
j=1

Om foljden {S,}52; har ett gransvirde S (# o00) séiger vi att den oéndliga
serien Z;’;l c; ar konvergent med summan S. Detta betecknas

i Cc; = S. (52)
j=1

Om féljden {S,} inte har ett gransvérde &r serien 2, c; divergent.
Termerna i partialsumman S, kan skrivas ¢; = a; +4b;, 7 = 1,...,n, dar
a;,b; € R. D4 fés

n n n
Sa=ci= aj+i Yy bj=o0n+im, (5.3)
j=1 j=1 j=1

dar o, och 7, ar de m:te partialsummorna av de reella serierna Z‘;’;l a; re-
spektive Z;’;l b;. Beteckna S = o +47. Med stéd av Sats 2.2 galler:

lim S,=S=0c+iT& <lim on =0 och lim 7, =7).
n—oo —r00 n—oo

Med andra ord har vi:

Sats 5.1. Serien Z;’;l c¢; konvergerar om och endast om de reella serierna
D e @ och 3732 by bdda konwergerar. Héirvid gdller:

0
S = E Cj =
J=1 J

Anmarkning: Studiet av konvergensen for en komplex serie kan séledes
overforas pa studiet av konvergensen for tva reella serier.

o0

o0
aj+z'2bj=0+z'7. (5.4)
1 =1
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Sats 5.2, Om serien Y22, ¢; konvergerar, sd dr lim;j_ec; = 0.

Bevis: Sétt ¢; = a; +1b;. DA har vi att Z 1 ¢j konvergerar medfér att de
reella serierna z 1 0y och Z b; bada konvergerar vilket i sin tur medfor
att a; — 0 och b; —>0da]—>oo ochdéirmedharviattcj——>0déj——>oo.
O

Anmirkning: Om serien Z 1 ¢; ar konvergent sa galler med stod av
foregdende sats att det for € = 1 existerar ett heltal N sa att |¢;| < 1
sasnart j > N. Dérmed kan vi hitta en konstant K > 0 sa att |¢;| < K for
alla j.
E ‘ . oo (142 .. .

xempel 5.1. Visa att serien >, *5¢— ér divergent.
Losning: Vi har att

%UHW: ((1;i)2)k= <%>k=z’k7é0, & k — oo,

Definition 5.1. Den komplexa serien > 22, ¢; r absolut konvergent om
. fa'e) '
serien > 22 ) |c;| r konvergent.

For positiva reella serier med termerna uppfyllande 0 < z; < y;, § =
1,2,..., galler: Z;’;l 1; konvergent = Z;’ozl z; konvergent. (Majorantprincipen).

Sats 5.3. Serien Z 1 ¢y ddr ¢; = a; +1b;, ar absolut konvergent om och
endast om bade Z] 1 a5 och ZJ 1 bj dr absolut konvergenta reella serier.

Bevis: 1. Antag att Z =1 ar absolut konvergent. Eftersom |a;| < ¢l
och |bj] < |e;] for alla j, s ér &ven serierna ) 7, a; och Y522, b; absolut
konvergenta.

2. Antag att ) 22 a; och Zoilb ar absolut konvergenta. D& |¢;] <
laj| + |b;| for alla 7, och serien j= oo 1(Jaj| + |b;]) &r konvergent, s& &r dven
serien » - i1 fcjl konvergent. Alltsa &r serien Z 1 ¢; absolut konvergent. O

Exempel 5.2. En serie som ar konvergent behover inte vara absolut kon-
vergent. Serien
o0

y=l ]=1
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ar konvergent, ty den reella serien —1+1/2—1/3+1/4— ... har alternerande
termer vilkas belopp ar strangt avtagande mot 0. Daremot ar serien

divergent.

For en reell serie galler att om den ar absolut konvergent s& dr den &ven
konvergent. Med stod av detta fas:

Sats 5.4. Om en komplez serie 352, ¢j, ¢; = aj+1ibj, dr absolut konvergent
sd dr den dven konvergent. Vidare galler:

Do <D Il (5.5)

Bevis: Av antagandet och Sats 5.3 foljer att serierna 322, |a;| och 3752, by
ar konvergenta. Da &r &ven de reella serierna Z;’;l a; och Z‘;‘;l b; konver-
genta. Med stod av Sats 5.1 ar d& serien Z;f’__l c; konvergent. Beteckna
S = Z;’il lcj|. Den generaliserade triangelolikheten ger att for varje n géller
| >0l < 2050 lejl £ 8. Om vi later n — oo erhalls (5.5). O

Exempel 5.3. Antag att |¢| < 1, dér ¢ &ér ett komplext tal. Eftersom
(1-c)l+ct+c+..+c")=1-c"",
erhaller vi
1— Cn+1
1—c =

D& lc|] < 1= "™ — 0,ddn — oo, far vi att

l4+c+ ..+ =

o 1 .
207 = i—:—c, da 'Cl <1. (56)

j=0

Detta dr den geometriska serien med rationen c¢. Om |c| > 1 sa diverg-
erar serien, ty d& giller ¢/ 4 0 da j — oo.
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1421 J

Exempel 5.4. Undersok om serien Z] 1] ( ar konvergent

Losning: Kvottestet for serien ijl ; + Serien &r absolut konvergent

om lim;_,e0 ’cljcjll' = d och 0 < d < 1. Serien ar divergent om d > 1 och
konvergensen ar obestambar om d = 1.

(1) d < 1. Valj € > 0 och J sé att ‘C’”ll' <d+e<1lferj>J Daéar
leji1] < lejl(d+e) for j > J. For k > J galler |cx| < |cp—1] (d4€) < |cp—a| (d+

£)? < .. <|lc,J(d+¢e)f /. D& harviatt |[d+e| <1= 373, lc|(d+
e)F 7 = le,| (d+¢) Y o720(d + ) konvergent = 377 ;) |ex| konvergent =
>_j—1 ¢ absolut konvergent.

(2) Om d > 1 4 finns ett J sé att |cj41|/|¢;] > 1 f6r j > J, vilket medfér att

for k > J galler |ck| > |cg—1] > ... > |cg], vilket i sin tur medfér att ¢; 4 0
dd j — oo, Serien ar divergent.

(3) For ¢; = Jl och ¢; = cw ger kvottestet d = 1. Den forsta serien &r

divergent och den andra ar konvergent
J

Vi underscker |¢;| = 'j (1+2’) ‘ = j ( 5) :

el _ 7+ \/_ Vb

—,——— — o — <1, da j — oo,
&l j 3 3
och dé &r serien ) 77, c; absolut konvergent och ddrmed &ven konvergent
enligt Sats 5.4.

5.2 Likformig konvergens

Lat f1(2), fa(2),... = {fu(2)}52; vara en foljd av funktioner som &r definier-
ade pd en mangd D C C. Antag att foljden konvergerar (punktvis) i D
mot en funktion f(z). Alltsd for varje € > 0 och z € D existerar ett
heltal N (= N(z,¢)) sddant att |f(z) — fo(2)] < € sasnart n > N. Hér
ar gransindexet N beroende av bade ¢ och 2. Vid likformig konvergens
beror gransindexet enbart av €.

Definition 5.2. Foljden {f,(2)}2, konvergerar likformigt mot funktionen
f(2) p&d mingden D om for varje € > 0 finns ett heltal N, sddant att

n> N, = |f(z) — fal2)| <€ for alla z€ D. (5.7)
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Betrakta nu funktionsserien Z;il fi(2) och antag att den konvergerar
mot S(z) for varje z € D. Partialsummorna S,(z) for funktionsserien ges av

Sn(z) = Z?:l f](z)) n=12,..

Definition 5.3. Funktionsserien )72, f;(2) konvergerar likformigt mot S(2)
pa D, om fdljden av partialsummor {S,(z)}5°, konvergerar likformigt mot
S(z) pa D.

Likformiga konvergensen for en funktionsserie kan sékerstéllas med hjalp
av Weierstrass M-test:

Sats 5.5. Antag att Z;’;l M; dr en konvergent serie med reella icke-negativa
termer. Antag att for alla z € D och alla index § > J gdller att | f;(2)| < M;.
D dr funktionsserien ) 2, fi(z) likformigt konvergent pd D.

Bevis: Tag godtyckligh € > 0. Beteckna s, = > 7 M; och Sy(2) =
> i fi(#). Eftersom féljden {s,} &r konvergent &r den en Cauchy-féljd.
Vi kan vilja N, > J sé att for m > n > N, géller

m m
lsm—sn|=‘z Mj’: Z M; <e. (5.8)
F=n+1 j=n+1

Men da &r &ven {S,(z)} en Cauchy-foljd for varje z € D, ty for m > n >
N, > J galler med stod av (5.8) att

Sn(2) = Sul2) = | 30 fi2)| £ D2 1< Y My<e. (59)
j=n-+1 j=n+1 j=n+1

Déarmed ar Zjil [i(z) konvergent for varje z € D, och serien konvergerar i
D mot en funktion S(z). Om vi later m — o0 i (5.9) (Sp(2) — S(2)) erhalls:

|S(2) — Sp(2)| <eforallaze Ddan>N,.
Allts& konvergerar > ey [i(2) likformigt mot S(2) pA D. O
Sats 5.6. Ldt {fn(2)} vara en foljd av kontinuerliga funktioner definierade i

mdngden D, och antag att foljden konvergerar likformigt mot f(z) pa D. Da
ar f(z) kontinuerlig pa D.
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Bevis: Tag € > 0 och valj en godtycklig punkt zp € D. P& grund av att
foljden {f.(2)} &r likformigt konvergent kan vi vélja N sa stort att |f(z) —
fy(2)] < e/3 fér alla z € D. Eftersom f, &r kontinuerlig i zo finns det ett
9 > 0 sddant att (2 € DAz — 2| < 3) = |fy(20) — fy(2)] < €/3. Men d&
géller for |zo — z| < § att

|f(20) - f(z)‘ = |f(z0) - fN(ZO + fN(zO) - fN(z) + fN(Z) - f(z)'
( (2

)
)

< If 20) _fN 0 |+l-fN(Z0) _fN(ZM“i—IfN(Z)—f(Z)I
< —§-+§+§=5.

Dérmed dr f(z) kontinuerlig i varje punkt 2o € D. O

Anmairkning: Om den i méngden D likformigt konvergenta funktionsserien
S(2) = 3732, fi(2) har kontinuerliga termer f;(z) i D, sd ér dven partialsum-
morna Sy(2) = > i_,; fi(#) kontinuerliga i D. Med st6d av Sats 5.6 ar da
S(z) kontinuerlig i D.

5.3 Potensserier

Definition 5.4. En funktionsserie av formen Z;io ¢j (2 —20)7, dér ¢; och z
ar komplexa konstanter, kallas en potensserie. Konstanterna c; ér koefficien-
terna for potensserien.

Viskall i resten av detta kapitel besvara fragorna: For vilka z konvergerar
potensserien? Nér konvergerar den likformigt? Ar gréansfunktionen kontin-
uerlig? Ar grénsfunktionen analytisk?

Sats 5.7. Om en potensserie konvergerar for z = z(# 2p), sd konvergerar
den absolut for varje z med |z — 2| < |21 — 20].

Bevis: Eftersom serien Z;f’__o cj(z1 — z)? konvergerar &r seriens termer
begransade, (anmérkningen efter Sats 5.2), och det finns en positiv kon-
stant M sddan att |c; (21 — 20)!| < M for alla j. Med beaktande av att
lej] < M|z — 207 far vi:

121 — 2]

5 (2 = 20| = lesll2 — 2ol < M(i——f——-'—> . (5.10)



5.3 Potensserier 73

Enligt antagandet ar llz—zl:_% < 1. Darmed konvergerar den geometriska serien

|z1—20]
D 5206 (2 — 20)? dr absolut konvergent for varje z med |z — zo| < |21 — 20|

O

i
Do M < lz_zol) . Majorantprincipen och (5.10) ger da att potensserien
o0

Definition 5.5. Lat {a,}5°, vara en reell talfoljd. Da definieras limes su-
perior och limes inferior genom:

limsup a, = lim (sup{an,an+1, }) : (5.11)
n—oo

liminf a, = lim (inf{an, (nt1, }) : (5.12)
n—Co0

Vi gor nu en upprakning av egenskaperna for limsup och liminf. For
bevisen hanvisas till en kurs i reell analys.
For en obegransad reell talfoljd {a,} géller:

lim sup a,, = +00 < {a,} &r obegréansad uppét,

limsupa, = —o0 & lim a, = —00,
n—0oe0
lim inf a, = —00 < {a,} &r obegrénsad nedat,

liminf a, = +00 & lim a, = +o00.
n—eo

D4 lim sup a,, och liminf a, &r &ndliga karakteriseras de av féljande sats.
Sats 5.8. (1) limsupa, =a € R om och endast om

a)Ve>03dN:n>N=a, <a+teg,
b) For varje € > 0 och varje heltal N finns ett n > N, sd att a, > a —¢€.

(2) liminf a, = a € R om och endast om

a)Ve>03IN:n>N =a, >a—c¢,
b) For varje € > 0 och varje heltal N finns ett n > N, sd att a, < a+e.

Anmérkning: Sats 5.8 medfor da att a = limsup a,, & for varje € > 0 finns
ett andligt antal a, > a + € och ett oéndligt antal a, > a —¢.

a = liminf a, & for varje € > 0 finns ett dndligt antal a, < a — € och ett
oandligt antal a, < a+ €.
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Definition 5.6. Talet « &r en hopningspunkt for den reella talfoljden {a,},
om for varje € > 0 och varje positivt heltal NV alltid finns ndgot index n > N
med |z, — a| < €.

Varje e-omgivning av en hopningspunkt innehéller oandligt manga tal ur
foljden. Man kan visa att det bland alla hopningspunkter for en given talféljd
{a,} alltid finns en storsta och en minsta hopningspunkt. (+oo storsta om
{a,} obegrinsad uppat och —oco minsta om {a,} obegrdnsad nedat). Om
talfoljden {a,} &r konvergent har den endast en hopningspunkt. Nu kan
lim sup a,, och liminf a, kopplas till hopningspunkterna for {a,}.

Sats 5.9. limsupa, dr den storsta hopningspunkten for foljden {a,} och
liminf a,, dr den minsta hopningspunkten for foljden. Om lim,_, a, exis-
terar gdller limsup a, = liminf a, = lim,_, an .

Anmirkning: Av Sats 5.9 foljer att lim inf a, < limsup a,.

a\"
Exempel 5.5. Bestdm limsup a,, och liminf a, fér a, = (1 + (;;l—) , n=
1,2, ...
Loésning: Vi har att

1 \2n
bn=a2n2<1~|———) — e, da n — oo,
2n
—1

2n+1

2n+1 1 1 .
cn=a2n+1:(1+ > — e = dén — oo.

Darmed har vi att limsupa, = e och liminfa, = %
Vi bevisar nu en anvandbar sats for bestdmning av lim sup.
Sats 5.10. Antag att lim,_,. a, = a > 0 och limsupb, = 8. Da gdller
limsup(a,b,) =a- 0. (5.13)

Bevis: Eftersom lim sup b, = £ kan vi hitta en delfdljd {b,, } av {b,}, sédan
att by, — B, d& k — oo. For delfoliden {an,bn,} av {ab,} géller att
Ungbn, — af, d& k — oco. For en godtycklig delfoljd {anbn,} av {anb,}
sadan att anbp, — v, d& | — oo géller : b, — I, dd [ — oco. limsupb, =
B=1<B=v<af Alltsi ges den storsta hopningspunkten for {anby}
av o 8. Darmed ar limsup(a, b,) = af. O

Anmirkning: En helt analog sats géller for lim inf(ay, by).
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Sats 5.11. Vi betraktar potensserien

i ¢ (z — 20)?, (5.14)

j=0

och definierar ett tal R, 0 < R < +o00, kallat konvergensradien for potensse-
rien, genom formeln

1
R= —r—. 5.15
lim sup {/|cy| (5:15)
Da galler:

(1) Potensserien dr absolut konvergent for |z — z| < R.

(2) Potensserien konvergerar likformigt i varje cirkelskiva av formen |z —
Zol S RI < R

(3) Potensserien divergerar for |z — 2| > R.

bevis: Vi behandlar forst fallen (1) och (2). Om R = 0 har vi inget att
bevisa. Antag att R > 0. Vilj K sa att

1 1

=< K< —=.

) < < R
D& galler R > 1/K = K > limsup {/|c,|. Alltsé finns det ett éndligt antal
¢; med {/|c;] > K. (Se anmérkningen efter Sats 5.8). For j > J giller det
att {/|c;| < K. For alla z i cirkelskivan |z — z| < R’ géller ddrmed for j > J
att

lej(z = 20¥] = ({/lesl 2 = 2ol)? < (KR (5.16)

Eftersom K R' < 1 konvergerar Z;’; J+1 (K R')? och dérmed konvergerar
potensserien (5.14) absolut i |2 — 29| < R'. D& konvergerar potensserien
dven absolut i |z — 2] < R, och fallet (1) &r bevisat. Om vi séitter M; = 1
for § = 0,1,....,J och My = (KR')? for j = J+1,J +2,..., s& konverg-
erar Y oo M; och |¢j(z — 20)7| < M; for alla j > J och alla z i cirkelskivan
|z — zo( < R'. Med stod av Weierstrass M-test, Sats 5.5, konvergerar da
potensserien likformigt i cirkelskivan |z — 29| < R’. Dérmed &r pastéendet
(2) bevisat.

For att bevisa pastaendet (3) véljer vi z s& att |2 — 29| > R och K saddant
att

1 1
’I‘;—_—Z—Oi<K<E. (-R—+OOOIHR~0)
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D4 giller R < 1/K = K < limsup {/|c,|. Alltsa finns det odndligt manga
koeflicienter ¢; sddana att {/|c;| > K. Fér sddana c; giller

lej (2 = 20)7| = ({/ lejllz — 20l > (K]z = 2] > 1
Men d& géller inte att c;(z—20)? — 0 d& j — o0, och potensserien ar darmed
divergent. 0O

Anmairkning 1: For en potensserie giller da ett av tre alternativ: 1) Serien
konvergerar enbart for z = 2z, (R = 0), 2) serien konvergerar for alla z € C
(R = +00) eller 3) serien konvergerar i en ppen cirkelskiva |z — 2| < R och
eventuellt i punkter pa cirkeln |z — 2| = R

Anmiérkning 2: Den funktion S(z) som potensserien konvergerar mot i
|z — 20| < R &r kontinuerlig, ty givet godtyckligt z i |z — 2| < R finns
det ett R’ < R s& att z ligger i |z — 20| < R. I denna slutna cirkelskiva
ar potensserien likformigt konvergent och partialsummorna &r kontinuerliga
funktioner. Med stéd av Sats 5.13 ar da S(z) kontinuerlig i punkten z och
darmed i hela |z — 20| < R.

Exempel 5.6. Utveckla funktionen S(z) =

Zg = 0.
Losning: Vi har att
z 2 172 /2 1 1

1
4+ - —
A )

B

2—4 (z—2(z+2) 2-2 z+2
R e
)@ #-i S

J=0 J=
D4 har vi att cg; = 0 => lim;_ee ¥/]cgj| = 0. Vidare &r coj41 = —2(5)¥*! sa
vi far

1
hm R leg| = hm T2 2]+1 = lim 2”\/_ =1.5= %
j—00

Dérmed har vi att lim sup {/|c,| = Vllket betyder att konvergensradien ar
R = 2. Alltsa erhaller vi utveckhngen
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5.4 Derivator av potensserier

Om vi i potensserien (5.14) substituerar 21 = 2—2zg s erhaller vi en potensserie
av formen Z;’;O ¢jz]. Vikan utan att forlora i allméngiltighet inskrénka be-
handlingen till potensserier av formen

S(z) = i ¢z’ . (65.17)
=0

Antag att potensserien (5.17) har konvergensradien R > 0.

Sats 5.12. Den termuis deriverade potensserien
o0
S1(z) = Zj c;z ™t (5.18)
j=1

har samma konvergensradie By = R som serien (5.17).

Bevis: Eftersom lim;_,o /7 = 1 > 0 erhalls med stéd av Sats 5.10 att

lim sup {/|n c,| = limsup(/n - ¥/|cal)
= lim {/n -limsup {/|c,|=1" %
1

_é .
Konvergensradien R, for serien (5.18) ér d& Ry =1/(1/R)=R. O

Anmirkning: Genom upprepad anvandning av Sats 5.24 far vi att serierna

Yo =127 -1 -2
=2 j=3

alla har samma konvergensradie R som serien (5.17).

Sats 5.13. Ldt S(z) och Si(z) vara givna av (5.17) respektive (5.18). Dd
géller for |z| < R att S'(z) = Si(2). (Den termuvis deriverade seriens summa
= derivatan av den givna seriens summa,).
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Bevis: Valj godtyckligt 2 sadant att |z| < R. Valj § = (R—|#|)/2 och antag
att |h] < 8. D& galler |z + h| < R och

S(z+h)—8(z)=>_ci((z+hY _zﬂ)——c1h+ZcJ (z4h) —27).
j=1 J=2
Vidare erhalls
S(z+h) — S(2) (z+h)Y =2 .4
- ch (——— — 2t > . (5.19)

Med stod av binomialteoremet géller

R e I L | e o L

—_ — 41
h % h J%
J .
— Z (2) z]—khlc—l
k=2
Da& uppskattar vi beloppet
(2 + h)j — 27 i1 d J
A EP IV
k=2
J j .
<1bl Y (1) (R -2y ke
k=2
b~ (9 ks
" ; ) (=207
J .
< l—h2—| (2) (R — 26)7 k6% = L ‘((R 28) + 6)!
k=0
h
= % (R—6)
Med stod av (5.19) far vi da att
j=2
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Hogra ledet i (5.20) gar mot noll d& h — 0. Alltsd &r S'(2) = S1(z). O

Anmérkning: Genom upprepad anvandning av Sats 5.24 och Sats 5.13
erhaller vi foljande teorem som en sammanfattning av undersokningarna i
detta avsnitt.

Sats 5.14. Ldt S(2) = D72 ¢; (# — 20)’ med konwergensradien R > 0. Dd
ar S(z) analytisk i |z — 20| < R. Vidare har S(z) derivator av alla ordningar
i |2 — 20| < R, som erhdlls genom termuvis derivering av serien. Alltsd:

Zyj—l G-kt el — )l k=1,2,... (5.21)

Vi avslu‘gar detta kapitel med tre viktiga potensserier

Exempel 5.7. Betrakta potensserien S(z) = Z;io . Serien har konver-
gensradien R = +oo (6vningsuppgift). Alltsa ar S(z) med stod av Sats 5.14
analytisk 1 hela C (en hel funktion) och S'(%) ges av

21 - 7
Zﬂ = Z T2
Jj=1 j
for alla z € C. Nu galler for alla z € C att
(e7* S(2)) = —e7*S(2) + e7* 5'(2) =
ty S(z) = S'(2). Eftersom e™*S(z) &r analytisk i hela C géller e7* S(2) = k
for ndgon konstant k och alla 2 € C. Men d& 1 = e¢7°5(0) = k, fas att
S(z) = e* 1 C, och vi har att

(e}

Z for alla z € C. (5.22)

=0

21

Exempel 5.8. For sin z och cos z erhélls da potensserierna

I D R (R N e L A N ;2
cosz—Q(e +e )—§<j:0—j!—+z—7—)—2(—1) enik

=0 =0
| (5.23)
1. . 1[N (12)) o (—iz) = A
sinz = —(e¥ —e™ %) = ——,( —— — . =) (=1 oo,
2i 2i jz:% 7! ; 7! ; 27+ 1!
(5.24)

dar serierna (5.23) och (5.24) konvergerar absolut i hela C.



