4 Mobiustransformationer

4.1 Elementara transformationer

Vi inleder behandlingen med att studera fem elementéra avbildningar. Varje
Mobiustransformation kan sammanséttas av dessa. Forst definieras vad som
avses med “cirklar” i z-planet.

Definition 4.1. Lt C(z) beteckna méngden av alla cirklar och linjer i det
utvidgade komplexa talplanet, (det utvidgade z-planet). Med “cirkel’ avses
da ett element i C(z), dvs. antingen en cirkel eller en linje.

En “cirkel” delar upp z-planet i tvd omraden, antingen i tva halvplan
eller i omradet innanfor och omradet utanfor en cirkel. Om vi véljer tre
punkter z, 2o, 23 pd en “cirkel” C, € C(z) sé att zp ligger mellan 2; och 23,
s8 definierar delkurvan av C, som borjar i z; och slutar i z3 och genomldper
25, en genomloppsriktning, eller orientering, av C,. Vi kan da definiera
omradet till vanster om C,. ' '
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I. Translation. En avbildning

w=9(2)=z2z+¢, c€C, (4.1)

kallas en translation. Varje punkt i z-planet forskjuts med en vektor c.
Avbildningen &r bijektiv, och varje geometrisk figur i 2-planet avbildas pa en
kongruent geometrisk figur i w-planet. Speciellt géller: “cirklar” i z-planet
avbildas pa “cirklar” i w-planet.

o
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II. Rotation. En avbildning

w=_S8(z)=¢%2 0<0<2m, (4.2)

roterar varje punkt i z-planet vinkeln § runt origo. Avbildningen ér bijektiv.
Varje geometrisk figur i z-planet avbildas pé en kongruent geometrisk figur
i w-planet. Speciellt galler: “cirklar” i z-planet avbildas pa “cirklar” i
w-planet.

II1. Dilatation. En avbildning
w=_8(z)=rz, TR >0, (4.3)

kallas en dilatation. Avbildningen ar bijektiv. Varje geometrisk figur i 2-
planet avbildas pé en kongruent forstorad (r > 1) eller forminskad (r < 1)
geometrisk figur i w-planet. Speciellt géller: “cirklar” i z2-planet avbildas
pa “cirklar” i w-planet.
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Vidare galler: |w; — wy| = |S(21) — S(22)| = |rzn —r 2] = 7|21 — 29].
Varje avstand forstoras (forminskas) med faktorn r.

IV. Linjar transformation. En avbildning
w=_8(2)=az+b a#0, a,beC, (4.4)

ar en linjér transformation. Observera att om b # 0 sa géller S(z + 22) #
S(z1) + S(z2). (Begreppet linjér transformation avviker hir frén det man i
andra sammanhang brukar avse med begreppet). En linjar transforma-
tion &r uppbyggd av en rotation, en dilatation och en translation.
Om a = re? har vii w; = €?2, och wy = rw; = re¥ 2, samt slutligen
w = wy+b=az-+b Pa basen av de tidigare utredningarna I,II och III
fas da att avbildningen S(z) = a z + b ar bijektiv och att geometriska figurer
i z-planet avbildas pa kongruenta geometriska figurer i w-planet. Speciellt:
“cirklar” i z—planét avbildas pa “cirklar” i w-planet.
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Exempel 4.1. Sk en linjér transformation som avbildar C, : |z —1| = 1 pa
Cu: |w—3i/2] = 2.

Losning: (Rita figur!) Steg 1: Flytta C, till origo i wi-planet genom
translationen w; = z—1. Vi erhaller cirkeln Cy, : |wi| = 1. Steg 2: Forstora
Cy, med dilatationen wy = 2wy = 2(z — 1). Da fas cirkeln Cy, : |wy| = 2,
i wo-planet. Steg 3: Flytta C,, med translationen w = wy + 3i/2 = 2z —
2 + 3i/2, varvid vi erhéller cirkeln Cy, : {w — 3i/2| = 2 1 w-planet. Den sokta
linjara transformationen ar w = S(z) = 2z — 2 + 3¢/2.

V. Inversion. Avbildningen
w=S8(z)=~- (4.5)

ar en inversion. Inversionen &r en bijektiv avbildning fran det utvidgade
z-planet till det utvidgade w-planet. Punkten z = 0 avbildas pd w = oo och
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2z =00 p4d w = 0. Vi skall understka hur “cirklar” i det utvidgade z-planet
avbildas av S(z). Punkten z = co betraktas tillhérande varje linje i C(2).

a) Linjer genom origo. Lat z; = e vara skarningspunkten mellan linjen L
genom origo och enhetscirkeln i z-planet. Linjen L kan parameterframstéllas
genom z(t) = te, —oo <t < oco. D4 giller:

Linjen L avbildas pd linjen L’ i w-planet med parameterframstéllningen
w(t) = e ®/t, —co < t < co. Vi ser att z = 0 pd L avbildas pad w = oo
pa L', och z = oo pd L avbildas pd w = 0 pa L. Linjer genom origo i
z-planet avbildas pa linjer genom origo i w-planet.
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b) Linjer som inte genomlOper origo. Lat L vara en linje som inte gar
igenom origo i z-planet. Ekvationen for L ges d& av:

Az+By=C, C#0, (4.6)

dar A, B, C &r reella. Beteckna w =u-+4v och 2 =z +1y.

1 w U—1v
] — = — = = . 4‘7
THY=2=4 w2 uw?+0? (4.7

Alltsa galler:
—v

h Y=

| R
Inséttning av (4.8) i (4.6) ger:
v S 24 ,2) —
A(u2+vz)+B(u2+v2> Ce&Cu+v')—Au+Bu=0
B

A
<=>’U,2+'U2—5’U:+EU:O.
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Bilden av L blir en cirkel som gar igenom origo i w-planet. Punkten
Z =00 awofobildas pa w=0.

R

N +1
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Punkten ¢ som ligger ndrmast origo av punkterna pé L avbildas pd punk-
ten 1/¢ som ligger ldngst frén origo av punkterna pa Cy, i w-planet.

c¢) Cirklar som genoml6per origo. Eftersom inversen av w = 1/z ges av
z = 1/w, som ocksd &r en inversion, s fas med stod av b)-fallet att cirkeln

A B
2, ,2_ 4 L5 _
Tt +y Ox—{—cy 0, (4.9)

genom origo i z-planet avbildas pa linjen Au+ Bv = C i w-planet. D& nu
varje cirkel genom origo i z-planet kan skrivas i formen (4.9) for lampligt
valda A, B,C dar C # 0, sa géller: Cirklar som genomloper origo i
z-planet avbildas pa linjer i w-planet.

d) Cirklar som inte genomldper origo. Om C, ér en cirkel i z-planet
som inte genomloper origo kan den uttryckas med en ekvation

2+ +Az+By=C, C#0. (4.10)
Om vi utnyttjar (4.8) erhélls ekvationen

u? + v? 4 Au B
(w2 +v2)?2  (u2+902)2  w2+0? u? 40l

=C,

som forenklas till 1 + Au — Bv = C (u? + v?). D& C # 0 erhalls att u* +
v? — gu + g v = % Alltsa avbildas cirkeln C, pa en cirkel C, i w-planet.
Cirklar som inte genomlGper origo i z-planet avbildas pa cirklar
som inte genomldper origo i w-planet. Vi sammanfattar utredningarna
i detta avsnitt:
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Sats 4.1. Avbildningarna 1. — V. dr bijektiva och avbildar “cirklar” C, €
C(z) i z-planet pd “cirklar” Cy, € C(w) ¢ w-planet.

4.2 Mobiustransformationen

Definition 4.2. En Mébiustransformation ar en avbildning av formen

az+b

B A1
cz+d’ (4.11)

w=.5(2) =
dar a, b, c och d ar komplexa konstanter och ad # be.

Anmirkning: Med restriktionen ad # bc garanteras att ndmnaren i (4.11)
aldrig #r identiskt lika med noll och att S(z) aldrig reduceras till en konstant.

S(z) &r en rationell funktion med ordningstalet p = 1. D& antar S(z)
i det utvidgade komplexa talplanet C varje virde (inklusive oo )
precis en ging (Sats 3.4). Funktionen S : C — C ar dirmed bijektiv.

Om ¢ # 0 antas w = oo i punkten z = —d/c, som &r en pol av multi-
pliciteten 1, och virdet w = a/c antas i z = co.

Om ¢ = 0, varvid a # 0 och d # 0, sétter vi —d/c = oo och a/c = 00 i
enlighet med raknereglerna (1.48). D& erhalls S(co) = oo och S(z) har en
pol av multipliciteten 1 i z = oo. Inversen S™!(w) ges av

—dw+0b
= g1 = 4.12
2= 57 (w) = 20F (4.12)
Fér inversen (som ocksd &r en Mébiustransformation) géller S™'(c0) = —d/c

och S~'(a/c) = oo, som i fallet ¢ = 0 reduceras till S~'(c0) = co . Derivering

av (4.11) ger:
;o ad—bc
) = e

Vi ser att S'(2) # 0 d& z # —d/c,00. Med st6d av ovanstéende utredningar
och Sats 2.16 formuleras foljande resultat:

(4.13)

Sats 4.2. Mébiustransformationen S(z) ar analytisk i omrddet C\ {—d/c}
och avbildar detta omrdde konformt pa omrddet C\ {a/c}. Om c =0 dr
avbildningen analytisk och konform i hela C.
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Med stod av utredningarna i avsnitt 4.1 kan vi nu bevisa ”cirkel” invari-
g
ansen hos Mobiustransformationen:

Sats 4.3. Vid en Mébiustransformation avbildas “cirklar” i z-planet pa “cirk-
lar” i w-planet.

Bevis: 1. ¢=0. Da ar

az—l—b_a b

] dZ—I-d.

w=8(z) =

S(z) ar en linjar transformation och avbildar dérmed “cirklar” i z-planet pa
“cirklar” i w-planet.
2. ¢ # 0. Nu kan vi skriva S(z) i formen

a d)—% 1 p —
az+b _gleztd)-F+b _a b= (4.14)
ez +d cz +d c cz+d

Vi ser att S(z) ar sammansatt av en linjar transformation (= rotation +
dilatation + translation),

wy =cz+d, (4.15)
efterféljd av en inversion
1
=—, 4.16
we = (4.16)

och slutligen en till linjar transformation

d
w=(b—a—)w2+3. (4.17)
c c
Med stod av Sats 4.1 fas da att en Mobiustransformation avbildar “cirklar”

i z-planet pa “cirklar” i w-planet. [

Anméirkning: En “cirkel” i z-planet som genomléper polen z = —d/c avbil-
das pa en linje i w-planet. En “cirkel” som inte gar igenom polen i z-planet
avbildas p& en cirkel i w-planet.

Det giller att (S7! o0 S)(z) := S7(S(2)) = 2 for alla z € C, alltsd &r
(S71 o S) en Mobiustransformation. Mera allmént galler:

Sats 4.4. Om S(z) och T(z) dr Mobiustransformationer, sa dr dven (T o
S)(z) :=T(S(z)) en Mdbiustransformation.
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Bevis: Ovningsuppgift. O

Definition 4.3. En punkt 2y € C &r en fizpunkt for f om f(2) = 2.

Sats 4.5. Om en Mdébiustransformation S(z) har mer dn tvd fizpunkter ¢ C,
sd galler S(z) = z for alla z € C.

Bevis: 1. ¢=0. D& #r S(2) = %2+ 2. Vi ser att S(c0) = oo, alltsh ar
2z = 0o en fixpunkt. For att hitta ovriga fixpunkter 16ser vi f6ljande ekvation

iC,

S(z)=z©3z+§=z®(—Z——l)z—l—gzo. (4.18)
For att (4.18) skall ha mer &n en l6sning bér §—1 = 0 och % = 0 gélla, vilket
medfor att b =0 och a = d. Alltsd S(z) = z for alla z € C.

2. ¢#0. Nudr S(z) = (az+b)/(cz +d), sé det giller att S(co0) = a/c #
oo. Alltsa &r z = oo ingen fixpunkt. Eventuella fixpunkter i C erhélls ur
ekvationen

S(z)=zeaz+b=z2(cz+d) & c+(d—a)z—b=0. (4.19)
Eftersom ¢ # 0 har ekvationen (4.19) hogst tva olika 16sningar. Alltsd har
S(z) hogst tva fixpunkter da ¢ # 0. Satsens pastdende foljer nu ur punkt 1.

och 2. O

Vi 6vergar nu till att studera avbildningar med Mobiustransformationer.

4.3 Fyra punkters dubbelforhallande

Definition 4.4. Om a,b,c,d &r fyra olika komplexa tal i C, s definieras
betydelsen av beteckningen (a, b, ¢, d) genom:

(a,b,¢,d) = Z - (4.20)
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och kallas talens dubbelforhdllande. Speciellt om négot av talen &r co si
definieras

c—d
(orbad) = =5,
(@,00.0.0) = (<=5
B (4.21)
boo,d) = 220,
(a,b,¢, 00) = (a —b)

—~
O
!
=
~—

dvs. vid berdkning med dubbelférhéllanden har vi som konvention att tolka

© 1,

Anmiérkning: Ordningsféljden av punkterna i (a,b, ¢, d) &r viktig!

Tag tre godtyckligt valda olika punkter 2, 22, 23 i det utvidgade z-planet
och tre godtyckligt valda olika punkter w, ws, ws i det utvidgade w-planet.
Vi skall nu visa att: Om det existerar en Mdbiustransformation S(z)
sddan att S(z) = w;, 1 = 1,2,3, s &r den entydigt bestimd. Antag
da att S och T &r Mobiustransformationer och att S(z;) = T(z) = w;, @ =
1,2,3. D& galler T~ (w;) = 2, 1= 1,2, 3. Sammansittningen (77! 0 .S)(z) ar
enligt Sats 4.4 en Mobiustransformation. Vidare géller att (T o §)(%) =
T~YS(%)) = &, ¢ = 1,2,3. Alltsd har (T~! o S)(z) minst tre fixpunkter i
C. Med stod av Sats 4.5 galler det att (7! o S)(z) = T7(S(z)) = z for
alla z € C. Detta medfor att 7" 'w) = S~Yw) for alla w € C, vilket i
sin tur medfér att T'(z) = S(2) for alla z € C. Alltsa finns det hégst en
Mobbiustransformation som avbildar zy, 23, z3 pa respektive wy, wy, ws.

Nu skall vi visa att det alltid gar att konstruera en Mobiustransformation
M (z) som avbildar 21, 29, 23 P& wq, we, ws. Vi avbildar forst z; pa 0, 2, pa 1
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och 73 pa co. Detta kan goras genom att fo fixa 21, 29, 23 i C definiera

(2 — 21)(22 — 23)

S(z) := (e 25) (e — 1) = (2, 21,29, 23), O 21,22, 23 F# 00,
S(z) = M = (2,00, 22,23), om 2z} = 00,
(2 = 2) (4.22)
S(z) = (2= 2) = (2,21,00,23), Om 2z =00,
(z — z3)
-2z
S(z) = —(%——_—;1})—: (2,21, 22,00), om z3=00.

Alltsd S(z) = (2,21, 22,23) 1 alla fall. Om vi véljer tre andra olika punk-
ter wy, wy, w3 s& avbildas dessa av T(w) = (w,w;, wq, w3) pd 0,1,00. D&
giller: T-1(0) = wy, T7Y1) = wy och T7'(c0) = ws. Var eftersdkta
Mobiustransformation M(z) ges d& av

w= M(z) =T 1(S(2)), (4.23)
ty M(z) =T(5(z1)) = T H0) =wy, M(z) = T7HS(2)) = T7H(1) = wy
och M( z3) = T 1(S(z3)) = T~}(00) = ws. Ekvationen (4.23) ger att T(w) =

S(z), vilket kan skrivas i formen

T(T~1(5(2)))

(w7w1aw2)w3) = (Z, zl>z2)z3)' (424)

M (2) kan alltsd bestammas ur ekvationen (4.24) genom att l6sa ut vari-
abeln w. Vi sammanfattar:

Sats 4.6. Om 21, 29, 23 dr tre olika godtyckligt valda punkter i C, ochwy, wy, ws
ir tre godtyckligt valda olika punkter i C, sd finns det en entydigt bestimd
Mébiustransformation w = M(z) som avbildar 2z paw,, 2y pdw, och z
pdws. w = M(z) kan berdknas ur ekvation (4.24).

Exempel 4.2. Bestam den Md&biustransformation som avbildar punkten 0
pa 4, punkten 1 pa 2 och punkten —1 péa 4.
Lo6sning: Vi berdknar

_(z=0)(1-(=1) _ 22
(2,0,1,~1) = (z— (-1))(1-0) z+1’
o (wed2—4)  —2w-i)
(w,4,2,4) = (w—4)(2 —1) o (w—4)(2—1)
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Den efterfragade Mobiustransformationen w = S(z) ges da med stéd av
(4.24) av

—2(w—1) 2z
(w—4)(2—-1) z+1
(16 — 6i)z +2i
620zt 0@

(2,0,1,-1) = (w,4,2,4) &

W=

vilket 16ser uppgiften.

Om w = S(z) ges av (4.24), och vi véljer en fjairde punkt z4 sddan att
wy = S(24), s& galler

(Z4,Z1,Z2,Z3) = (w4)w17w2>w3) . (425)
Alltsa har vi att:

Sats 4.7. Fyra punkters dubbelforhallande dr invariant (oférdndrat) vid en
Mobiustransformation.

Vi dvergar i nista avsnitt till att behandla avbildningen av omraden till
vanster om en orienterad “cirkel” i z-planet pa omraden till vénster om en
orienterad “cirkel” i w-planet.

4.4 Avbildning av “cirkelomraden”

Om C, ar en “cirkel” i z-planet som &r orienterad med hjélp av punkterna
21, %9 och z3, sa delas z-planet upp i unionen av C, och tva “cirkelomréden”,
det vénstra omradet och det hogra omradet med avseende pa C, : s orien-
tering. Antag att C,, ar en “cirkel” 1 w-planet som ar orienterad med hjalp av
punkterna w;, wy och ws. Da géller det att vid den Mobiustransformation
w = S(2), som avbildar zi, z; och z3 pa respektive wi, w; och ws, av-
bildas det vinstra omradet i z-planet pa det vanstra omradet i
w-planet.

Motivering: Tag en punkt zo € C, sadan att 2, inte &r en pol for S(z). D&
giller $'(z) # 0. Punkten zo avbildas konformt pa punkten wy = S(z)
pa Cy,. D& kan vi vélja en punkt 2* i det vanstra omradet i z-planet “néra”
punkten zo, s& att strackan borjande i 2o och slutande i z* avbildas pa en
stracka eller en cirkelbage borjande i wy och slutande i w* i det vanstra
omradet i w-planet.
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o Replek weplemdt
Om vi tar en annan godtycklig punkt Z # z* i det vénstra omradet i z-
planet, s& kan vi forbinda z* och Z med en strécka eller en cirkelbdge L som
inte innehaller en pol for S(z). (2 kan tilldtas vara en pol). Bilden av £ ma
vara W = S(2), (& = oo om £ &r pol), och bilden av L &r L. Daéar L en
stracka, en cirkelbage eller en stréle i w-planet. L ligger helt i det vanstra
omradet i w-planet, ty om L skulle ha en skérningspunkt med C,, s& skulle
det finnas en punkt pa L som skulle avbildas p& C,,, men detta ar omojligt
dd LN C, = 0. Diarmed avbildas Z pa en punkt i det vénstra omradet i
w-planet. D& S : C — C é&r bijektiv maste det vinstra (hogra) omradet i
z-planet avbildas pa det vinstra (hogra) omréadet i w-planet.

Exempel 4.3. Bestdm en Mobiustransformation w = S(z) som avbildar
omradet D, : |z| > 1 pa omradet Dy, : Rew < 0.

Losning: Vi har att C, : |2| = 1 och C,, : Rew = 0. Tolka D, som ett
vanstra omrade, vilj t.ex. 2, = 1, 29 = —i och z3 = —1. Tolka D,, som ett
vanstra omrade, vilj exempelvis wy = 0, ws = 4 och w3 = oco.
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Nu ges w = S(z) av ekvationen (w, 0,4, 00) = (2, 1, —i, —1) (enligt (4.24)).
Alltsa erhalls:
w—0 (z2—1)(=i—-(-1))
(-0 (z—(-D)(=i—1)

(z—D(A+9) 1-2
(z+1)(-1—14) 1+2z

S(z) .

Exempel 4.4. S6k en avbildning w = f(z) som avbildar omradet D, = {2 :
|z| < 2 och |z — 1| > 1} p4 omrddet D,, : Imw > 0. (Rita figur!).

Losning: Steg 1. Vi “sander ivdg” z = 2 till w; = oo med avbildningen
w; = S1(z) = -5. DA har vi att S1(=2) = —1 81(—2i) = =1 + ;i och
51(2) = co. Alltsa har vi att |z| < 2 avbildas pa Rew; < —5. Vidare
giller att S;(0) = —3%, Si(1 +14) = —§ — 34 och S1(2) = co. Dérmed
avbildas |z — 1| > 1 p&d Rew, > —%. Sammanfattningsvis har vi da att D,
avbildas pa parallellstrimlan D,, : —% < Rew; < —1 av w; = 51(2).
Steg 2. Avbildningen wy = w; + 5 = ;%—2 + £ avbildar Dy, pa Dy, : 0 <
Rewy < %.

Steg 3. Avbildningen ws = 4mel% wy = 47rz'(;{—§ + é) avbildar D,, pé
Dy 1 0 <Imwz <.

Steg 4. Avbildningen w = ¢“® avbildar D,,, pd D, : Imw > 0.

Den sokta avbildningen w = f(z) ges dérmed av

1 2niz
z—2

w3 = e47ri(z—2+%) — e——‘:— franad f(z) .

w =€

4.5 Spegelpunkter

Definition 4.5. Punkterna 2y och z& &r spegelpunkter med avseende pa
“cirkeln” C, € C(z), som genomléper punkterna 2, z; och 23, om och endast
om

(25, 21, 22, 23) = (20, 21, %2, 23) - (4.26)

Vi skall undersoka den geometriska innebdrden av spegelpunkter. Nar
8r 25 = 2?7 Vi har att (20, 21,22, 23) = (20, 21, %2, 23) om och endast om
(20, 21, 29, 73) &r reellt. Vidare kan man visa att (2o, 21, 22, 23) &r reellt da
och endast d& zg, 21, %2, 23 ar punkter pa samma “cirkel”, (6vningsuppgift).
Alltsd ar zy = 2§ < 2o dr en punkt pd “cirkeln” C,.
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Antag nu att 29 ¢ C, och att C, &r en linje pa vilken 21, 29, 23 &r tre olika
punkter. D3 giller for ndgot ¢ € RU{oo} att 23 =tz + (1 —1¢)2y, (dér t = 0o
om z3 = 0o). D4 kan (4.26) skrivas i formen:

2'8 - 21 ) Zg — (tZl + (1 — 13)252) _ EO —21 . EQ — (t‘z‘l + (1 — t)—z—g) (4 27)
29— 21 25— (tz1 -+ (1 — t)zg) Zo— 721 Zog— (t—Z—1 -+ (1 - t)fg) '

ur vilken vi erhaller

7= (22 = 21)(%0 — 21) + 2. (4.28)
22 — 71

Dérmed galler |25 — 21| = |20 — 21| for alla 2, € C,. Da maste z och 2§ ligga i
olika halvplan definierade av C, och linjen L genom 2, och 2§ maste skéra C,
vinkelritt. Alltsd bestdmmer z; entydigt z¢ genom (4.28), oberoende
av valet av 2z, 2y och zs.
Antag nu att C, ar en cirkel med radien R och medelpunkten a. Antag
vidare att 2z ¢ C, och att 29 # a. Genom att utnyttja R* = |z; —a|? = (2; —
a)(z —a), i = 1,2,3, och invariansen av fyra punkters dubbelférhallande vid
en Mobiustransformation, som i detta fall &r en translation med —a, erhalls:

(20, 21, 22, 23) = (20 — @, 21 — G, 20 — G, 23 — Q)
R® R* R’ (4.29)
(s )

"2 —a 29 —a Z3—a

Genom att i (4.29) tillimpa Mobiustransformationen w = R?- L och dérefter
translatera med +a far vi:

- R2
(20, 21, 22, 23) = <_Z. - R R R a)
R (4.30)
== (__ _+CL,21,,Z2,Z3>.
zZog— Q
Vi erhaller darmed formeln
R2
5= , 4.31
25 A +a (4.31)

for konstruktion av spegelpunkten z3 till punkten zy. Vidare ger (4.31) att
|20 — al |25 — a| = R?, (4.32)
z—a R

ZO—CI,_|ZQ——CL‘2.

(4.33)
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Ur (4.33) erhalls arg(zt — a) = arg(20 — a) + 2mn, vilket innebér att 2o och 2§
ligger p& en strale som utgar fran medelpunkten a. Vidare ar en av punkterna
beldgen innanfér C, och den andra utanfor C,, for att (4.32) skall gélla. Pa
grund av att (4.32) medfér att

B |x—ad
|Zo—a!— R

kan zy och 2z} konstrueras geometriskt pd nedanstdende sétt.

For 2z = a definieras 25 = oo.
Vid en Mobiustransformation avbildas spegelpunkter pa spegelpunkter.
Mera exakt uttryckt har vi resultatet:

Sats 4.8. Ldt zy och zi vara spegelpunkter for “cirkeln” C, i z-planet. Antag
att C, avbildas pd en “cirkel” C, i w-planet av Mébiustransformationen w =
M(z). Dd dr wo = M(zo) och w§ = M(2§) spegelpunkter for “cirkeln” Cy,.

Bevis: Antag att w = M(z) avbildar #;, 2, och 23 pa C, pa respektive wy, wo
och ws pa C,. Ifall C, ar en cirkel med radie R och medelpunkt a véljer vi
z21=a—R, 2o =a+1iRoch z3 =a+ R. lfall C, &r en linje véljs 23 = co. Vi
antar nu att 2o avbildas pd wg = M(2o) och att w§ ar spegelpunkt till wg. Vi
skall visa att w§ = M (z§). Vi visar forst att om C, avbildas pa reella axeln,
sé avbildas 2y och z§ péa spegelpunkter for reella axeln. Lat avbildningen
S(z) = (2,21, 2, 23) avbilda C, pa reella axeln sd att 2, 2, 23 avbildas pa
0,1 och oo.

1. C, &r en linje och z3 = co. Nu &r S(z) = Z=%- och S(z) = 2=2.
D& fas med stod av (4.28) att

(z2~21)(Fo—71)

e SLAAMS T2 — 2 — [
S(zg) — Z2—21 1 1 _ <Zo Zl> _ S(Zo)

29 — 21 2o — 24
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Alltsd dr S(z) och S(z§) spegelpunkter med avseende pé reella axeln.
2. C, ar en cirkel och 2; =a—R, zx=a+i¢R och z3 =a+ R. Nuar
S(z) = l=mlemza) iy 5 £ g giiller det med stod av (4.31) att

(2—23)(z2—21)"

S(zg) = Lo (@=RIER—R) _ 2~ (a=R)
0 —( (a+R))(’LR+R) ZO_(Q—{—R)’

S(2g) <Ef—26 +R> bR~ R =4 R? 4+ R(z, — a) — —4 Zo—a+ R

O <ff~2ﬁ"R)(R+R) R? — R(z0 - a) Zo-a- R

(e rm) -5

For zp = a &r S(a) = —% och S(c0) = ¢. Dérmed ar S(z) och S(z)
spegelpunkter med avseende péa reella axeln. ‘

L&t nu T'(w) avbilda w;, wy och ws pé 0,1 och co. D& galler w = M(z) =
T-1(S(z)). Vidare fas:

= M(z) =T (S(20)) = T'(wo) = S(20),

och

T(wg) = (wg, w1, wa, w3) = (wo, w1, wa, ws) = T(wo) = S(z0) = S(z) -

Alltsd galler wi = T71(S(28)) = M () och satsen &r bevisad. O

Anmirkning: Med hjilp av Sats 4.8 konstrueras en Mobiustransformation
som avbildar C, pa C,, genom att kréva att 2y ¢ C, avbildas pa wo ¢ Cy, och
2 € C, avbildas p& w;, € Cy,. Transformationen erhalls ur (w, wo, w§, w1) =
(2, 20,28, 21).

Exempel 4.5. Bestdm alla Mobiustransformationer som avbildar |z| < 1 pé
lw| < 1.

Loésning: Lat w = S(z) vara en sddan avbildning. D& avbildas C, : |z| =1
pad Cy : |w| = 1 av denna avbildning. LAt o vara en punkt sidan att
wy = S(a) = 0. Spegelpunkten o* erhdlls ur (4.31) : o* = =45 +0 = 2
D4 maste w} = S(a*) = S(1/a@) vara spegelpunkt till wy = 0. Men eftersom
medelpunkten for C,, ar wo maste wl = oo, dvs. S(1/@) = co. Dérmed har

S ett nollstallei z =« ochen poliz = é och maste darmed vara av formen
S(z)= ki ka2 . dirkeC.

2 — = a0z —
[0
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Eftersom S(1) € C,, giller det att 1 =|S(1)| = |ka] |£=2| = |ka|. D4 géller
ka = ¢ for ndgot 0, 0 < 6 < 2w, och vi har att
S =" 2% (ol <1). (4.54)

Man bér nu dven visa att varje Mobiustransformation av formen (4.34) av-
bildar |z| < 1 p& |w| < 1, detta laémnas som Ovningsuppgift. Svaret pa
var uppgift ges dé av alla Mobiustransformationer av formen (4.34), dér
0<fO<2mochl|a|<l,acC



