3 Elementara funktioner

3.1 Rationella funktioner

Vi behandlar forst potensfunktionen w = f(z) = 2", n = 2,3,.... Tidigare
har visats att f &r analytisk i hela C och att f/(z) = nz""*. Vi undersoker
nu hur avbildningen w = f(z) avbildar z-planet p& w-planet. Det géller att
|w| = |2|™ och att argw = n-arg z. Dérmed avbildas cirkeln |z| = 7 i z-planet
pa cirkeln |w| = 7™ i w-planet. Den frén origo utgaende strélen argz = 0
avbildas pa strilen argw = n# i w-planet. Dérmed &r avbildningen inte
konform i origo. I punkten zg # 0 géller f'(29) # 0, och avbildningen &r
déarmed konform i C\ {0}. Om vi sétter w = p(cos@ + i sin@) vet vi fran
tidigare att l6sningarna till ekvationen z" = w ges av

2, = W(COS(%—*— ngf) +1 sin(%+277;—k)>, k=20,1,...n—1.

Av dessa n virden ligger precis ett i var och en av sektorerna

o (k + 1
Fk:{ze((j;zg—]igargz<¥}U{O}, k=01,..,n—1. (3.1

Varje sektor Fj avbildas da bijektivt av w = 2" péd hela w-planet. Varje
sektor innehdller z = 0, s& ingen sektor avbildas konformt pé w-planet. Om
vi betraktar de 6ppna sektorerna

2m(k
MELDy ki 01,n-1,  (32)

2k
Gy={2€C: — <argz <
n
som ar omraden, s formedlar w = 2™ en konform avbildning av varje sektor
G pa w-planet minus den positiva reella axeln. Vi séager da att w-planet ar
uppskuret lings den positiva reella axeln fran 0 till co.

Sats 3.1. Potensfunktionen w = 2™ (n > 2) dr en i hela planet analytisk
funktion, som formedlar en konform avbildning dverallt utom i origo. Vinklar
med spetsen 1 origo n-faldigas. Funktionen avbildar varje oppen sektor Gy, 1
(8.2) konformt pa hela w-planet, uppskuret lings positiva reella azeln frdan O
till co.

(I en parentes skall vi kort beskriva vad som avses med en Riemann
yta R, for avbildningen w = z". For att f& en omvandbar avbildning kan
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36 FElementéara funktioner

vi tdnka oss att vi staplar upp m stycken w-plan, som alla ar uppskurna
lings positiva reella axeln, ovanpa varandra. Det Oversta bladet far svara
mot avbildningen av sektorn Fp, det foljande mot F; osv. Det understa
bladet svarar mot avbildningen av sektorn F,,_;. Nu férenar vi bladen till
en sammanhingande yta genom att 1ata en fran origo utgdende strale rotera
ett varv moturs i z-planet, varvid den nedre uppskurna kanten av Fy fogas
till den 6vre uppskurna kanten av Fj osv. Slutligen faster vi det understa
bladets nedre kant till det oversta bladets évre uppskurna kant. Harvidlag
har vi fatt en sammanhangande yta, den n-bladiga Riemann ytan R,,. Varje
punkt w # 0 upptriader en gang pa varje blad, w = 0 upptréder en gang i en
gemensam punkt for alla ihoplimmade blad. Dérmed férmdelar w = 2" en
omvéndbar avbildning av z-planet pd Riemann ytan R, se figuren nedan.)

3 / F, {::__?{;;;W.
‘ / Fa z_—:;;/
| Fo £F ':%]
'/Fw-i ‘;'/’

?Z.?,,_,Z\C’E‘mw\“’d: Lo - \0\“ ok

v

Exempel 3.1. Avbilda omrédet {z : 0 < argz < 7w/4} konformt pa omradet
{w:Imw > 0}.

Losning: Eftersom w = 2™ med stéd av Sats 3.1 n-faldigar vinklar med
spetsen i origo, s& bor vi vilja n = 4. Alltsd ger w = 2* den eftersokta
konforma avbildningen.
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Funktionen
pa(z) = 2" + Un_12" P4 a2+ ag,

dar a, # 0 och dar ag, k = 0,...,n, & komplexa tal, 4r ett polynom
av n :te graden. Vi har tidigare visat att p,(z) &r analytisk i hela C.
Senare skall vi bevisa att varje icke-konstant polynom har minst ett nollstalle
i C (algebrans fundamentalsats). Lat z; vara ett nollstélle for p,(z). Om vi
utfor divisionen p,(z)/(z— z1) sa langt att resten R blir oberoende av z far vi
Pn(2) = (2—21)pa_1(2)+R. Om vi sétter in z = 21 erhélls 0 = 0-p,_1(21)+R,
alltsa R = 0. D4 galler:

Sats 3.2. (Faktorteoremet). Om polynomet pn(z) har ett nollstille 2, sd
kan polynomet skrivas i formen

pu(2) = (2 — 21) pai1(2)
dar pp-1(z) dr ett polynom av gradtal n — 1.

Om n — 1 > 1 har p,_1(2) enligt algebrans fundamentalsats minst ett
nollstélle z,. Genom vaxelvis anvandning av algebrans fundamentalsats och
faktorteoremet kan vi skriva:

p(2) =an(z—2)(z—2)- . (2= 2). (3:3)

pn(2) har alltsd precis n stycken nollstdllen i C, av vilka endel kan
sammanfalla. Om v; stycken &r z;, vy stycken ar 2y, ..., vy stycken ar 2z, dar
v+ Uy 4.+, =mn, 1 <k<n,sd kan p,(2) 1 (3.3) skrivas i formen

pul(2) = an(z — 21)" (2 — 29)"% - .. (2 — 2)"% . (3.4)
Talet z, € C séges vara ett v,-faldigt nollstélle, eller ett nollstille av multi-
pliciteten v,,.

Definition 3.1. Den analytiska funktionen f sages ha ett v-faldigt nollstélle,
ett nollstalle av multipliciteten (ordningen) v, i punkten z = a, om f kan
skrivas i formen

f(z) = (z—a)"g(2), (3.5)
dar g(a) # 0 och g dr analytisk i en omgivning av z = a. Vidare siges
oco-punkten vara ett v-faldigt nollstéalle for funktionen om

lim f(z) =0 och lim 2" f(2) #0,00. (3.6)
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Definition 3.2. Om funktionen f (2) — ¢, ¢ € C, har ett v-faldigt nollstélle
i punkten a € C(= CU 0), sa har f ett v-faldigt c-stdlle i punkten a. Man
siger att vardet c antas v ganger av f i punkten a.

Betrakta igen polynomet p,(2). For varje ¢ € C &r p,(2) — ¢ ett polynom
av gradtal n som har exakt n stycken nollstéllen i C. Polynomet p,(z) har
alltsa exakt n stycken c -stéllen, d& multipliciteten beaktas.

Vi undersdker nu vad som intraffar nir z — oo i polynomet p,(z). Om-
skrivning av p,(z) i formen

pp(2) = 2" (an + a"z—l + ot ELP—) : (3.7)

zn
samt beaktande av (1.33) ger att

Ap—-1 Ap—2
+ 2
2

Ipa(2)| 2> |2["|lan| — (3.8)

Qg
+‘..+-z-n'

For |z| stort giller |ay—1/2 + ... + ao/2"| < |ag|/2. Dérmed giller det att
Ipn(2)| > |2"|an]/2 for |2| tillrdckligt stort, och dad maéste det gilla att
Ipn(2)| — oo, d& |z| — oo, vilket innebér att lim, o, pp(2) = oo. Ur (3.7)
foljer & andra sidan att

Gn—-1

2

lim Eﬁ@ = lim (an +

z—o00 2T 2—00

a
+...+—%):an#0,oo.
2z

Vi siiger d& att p,(2) har en pol av multipliciteten n i co-punkten, eller
att p,(z) har en n-faldig pol i co-punkten.

Definition 3.3. Antag att f &ar analytisk i en punkterad omgivning av z =
a € C. D& sages f ha en v-faldig poleller en pol av multipliciteten v i punkten
a om

lim(z — a)"f(2) # 0,00 och lim f(z) = oo. (3.9)
2 Z—a
Likasa siages oo-punkten vara en v-faldig pol till f, om
lim f(z) =00 och lim f@ #0,00. (3.10)

2—r00 2—00 2
Foér polynom galler da

Sats 3.3. Eit polynom pn(z) av gradtal n : antar varje vérde (inklusive co)
exakt n gdnger i det utvidgade kompleza talplanet C.
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En rationell funktion R ar av formen

Cpn(2)  am2™ tam1 2™+t
qn(2) b2 + bp_12" 1+ ... + by

R(z)

) am#o) bn%oa

39

(3.11)

dér vi antar att p,,(z) och g,(z) saknar gemensamma nollstéllen, dvs. &r
oforkortbara. Genom att uppldsa py, och g, i faktorer i enlighet med (3.4)
far vi med stod av definitionerna 3.1 och 3.3 att R(z) i komplexa talplanet C
har nollstallen precis i de punkter, dar p,,(z) har nollstéllen och poler
i de punkter dir g,(z) har nollstallen. R(z) har alltsd m nollstéllen
och n poler i C d& multipliciteten beaktas. Vi skall underséka R :s vérden

d& 2 — oo, och skriver darfor R i formen

Qm—
U + 2250 4 22

R(z) =z2"" -~ il (3.12)
b+ 2+ + 2
och beaktar tre olika fall:
(1) m > n: Da galler
, _ . R(z) am
zlgl;lo R(z) =00 och lim = # 0, 00
R(z) har en (m — n)-faldig pol i co-punkten.
(2) m = n: D4 géller
lim R(z) = om #0,00.
200 bn
R har varken pol eller nollstélle i co-punkten.
(3) m < n: Da géller
lim R(z) =0 och lim "™ R(z) = Gm # 0, 00.
00 Z—00 bn

R har ett (n — m)-faldigt nollstélle i co-punkten.

Resultaten av undersokningarna kan sammanfattas i en tabell.

T Thatal volsBied | Antalpolev
el 7 oo ot £ €[ [ oo [atals

meh | m]| = | wm [ Nn]| manl ™ |
|m=n|m | — |Im=n v | = im=zn]

ML ™M) n-m 2 N — n
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Vi konstaterar att totala antalet nollstéllen = totala antalet poler = max(m, n)
i alla tre fallen.

Definition 3.4. Talet p = max(m,n) kallas ordningstalet for funktionen
R(z) = pm(2)/an(2)-

En rationell funktion har alltsa i det utvidgade komplexa talplanet C
exakt s& manga nollstillen och sd manga poler som ordningstalet
anger.

Vi skall undersoka R:s c-stallen. Vi bildar funktionen

R(Z) R pm(z) - an(z) ’ (313)

Qn(z)

dar ¢ # 0,00. Nu antogs pn, och g, oférkortbara. Darmed har téljaren och
némnaren i (3.13) inga gemensamma faktorer, ty en sddan faktor skulle dé
vara gemensam for p,, och ¢,. D& braket (3.13) inte kan forkortas &r dess
ordningstal = max(m,n), vilket sammanfaller med R :s ordningstal p. D&
har R(z) — c exakt p nollstéllen, vilket betyder att R(z) har exakt p stycken
c-stallen. Sammanfattningsvis:

Sats 3.4. En rationell funktion antar i det utvidgade kompleza talplanet C
varje virde (inklusive 0o) exakt s mdnga gdnger som funktionens ordningstal
anger.
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3.2 Exponentialfunktionen, logaritmen och potensen

Lat z = z + 4y och betrakta funktionen
f(z) = €*(cosy +isiny).

Vi har i Exempel 2.8 visat att f &r en hel funktion och att f/(z) = f(z) i
hela C. Vidare ser vi att f/(z) # 01 C och ddrmed formedlar w = f(2) en
konform avbildning av z-planet. Lat 21, 2o € C. D4 géller:

fz1 + 29) = €72 (cos(yr + ya) + ¢ sin(y1 + v2))
= "1 €*2(cosy + i siny;)(cosys + ¢ sinys)
= f(z) f(z), (#==z;+1y; j=12).
Dérmed ar foljande definition motiverad.
Definition 3.5. Ezponentialfunktionen, betecknad e®, definieras genom formeln
¢ = ¢®(cosy +1isiny), z=z+1iy. (3.14)
De egenskaper som vi utrett for e sammanfattas i féljande sats.

Sats 3.5. For exponentialfunktionen ¢® gdller:
a) & dr analytisk i hela C och % = ¢* # 0 i C.
b) Avbildningen w = €* dr konform i hela z-planet.
¢) For alla 21, 22 € C gdller: %% = ¢ e%2,
d) For alla z =z +1iy € C gdller: |e*| = e® och arge® = y.

Lat nu z = iy, y € R. D& erhalls Eulers formler:

e = cosy 41 siny, (3.15)
e % = cos(—y) + i sin(—y) = cosy — i siny. (3.16)
Addition och subtraktion av (3.15) och (3.16) ger formlerna
cosy = ﬁj_;_—%z och siny = SW_—%ei?i (3.17)
Om vi i (3.15) insétter y = 7 erhélls sambandet
e = —1. (3.18)

Vi har tidigare framstallt komplexa tal i polér form, z = r(cos@ + 7 sin§),
dir r = |z| och § = argz. Med stéd av formel (3.15) erhélls standard-
framstillningen av ett komplext tal z:

z=re". (3.19)
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Definition 3.6. En funktion f : C — C &r periodisk med perioden w, om
fz+w) = f(z) for alla z € C. (w period = nw, n = +1, £2, ..., 4ven &r en
period). Om funktionen f inte har andra perioder an nw, n = +1, £2,..,
s ar f enkelt periodisk med den primitiva perioden w.

Vi skall nu utreda periodiciteten hos exponentialfunktionen, och fragar
oss: Har ekvationen e*t* = e? losningar w som galler for alla z € C7 Satt
w=x +1y. Da erhalls

W= e eV =" e =1, (ty e® #0)
& e”(cosy + i siny) = cos(2mn) + i sin(2wn), n=+1, £2,..,
=0 och y=2mn, n==x1, £2,....
Alltsa har vi w = 27ni, n = £1, £2,....

Sats 3.6. Ezponentialfunktionen dr enkelt periodisk med den primitiva peri-
oden w = 2mi.

Vi drar i z-planet, genom punkterna +274, £4md, £671, ..., paralleller
till reella axeln, varvid z-planet blir indelat i parallellstrimlor T,

T,={z€C:2rn< Imz<2r(n+1)}, n=0,%1,£2,.... (3.20)

I varje parallellstrimla antar ¢* alla sina véarden. Vid dvergdng fran
en parallellstrimla till en annan upprepar sig funktionsvérdena periodiskt.
Parallellstrimlorna kallas periodzoner for e?.

T E
4 !

, T 62+2Te|
f 1 :
— T

. e 2
‘o P ‘
- S T N L ;X’
- _T_i"w B R L
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P& grund av periodiciteten récker det att studera avbildningen w = e* i
en parallellstrimla. Vi véljer

To={2€C:0< Imz < 2r}.

L&t z = x +4iy. Vi har di |w| = €” och argw = y. Réta linjen z = =, i
z-planet avbildas pa cirkeln |w| = € i w-planet och rata linjen y = yo
avbildas pa stralen argw = yo. Speciellt: Imaginédra axeln avbildas pé
enhetscirkeln |w| = 1 och reella axeln avbildas pd den positiva reella axeln,
rata linjen ¥ = 7 avbildas pa den negativa reella axeln.

: A4
-— \
S T | BN
T R i
o ,
AL S I avn N
-] \
>X S U
= X \
o
3*(3\:«\”:\' X

————

Genom varje punkt i w-planet gar exakt en cirkel av typen |w| =
e och exakt en strale av typen argw = yg. Varje punkt i w-planet
(utom w = 0) svarar mot exakt en punkt (zo,yo) i varje periodzon.

Sats 3.7. Ezponentialfunktionen avbildar varje periodzonly,, n = 0,+1,£2, ..,
konformt och bijektivt pd hela w-planet, utom punkten w = 0.

Exempel 3.2. a) Parallellstrimlan {z € C: 0 < Imz < 27} avbildas pa det
langs positiva reella axeln uppskurna w-planet.

b) Parallellstrimlan {z € C : 0 < Imz < w} avbildas pa dvre halvplanet
Imw > 0.

c) Halvstrimlan 2 € C : 0 < Imz < 7, Rez < 0} avbildas pé& halvcirkeln
lw| <1, Imw > 0.
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Exempel 3.3. Stk en analytisk funktion w = f(z) som avbildar parallell-
strimlan 0 < Rez < 27 pa 6vre halvplanet Imw > 0.

Losning: Steg 1. Vi énskar forst vrida parallellstrimlan vinkeln 7/2 (rita
figur!). Detta & stadkoms med transformationen z; = ' % z = 4 z. D4 Sverfors
parallellstrimlan p& {2z : 0 < Imz; < 27}.

Steg 2. Denna parallellstrimla bér komprimeras till halva sin bredd, vilket
gors med zp = %—zl = %z D& overfors parallellstrimlan pa {z: 0 < Im 2, <
T}

Steg 3. Med stod av Exempel 3.2 b) ges d& den eftersokta avbildningen av
w=e? =ei? = f(2).

Exponentialfunktionen ar inte en injektiv avbildning fran z-planet till w-
planet\{0}. Vi kan alltsé inte definiera en invers till e*. Trots detta infor vi
logaritmen In z genom:

w=lnz& z=¢", 2z#0. (3.21)

Logaritmen Inz ar da ingen funktion, eftersom fér ett givet virde z # 0
erhalls oandligt mdnga varden w = In z som skiljer sig fran varandra med en
heltalig multipel av 27 4. (Ett vérde w ur varje periodzon for e* i w-planet).
Satt nu z = e, diar 7 > 0, och w = u + 4v. D4 géller

z=¢" & re? =" = e*(cosv +1i sinv)

sSyu=Inr och §=v+2rn, n=0,£1,£2, ...,

dar Inr betecknar den entydigt bestdmda reella logaritmen for r > 0. Vi
erhaller dirmed en formel for berakning av alla varden pa In z, namligen

Inz=u+iv=1Inlz|+i(argz+2mrn), n=0=x1,+£2, ... (3.22)

Om vi i formel (3.22) valjer argumentet av z s& att 0 < argz < 2w och n = 0,
sa erhills logaritmens principalgren:

Inz=Inlz|+7argz, 0<argz<2m. (3.23)

Principalgrenen ar invers till exponentialfunktionens restriktion till
periodzonen Tj.
Varje enskild gren av logaritmen &r invers till restriktionen av exponential-

funktionen till ndgon periodzon. D& kan den allménna formeln, % =L for
T
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derivering av en invers tillimpas pé varje gren av logaritmen, Med w = Inz
och z = e erhéalls da

dw 1 1 1
& w oy 770
dw
Alltsa far vi formeln Jl )
nz
= 2#0. (3.24)

Observera att varje enskild gren av logaritmen &r analytisk i C \ [0, 00).
Satt nu w; = Inz och wy = Inzy, varvid 23 = e¥! och 2z, = e“2. Vidare
galler z; « 2o = ¥ e¥2 = e"11t%2 vilket med stod av (3.21) &r ekvivalent med
In (21 29) = wy + wy = In2z; + In 2. Vi far sledes formeln
In(z120) =lnz +1nz. (3.25)
Formel (3.25) giller endast om grenvalet gors lampligt i vanster-
och hogerled.
Exempel 3.4. Lat z; = —1, 23 = —i och valj principalgrenen n = 0 i
hogerled av (3.25). D& erhdlls Inz = In(—1) = 74 och In 2, = In (—%) = & 4.
Alltsd Inz; + Inzp = 57” i. Alla varden for vanstra ledet kan beraknas med
(3.22).
In(z27) =lné=Inli|+4 (g + n27r> .
Darmed bor vi vélja n = 11 vanstra ledet for att fa 6verensstdmmelse.
Fér 2, # 0 har vi med stéd av (3.25) att Inz; =In (2 2) = In(Z)+Inz.
Déarmed erhélls formeln

ln—zl =Ilnz —Inz,, 2 #0, (3.26)
2

som galler vid lampligt grenval av logaritmerna.
Definition 3.7. Den allmdnna potensen z¢ definieras genom
2 =e? 240, ceC. (3.27)
Med hjilp av deriveringsreglerna for e* och In z fas
-‘g: dinz =e“1“zc%=czc"l, z#0. (3.28)
D& In z ar méngtydig, blir dven z° i regel mangtydig.

Exempel 3.5. Berikna alla virden pa i*. Losning:

. eilni — ei(ln|il+i(%+27rn)) — e—%—27rn’ n = 0) ﬂ:l, :|:2, L

1 =
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3.3 Trigonometriska funktioner

For reellt y giller cosy = (e +e~%)/2 och siny = (e —e™%¥)/(2i). Vi infor
foljande definition.

Definition 3.8. Lat z € C. Funktionerna sin z och cos z definieras genom
formlerna

1, . , 1, . .
cosz = —(e"+e) och sinz= E(e” —e™7). (3.29)

D& e** och e~ ar hela funktioner blir sin z och cos z analytiska i hela
C. Vi erhaller derivatorna

d ZOSZ - %(z e —je %) = —Z(e“z —e %) = —sinz, (3.30)
z

dsinz 1, . 4 N P P P
" _.2_%(@(3 (—i)e ™) = 2(e +e %) =cosz. (3.31)

[For cos z och sin z giller precis samma trigonometriska formler som for de
reella funktionerna sinz och cosz. Bland annat galler f6ljande formler:

sin(z + 2m) =sinz, cos(z + 2w) = cosz, (3.32)
sin(—z) = —sinz, cos(—z)=cosz, (3.33)
sin?z +cos’z =1, (3.34)
sin(z; &+ 23) = sin 2y cos 25 £ sin 2 cos 2, (3.35)
cos(zy & 22) = €08 21 €OS 2y F sin 2 sin 2y, (3.36)
sin 2z = 2sinz cosz, cos2z = cos® z — sin® 2. (3.37)

Ovanstéende formler kan bevisas med hjalp av (3.29) och exponentialfunk-
tionens egenskaper. Bevisen ldmnas som Ovningsuppgifter.

Sats 3.8. Funktionerna sin z och cos z har sina nollstallen pd reella azeln.

a) sinz=0&z=km, k=0+1 42 .,

b) cosz=0<:>z=g—+lc7r, k=0,+1,%2,...,

Bevis: 1. («). Klart att sinz = 0 d& z = kw, ty sin z antar samma vérden
som den reella sinusfunktionen pé reella axeln.
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2. (=) sinz =0 = (¥ —e®)/(2%) =0 = &% = e = iz =
—iz 4+ 2nki = z = km, k= 0,%1,4£2,.... Ddrmed har vi bevisat fallet a).
Analogt bevis av b). O

Formel (3.32) ger att sin z och cos z ar periodiska med perioderna 27n, n =
+1,42,.... Finns det andra perioder? Antag att w &r en period for cosz. Vi
har d att cos(z-+w) = cos z for alla z € C. Speciellt fér z = 0 och z = —7/2
erhalls cosw = 1 respektive sinw = 0. Den senare likheten fas med stod av
formeln cos(w—m/2) = sinw, som visas med hjalp av (3.36). Alltsa géller det
att €' = cosw + ¢ sinw = 1, vilket innebar att w = 27n, n = £1,+2, ...
Analogt visas att w = 2nn ér de enda perioderna for sin z.

Sats 3.9. Funktionerna sin z och cos z dar enkelt periodiska med den primitiva
perioden 27.

Som periodzoner for sin z och cos z kan man vélja parallellstrimlorna
T,={2z€C:2rmm<Rez<2mr(n+1)}, n=0%£1,%2,... (3.38)

Om vi i (3.29) sétter in z = 1y, y € R, erhélls formlerna

1

cos(iy) = §(e“y +¢e¥) =coshy,) (3.39)
1 1

sin(iy) = Ezf(e—y —e¥) =1 §(ey —e¥)=1isinhy. (3.40)

Vi har sdledes etablerat ett samband mellan de trigonometriska och hyper-
boliska funktionerna. Vidare ses ur (3.39) och (3.40) att sin z och cos z &r
inte begrinsade i komplexa talplanet. Med stod av formlerna (3.35),
(3.36), (3.39) och (3.40) visas for z = z + iy formlerna

cosz = cosx coshy — 1 sinz sinhy, (3.41)

sin z = sinz coshy + ¢ cosz sinhy, 3.42)

varvid reella och imaginédra delarna av sin z och cos z ar adagalagda.

Definition 3.9. For z € C definieras tan z och cot z genom formlerna

COS 2

och cotz= (3.43)

COS Z sin 2’

tan z =

i de punkter dar cos z # 0 respektive sin z # 0.



48 Elementara funktioner

D4 dr tan z odefinierad i punkterna z = % +nm, n = 0,+1,+2, ..., och
cot z i punkterna z = nm, n = 0,%1,+£2, .... Dessa punkter utgor poler
av ordning 1 for funktionerna, (detta skall visas senare). Om vi tillordnar
funktionerna vardet co i polerna, sa blir de definierade i hela C.

Med hjalp av deriveringsreglerna for sin z och cos z erhélls

d tanz 1 d cot z 1
= och =

= ) 3.44
dz cos? z dz sin? z (3.44)

Sats 3.10. Funktionerna tan z och cot z ar analytiska dverallt 1 C, med un-
dantag av sina poler.

For tan z och cot z galler samma trigonometriska formler som ar kédnda
for tanz och cotz i den reella analysen.

Vi Gvergar till att studera periodiciteten for tan z. (Analog utredning for
cot z). Antag att w &r en period for tanz. D4 géller tan(z + w) = tan z for
alla z € C. Speciellt for z = 0 erhalls tanw = tan0 = 0 & w = nw, n =
41,42, .... Den enda mojliga primitiva perioden &r alltsd w = 7. Ar detta
en period? Svaret ar ja, ty

sin(z4+m)  —sinz

= =tanz.
cos(z+m) —cosz

tan(z + ) =

Sats 3.11. Funktionerna tan z och cot z dr enkelt periodiska med den prim-
itiva perioden .

Som periodzoner for tan z och cot z kan man vilja
Tnz{zEC:—g+nW§Rez<g+nw}. (3.45)

Med stod av formel (3.29) kan tan z och cot z uttryckas med hjilp av expo-
nentialfunktionen, vi far

1e¥ —1 et 4]
tan z = P och cotz=1% Tt (3.46)
Arcusfunktionerna definieras genom:
W = arccos z & z = cosw, (3.47)
w=arcsinz & z =sinw, (3.48)
w = arctanz & z = tanw, (3.49)
w = arccot z & 2 = cotw . (3.50)
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Da de trigonometriska funktionerna &r periodiska blir arcusfunktionerna
mangtydiga, och dr inga egentliga funktioner. Ladmpliga grenval blir en-
tydigt bestamda inverser till lampligt valda restriktioner av motsvarande
trigonometriska funktioner.



