2 Analytiska funktioner

2.1 Talfoljd, funktion, gransvirde och kontinuitet
En o#indlig fljd av komplexa tal 2y, 29, 23, ... betecknas {z,} eller {z,}52;.

Definition 2.1. En talfoljd {z,} séges ha grdnsvdrdet z, # oo, om for varje
e > 0 finns ett N, > 0 sddant att n > N, = |z, — 20| < €. I detta fall
ar talfoljden konvergent och vi anvénder beteckningen limy . 2, = 20 eller
2, — 29 da n — 0. s
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Om for varje positivt tal & finns ett heltal Ny s8 att n > Ny = |2,| > k skriver
vi limpe0 2n = 00. I detta fall ar talféljden inte konvergent. Talf6ljden &r
begrinsad om det finns ett heltal k > 0 sddant att |2z,| < & for alla n.

Sats 2.1. Varje konvergent talféljd dr begrinsad.

Bevis: Ovningsuppgift. O

Anmairkning: En begrinsad talf6ljd behover inte vara konvergent. Exem-
pelvis dr talfoljden {2, }, dar 2, = (—1)" + 1/n, begrénsad, ty |z,| < 3/2 fér
alla n, men talféljden ar inte konvergent.

Fér att underséka om en talfdljd {z,} konvergerar kan man undersoka de
reella talfoljderna {Re 2, } och {Im 2,}.

Sats 2.2. Beteckna 2y = o + 1y och zp = Tp + tYn, n=1,2,.... Dd gdller

lim z, = 20 & <lim Tn = Zg och lim y, = yo) .
7—00 S \n—oo 00
Bevis: 1. (=) Antag att z, — 20 d& n — co. Tag godtyckligt ¢ > 0. Da
finns det ett N, > 0 :n > N, = |z, — 20| < & Med stod av (1.27) géller
|Zn — o] < |2, — 20| < € 0ch |yn — Yol < |2n = 20| < € d&mn > N,. Alltsé
galler z, — x¢ och y, — yo d& n — co.

2. (<) Antag att z, — zo och ¥y, — yo d& n — co. Tag godtyckligt
£ > 0. D4 finns ett heltal N, , sddant att |z, — zo| < €/2 och |y, —yo| < e/2

17



18 Analytiska funktioner

dd n > N Med stéd av (1.28) fas da for n > Ny att l2n — 20| <
|Zn — To| + |yn — Yo| < €/2+¢€/2=¢. Alltsd z, — 2 dd n — co. O

Om limy_ e 2 = 2o 7 00 och lim, o wy, = wo # o0, dér {z,} och {wy}
ar talfoljder i C, s& galler foljande réakneregler

lim (zn + wy) = 2o + Wo , (2.1)
hm (2n - Wp) = 20 - Wo, (2.2)
n—oo

lim (cz,) =cz, ce€C, (2.3)
n—eo

1 — 0. 2.4
Y () = 2 wo 24)

Bevisen av raknereglerna (2.1) — (2.4) for gransvérden ar analoga med motsvarande
bevis i reell analys, och ldmnas som Gvningsuppgifter.

Definition 2.2. En talféljd {z,} séges vara en Cauchy-féljd om
Ve>03IN,:n,m>N,= |2z, — 2| < €. (2.5)

Det ar bekant fran Analys I att en reell talf6ljd &r konvergent om och
endast om den #r en Cauchy-foljd. Vi utnyttjar detta faktum i beviset av
nasta sats.

Sats 2.3. lim, e 2n = %0 # 00 om och endast om {z,} dr en Cauchy-fdljd.

Bevis: 1. (=) Antag att z, — 2 # oo da n — oco. Tag & > 0. Da finns det
ett N/ sddant att |z, — 20| < g/2 f6r n > Negjp. Tag n,m > Ngjo. DA giiller

20 — Zm| = (20 — 20) + (20 — 2m)| < |20 — 20| + |2m — 20| <€/2+€/2=¢.

Déarmed ar {z,} en Cauchy-foljd.

2. («<) Vi betecknar z, = T+, 1 =1,2,.... Tage > 0. Antag att det
finns ett N, > 0 sd att |z, — 2| < € sésnart n,m > N,. D4 géller med stod av
(1.27) att |2, — Tpm| < € oCh |y —Ym| < € dd n,m > N,. Dadnu {z,} och {yn}
ar reella Cauchy-foljder sa existerar reella o, 7o # oo sddana att z, — o
och yp, — 1o d& n — oco. Sats 2.2 ger att limp_,c0 2, = To + 1Yo = 20 # 0. O

Ett metriskt rum kallas fullstdndigt om varje Cauchy-f6ljd konvergerar
mot nadgon punkt i rummet. Saledes dr C ett fullstdndigt metriskt rum.

Slutna méngder kan karakteriseras med hjélp av konvergenta féljder,
vilket preciseras i foljande sats.
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Sats 2.4. En mdngd M C C dr sluten om och endast om varje konvergent
foljd i M komvergerar mot ndgon punkt « M.

Bevis: 1. (=). Antag att M &r sluten. Lat {z,} vara en konvergent féljd
med z, € M for alla n, och z, — 2 # 0o dd n — oco. Vi skall visa att
20 € M. Tag e > 0. Eftersom {z,} konvergerar mot z finns det en punkt
2, 1 f6ljden sddan att 2z, € D(zg,¢€). Eftersom € &r godtyckligt vald innebér
detta att 2o € M. D& nu M &r sluten giller M = M, alltsd 2 € M.

2. («=). Vi anfor ett indirekt bevis. Antag att M inte &r sluten. D4
kan vi vilja ett zo € M sédant att zo ¢ M. Nu giller zo € M = D(2,1/n)
innehaller en punkt z, € M forn = 1,2,3,.... Féljden {z,} &r d& en f6ljd i M
och for givet € > 0 galler att n > 1/e = |20 — 2n| < €, alltsd z, — 20 ¢ M da
n — oo. Darmed har vi visat att om varje konvergent foljd i M konvergerar
mot en punkt i M, sa &r M sluten. O

Bolzano-Weierstrass’ sats utsiger den viktiga egenskapen hos R att man
ur varje begrinsad odndlig reell talféljd kan utplocka en konvergent delféljd.
Detta galler aven i C.

Sats 2.5. Ur varje odndlig och begrinsad talfoljd {z,} i C kan utplockas en
konvergent delféljd.

Bevis: Ovningsuppgift. O

Definition 2.3. Lat M vara en icke-tom delméngd av C. Da definieras
diametern av M, beteckning diam M genom

diam M := sup{|z —y| : z,y € M}. (2.6)
Exempel 2.1. Lat M = {z: |z] < 1}. Da ar diam M = 2.

Sats 2.6. (Cantors sats) Ldt My, My, Ms, ... vara en foljd {My}o2, av icke-
tomma slutna mdngder 1 C sidana att M, 2O My D Mz D ... Antag vidare
att diam M, — 0, dd n — co. Dd bestdr (oo, My av ezakt en punkt.

Bevis: Lat satsens antaganden gilla. Vi bildar en foljd {z,} sadan att
for varje n galler att 2, € M,. Tag e > 0. D& finns ett N, > 0 sddant
att n > N, = diam M, < ¢, ty diam M, — 0. Vidare galler att n,m >
N > N. = 2,,%m € My = |2n — 2| < diam My < e. Alltsé ar {2,} en
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Cauchy-foljd och diarmed konvergent enligt Sats 2.3. For n > N giller att
2, € My som &r en sluten mangd. D& fas med stéd av Sats 2.4 att foljden
{2,} konvergerar mot zp € My. Punkten 2o € M, for allan = 1,2,..., N,
éftersom M; D My D ... D My. Vailj godtyckligt heltal £ > N. D& maste
20 € My, ty delfoljden {z,}%2, tillhér My och konvergerar mot zp. Alltsd
20 € M, for alla n, vilket da medfor att zop € NS, M,,. Antag att dven wo
tillhor snittet N, M,. D4 galler att |20 — wo| < diam M, for alla n. Men
diam M,, — 0, vilket medfér att zy = wo maste gélla. Alltsa innehéller snittet
exakt en punkt 2. 0O

Definition 2.4. Lat M C C. En funktion f som tillordnar varje z € M
ett komplext tal w = f(2), kallas en komplezvird funktion av en komplex
variabel z. Mangden M kallas f :s definitionsmdngd.
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L&t z = z + 4y och w = u + iv, dir z,y,u, v &r reella. D& blir v och v reella
funktioner, u(z,y) och v(z,y), av « och y. Vi kan da skriva

f(z) = f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y), (2.7)
dar u och v kallas f :s reella respektive tmagindra del.

Exempel 2.2. Beskriv virdeméngden fér funktionen f(z) = 2?4 24, 2z =
¢ + iy, d& definitionsméngden &r M = {z: |z| < 1}.

Losning: Vi har realdelen u(z,y) = z* som varierar mellan 0 och 1 fér
z € M. Imaginédra delen &r konstant, v(z,y) = 2. Dérmed fas att M

avbildas pd {w:w=1u+2{, 0 <u <1}
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Definition 2.5. Antag att M &r definitionsméngd for funktionen f och att
20 € M. Funktionen f har gransvdrdet a € C nar 2 — 2z, om for varje e > 0
finns ett & > 0, sadant att

(z € M och |z — 20| < 6) = |f(2) —a| <e. (2.8)
Vi betecknar detta lim,_,,, f(2) = a eller f(2) — a d& z — 2.

Anmiérkning 1: Om zy € M s giller a = f(20).

Anmaérkning 2: For att visa att f inte har ett gransvarde i 2 € M ricker
det att hitta tva foljder {z,} och {w,} i M sddana att lim, .. 2, = 20 =
lim,, o0 Wy, men limy oo f(25) 7 limp—so0 f(wn).

Exempel 2.3. Visa att funktionen f(2) = 2/Z, z # 0, inte har nigot
gransvarde i zg = 0.

Losning: Ser att zp € M. For reellt z galler z = Z, alltsd f(z) = 1
pé reella axeln utom i z = 0. For rent imagindrt z = 4y galler z = —7%,
och f(z) = —1 pa imaginéra axeln, utom i z = 0. Dérmed existerar inte
gransvardet i zp = 0.

Definition 2.6. Vi siger att f har gransvdrdet a i punkten oo, beteckning
lim, oo f(2) = a eller f(z) — a d& z — oo, om det f&r varje € > 0 finns ett

positivt tal k sddant att
|z| > k= |f(2) —a| <e. (2.9)
Med lim,_,,, f(2) = oo avser vi att for varje k£ > 0 finns ett § > 0 sddant att
lz— 2| <d=|f(2)| > k. (2.10)

Antag att lim,_,,, f(z) = a # oo och lim,_,,, g(2) = b # oco. D4 erhélls
foljande rakneregler

lim (f(2) £9(2)) = a L0, (2.11)
lim f(z) - g(2) =a-b, (2.12)
m 1) _ @

lim oL b£0. (2.13)

Bevisen &r analoga med de som anférs i reell analys.
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Sats 2.7. Ldt f(2) = u(z,y)+iv(z,y), z = c+iy. Dd gdller attlim,_,,, f(z) =
a=ca-+10 om och endast om

lim  u(z,y)=a och lim  w(z,y)=p. (2.14)
(m>y)_’(m0)y0) (m,y)—»(mo,yo)

Bevis: Ovningsuppgift. O

Vi 6vergér nu till att behandla kontinuerliga funktioner och antar att
2o € M.

Definition 2.7. Funktionen f &r kontinuerlig i punkten zo € M om lim,_,, f(2) =
f(2z). Om f &r kontinuerlig i varje punkt av sin definitionsméngd M sé siges

f vara kontinuerlig. Med andra ord &r f kontinuerlig i punkten z, € M om

och endast om det for varje € > 0 finns ett 6 > 0 sa att

(z € M och |z — 2| < 8) = |f(2) — f(20)] <€ (2.15)

Med st6d av (2.11), (2.12) och (2.13) far vi d& att om f och g &r kontin-
uverliga i 2o € M; N M, sé &r f &g och f - g kontinuerliga 1 2. Om g(z0) # 0
s& #r aven kvoten f/g kontinuerlig i 2.

Fér att utréna om f &r kontinuerlig kan vi separat studera reella och
imaginara delen av f.

Sats 2.8. Ldt f(2) = u(z,y) +iv(z,y), 2=z +iy. Dd dr f kontinuerlig 1
punkten z, = To +iyo om och endast om bdde u(x,y) och v(z,y) ar kontin-
uerliga © punkten (o, Vo).

Bevis: Pastdendet foljer ur definitionen pé kontinuitet och Sats 2.7. 0O

En komplexvard funktion f som ar definierad pa méngden M &r begransad
om och endast om sup{|f(z)|: z € M} < co.

Sats 2.9. Om den komplezvirda funktionen f dr kontinuerlig pd en kompakt
méangd M sé dr den begrinsad pd méangden. Vidare antar |f| ett stérsta och
ett minsta vdrde pa M.

Bevis: Antag som antites att f inte &r begrénsad pad M. D4 existerar en
foljd {z,} i M sddan att |f(z,)| > n, n=1,2,.... DA M &r begrénsad &r &ven
fojden {z,} begriansad. D& ger Sats 2.5 att vi kan utplocka en konvergent
delfcljd {2y, } som konvergerar mot zo. D& M &r sluten sa giller enligt Sats 2.4
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att 2o € M. D& f &r kontinuerlig i M géller det att f(z,,) — f(20) da
i — oo, men detta strider mot konstruktionen av f6ljden {z,} och dérmed &r
antitesen falsk. Alltsd ar f begransad pd M. Lat nu det reella talet K ges
av K = sup{|f(2)| : z € M}. D& kan vi konstruera en foljd {y,} i M sédan
att |f(yn)| — K d& n — oco. vidare kan vi utplocka en konvergent delf6ljd
{4n,} som konvergerar mot yo € M. For z,zo € M géller || f(2)] — |f(20)]] <
|f(2) — f(20)], vilket medfor att &ven |f(z)| &r en kontinuerlig funktion i M.
D4 géller K = lim; o0 |f(¥n;)| = |/ (v0)|, och | f| antar ett stérsta virde pa
M. (Att ett minsta virde antas bevisas analogt). [

2.2 Deriverbarhet och analytiska funktioner

I detta avsnitt underscker vi deriverbarheten for komplexvérda funktioner
och pavisar den starka kopplingen for en analytisk funktion mellan reella de-
len u(z,y) och imagindra delen v(z,y) via Cauchy-Riemanns differentialek-
vationer.

Definition 2.8. Lat f(z) vara en komplexvérd funktion som ar definierad i
en omgivning av punkten zo. Derivatan av f i punkten zp definieras genom

f'(z0) = lim f—(—z—;—zﬁ—;@ : (2.16)

ifall gransvirdet existerar och ar olika co.

Anmirkning: Grénsvardet i (2.16) maste existera och vara lika oberoende
av 1 vilken riktning vi ndrmar oss punkten z.
I analogi med reell analys har vi att deriverbarhet medfér kontinuitet.

Sats 2.10. Om den komplezvirda funktionen f dr deriverbar i en punkt zo,
sd dr den kontinuerlig i punkten.

Bevis: For z # 2 géller

[(z) = f(%) (

zZ— 29

f(2) = f(z0) = z—2)— (%) 0=0,d& z— 2.

Alltsd f(z) — f(20), d& 2z — %z, och dérmed &r f kontinuerlig i 2. O
Féljande deriveringsregler bevisas pa samma sétt som de motsvarande

reella deriveringsreglerna. Bevisen lamnas som &vningsuppgifter. Om f och
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g ar deriverbara i punkten zp, sa géller

(f £ 9)(20) = ['(20) £ ¢' (%), (2.17)
(cf)(20) = cf'(), c€C, (2.18)
(f9)'(20) = f(20)9'(20) + f'(20)9(20) , (2.19)
Ny 9(z0)f (#0) — f(#0)9'(20) ,
_g—> (70) = 9(20)? . 9(z) #0, (2.20)
% (g(z))' T f'(g(20))d'(20), om f'(g(20)) existerar. (2.21)

Formel (2.21) kallas kedjeregeln.

Exempel 2.4. Visa att Ed;z” = nz""! for alla positiva heltal n.
Losning: Med beteckningen Az = z — 2o och med hjélp av binomialsatsen
formar vi om differenskvoten,

ot oy =5 (A +OE e+t ()(D2) — 2
Az N Az

=nzit + (Z) BN+ A+ (D)

—nzy”t, d& Az — 0.

Alltsé géller —z“ = nz"! for alla positiva heltal n och alla z € C.

Exempel 2.5. Med stod av foregdende exempel och formlerna (2.17) och
(2.18) fas att varje polynom

p(2) = ap2" + ap_12" "+ a2+ ag
ar deriverbart i hela C och derivatan ges av
P(2) = nap2" 4 (n— Va1 2" + ..+ 2022 + a; .

Med stéd av (2.20) fas att varje rationell funktion &r deriverbar i sin defini-
tionsmangd, dvs. i hela C med ndmnarens nollstillen undantagna.

Definition 2.9. En komplexvéard funktion f ar analytiski den 6ppna méangden
M om f ar deriverbar i varje punkt av M. En funktion f &r analytisk i punk-
ten zo om f &r deriverbar i ndgon cirkelskiva D(z, 7). Om f ar analytisk i
hela C sa kallas f en hel funktion.
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Anmaéarkning 1: Med stéd av Exempel 2.5 inses att varje polynom ar en

hel funktion.
Anmirkning 2: Om f &r deriverbar pa en mangd M som saknar inre
punkter, t.ex. ett linjestycke i C, sa &r f inte analytisk i M.

Definition 2.10. Funktionerna u(z,y) och v(z,y), som &r avbildningar fran
R? till R, siges satisfiera Cauchy-Riemanns differentialekvationer i punkten
(0, %0) om deras partiella derivator i punkten existerar och det géller att

ou Ov ou ov

i punkten (zo,¥o).

Att en funktion f ar deriverbar i en punkt innebér en stark bindning mel-
lan funktionens reella och imaginara del. Vi skall pavisa att denna bindning
ges av Cauchy-Riemanns differentialekvationer.

Antag att f(z) = u(z,y) +iv(z,y), 2 = x + 4y, ér deriverbar i punkten
20 = Tg + 1yo. D& maste gransvirdet av differenskvoten vara lika oberoende
av i vilken riktning vi ndrmar oss zp.

1. Lat y = 5o, 2 = x + 1yg. Vi nadrmar oss zp horisontalt langs linjen
Y = Yo-
f(2) = f(=) — lim u(z, yo) +1v(z, Yo) — (u(To, Yo) + 1 v(Zo, o))

lim . ;
z—20 2 — 2p z—20 T + 1Yo — (o + 1Yo)
_ i W& Y0) — (@0, v0) o v(@ go) — v(@o, 4o)
T T — Ty T T — Ty
ou . Ov .
= —8—5(%’%) +1 55(»’50, Yo) = u, (o, Yo) + i vy (Zo, Yo) -

(2.23)
2. Lat x = xg, 2 = xo+1y. Vindrmar oss zp vertikalt langs linjen x = xq.

f(z) = f(=) — lim u(zo,y) +iv(2o,y) — (u(o, o) + 1 v(20, Y0))

Hm ' :
TR AT R Y=o o + 1y — (To + iYo)
= l lim u(@o,y) — (o, 40) + lim (%o, y) — (o, Yo)
1 Y—Yo Y — Yo Y10 Y — Yo
v ou

= 5?;(330,’!/0) -1 "8—3/.(1170,?;0) = (%o, Yo) — 4ty (Zo, Yo) -

(2.24)
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Nu kan vi identifiera reella och imaginéra delarna i (2.23) och (2.24) och

erhaller darmed att
du Ov i du  Ov

(79;:——5}/— ocC —@—"—8—5

galler i punkten (zo,yo). Alltsd har vi bevisat féljande sats.

Sats 2.11. Om den komplezvirda funktionen f, f(z) = u(z,y) +iv(z,y),
ar deriverbar 1 punkten zg = Zo + 1o, sa uppfylls Cauchy-Riemanns dif-
ferentialekvationer 1 punkten (xo,yo). Ddrmed gdller: Om f dar analytisk 4
en oppen mangd M sa galler Cauchy-Riemanns differentialekvationer i varje
punkt i M. Vidare gdller for (zo,y0) € M atl

ou

(aa) = 20, 0) +i 02 (030 (—: (o ue) — i —a—;mo,yo)) (@)

Exempel 2.6. Visa att funktionen f(z) = (2 + y) + i (y? — z) inte &r
analytisk i nagon punkt.
Lésning: u(z,y) = z + vy och v(z,y) = y* — z. D& géller

ou v ou ov

— =2z, — =2y, — =1 och — =-1.

oz Doy T Y By Bz
Alltsa galler CR-differentialekvationer enbart pa linjen y = =z, och dérmed
inte i nagon cirkelskiva. D& kan inte f vara analytisk i nagon punkt i C.
(Ty om f vore analytisk i z; € C, sa skulle CR-differentialekvationer gélla i
nagon cirkelskiva D(zp,7).)

Att u och v uppfyller CR-differentialekvationer i en punkt (zg, yo) garan-
terar inte att f ar deriverbar i punkten 2y = g + ¢ yo. Vi maste ocksé krava
att de partiella derivatorna av u och v existerar i en 6ppen omgivning av z
och ar kontinuerliga i zp.

Sats 2.12. Lat f(z) = u(z,y) +iv(z,y) vara definierad i en dppen mdangd
M som innehdller punkten zp = xo + iyo. Om de partiella derivatorna
Uy, Uy, Uy och vy ezisterar i M, "ar kontinuerliga i (%o,y0) och uppfyller
Cauchy-Riemanns differentialekvationer i (zo, Yo), dd dr f deriverbar i punk-
ten zg. Ddrmed gdller: Om de partiella derivatorna av forsta ordning av u och
v ar kontinuerliga i en oppen mangd M- och Cauchy-Riemanns diff. ekvationer

galler © hela M, sa ar f analytisk @ M.
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Bevis: Eftersom M édr en oppen mangd och 2y € M, sa kan vi betrakta
punkter z = z + 4y som tillhor en cirkelskiva D(zg,7) som ligger helt i M,
(D(z0,7) C M). Vi bildar differenskvoten

f(2) = f(z)  u(z,y) — u(zo, o) + ¢ (v(z,y) — v(To, Yo))
z—2 (z — o) +4 (¥ — %) ’ (2:26)

dar f(2) = u(z,y) +iv(z,y), 2 =2z + iy och 2y = xo + ¥o.

(1) Betrakta skillnaden u(z, y) —u(zo, yo) = (u(z, y)—u(zo, y))+(u(zo, y)—
u(xo,Yo)). For fixt y ar u(z,y) kontinuerlig i [xo, 2| (eller [z, zo] om z > ),
och deriverbar i (zg,z) (eller (z,zo) om zy > ). Medelvardessatsen ger att

det finns ett * mellan z och zy sddant att u(z,y) — u(zo,y) = v (z*, y)(z —
zo). (Har beror z* av bade z och y, z* = z*(z,y)). Alltsa géller det att

u(w,9) ~ ) = (&~ 50) Zo(a",1). (2.27)

D& nu v, ar kontinuerlig i (zo,¥o), samt z*(z,y) — zo och y — yp da
(z,y) — (zo,Y0), s& kan vi skriva

ou du
53;(93*,@/) = ég(xo,yo) + €1,

dér e; beror av bade z och y och ¢, — 0 da (z,y) — (zo,%0). Dérmed kan
vi skriva (2.27) i formen

u(z,y) — u(zo,y) = (z — o) (g—;—b(xo, Yo) + 51> , (2.28)

dére; — 0da (z,y) — (2o, Yo). En analog behandling av uttrycket u(zg, y)—
u(zo, Yo) ger att vi kan skriva

u(zo,vy) — u(Zo,Yo) = (¥ — Yo) (g—Z(xo,yo) + 82) ) (2.29)

dér g5 — 0da (z,y) — (2o, Yo).
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(2) Omskrivning av téljarens imagindra del i (2.26) ger att v(z,y) —

v(zo,y0) = (W(z,y) — v(z0,¥y)) + (v(@0,¥) — v(%o,¥0)). En med fallet (1)
analog behandling ger att

dv

v(z,y) — v(2o,y) = (T ~ Zo) <5— To,Yo) + 63)
(2.30)

v(20,y) — v(z0, %0) = (¥ — %) ( (zo, Yo +€4>,

dér e3 — 0 och g4 — 0 dé (z,y) — (2o, Yo). Sammanstallning av uttrycken
(2.26) — (2.30) ger

f(2) = f() (m—mo)<%+sl+i§§+i53> +(y—yo)(—?,§+sg+¢g—;+¢54)

z — % (z — m0) + 1 (y — %o)

(2.31)
dar de partiella derivatorna evalueras i punkten (zo,yo) och g — 0, i =
1,2,3,4, da (z,y) — (zo,y0). Med stéd av CR-differentialekvationer formas
hogerled i (2.31) om till

(m—x0)<§;‘+z )+z( )(gﬁ+z’§§>+ A 2.32)
(z — m0) +14(y — Yo) (z—mo) +i(y—wo) =
dar A\ = (z — zo)(e1 +1e3) + (y — yo)(€2 +1€4). DA géller
A >~ %o le1 +ies)
(@—wo) +i(y—wo)| ~|(w—zo) +ily —w)| =
Y — Yo ,
+ : gq+ic (2.33)
G m)til | T
<|ey +ies| + |eg + i 4]
i 07 dé‘ (xvy) - (m07y0)'
Med stod av (2.26), (2.32) och (2.33) erhalls
u(z,y) — u(To, Yo) + 4 (v(z,y) — v(zo, %))  Ou Ou

lim -
(@)= (w0,y0) (z — zo) + 1 (y — yo)

= 5;(3707%)‘” ”8';(1170,@/0)-

bl
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Déarmed existerar derivatan av f i punkten zy och den ges av uttrycket

f/(ZO) = Ufn(iﬁo,yo) + iva(fco, 2/0)- O

Exempel 2.7. Sats 2.12 ger att funktionen i Exempel 2.6, f(z) = (z* +
y) +1i(y? — z) dér z = z + iy, som inte dr analytisk i ndgon punkt i C, &r
deriverbar i punkter z med z = y.

Exempel 2.8. Visa att f(z) = e*cosy +ie®siny, dir z = x + 4y, &r en hel
funktion och bestdm funktionens derivata.
Losning: Vi har att

[ ! T L T /T
um-—e cosy, uy———e simy, ’Um——e sy OCh ’uy-—e Cosy .

De partiella derivatorna #r kontinuerliga i hela R? och uppfyller i varje punkt
CR-differentialekvationer. D& ar f analytisk i hela C och dérmed en hel
funktion. Vi ser att f' ges av

f'(2) = u(z,y) +ivy(z,y) =e®cosy +ie®siny.

Alltsa galler f/(z) = f(z) i hela C. (En bra kandidat for en komplex expo-
nentialfunktion 7!).

Exempel 2.9. Lat f vara definierad genom

£(2) = {O, om |z| <1,

1, om |z| > 2.

D& ar f'(z) = 0 pa f :s definitionsméngd, men f ar inte konstant. Defini-
tionsméangden dr en Oppen mangd, men den &r inte sammanhéngande.

Sats 2.13. Om f dr analytisk i ett omrdde M och om f'(z) = 0 @ hela M,
da dar f konstant ¢ M.

Bevis: Eftersom tva godtyckliga punkter i ett omrade M alltid kan forenas
med en bruten linje som ligger helt i M, s& rdacker det att visa att f ar
konstant pa varje linjestycke L i M. Ett linjestycke L i M kan ges en param-
eterframstillning 2(¢) = z(¢) + iy(t), dér z(¢) = a t + b och y(t) = ¢ t + d,
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0<t<1, ocha,b,cd éar reella konstanter. Lat f(z) = u(z,y) +iv(z,y).
D4 ar f :s varden pa L givna av

Ut)+iV(t) =ulat +bct+d) +iv(at +bct+d), 0<t<1. (2.34)
Med hjalp av kedjeregeln berdknar vi U’(t) och V'(t)

.d_IZ-—Qy_ _d_x_*_gg.gy——a.@__*_c.@_
dt Oz dt Oy dt = Oz oy’
av. v dz QQ dy v '81)

_c-i_t—ﬁézc—'dt—kay'dt_ Oz By’

(2.35)

Eftersom 0 = f'(20) = u, (2o, %0) + ¢V} (%0, Yo) = vy (%o, Yo) — % Uy (Zo, Yo) f6r
varje 2o € M har vi att uj, = u, = v;, = v, = 0 1 hela M. Dérmed har vi att
U'(t) = 0 och V() = 0 for 0 < ¢ < 1, vilket medfér att U(t) och V(¢) &r
konstanta for 0 < ¢t < 1, dvs. pa hela L. Darmed &r f konstant pd L och i
hela M. 0O

2.3 Harmoniska funktioner

Losningar ¢(z,y) till Laplace’ ekvation

(92¢ 82¢
a2+ 557 0 (2.36)

har viktiga tillimpningar inom potentialteori i fysiken.
Definition 2.11. En reellviard funktion ¢(z,y) sages vara harmonisk i ett

omrdde M om alla partiella derivator av andra ordning &r kontinuerliga i M
och om ¢ ar en 16sning till Laplace’ ekvation (2.36) i hela M.

Sats 2.14. Om f(z) = u(z,y) +iv(z,y) dr analytisk i ett omrdade M, sd ar
u(z,y) och v(z,y) harmoniska i M.

Bevis: Vi skall senare visa att for alla analytiska funktioner galler att w och
v har kontinuerliga partiella derivator av andra ordningen. Vi antar nu att
detta ar bekant. Under detta antagande vet vi att

w(a) =5 m) o 5 alz) o
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Med hjélp av CR-differentialekvationer, (som ju géller i M), formas ekva-
tionerna i (2.37) om i formen

8(81)) 8(0v>@%+%_0’

y\oy) ~ Bz \ O
0 ou d /0u u 0%
5@(“5@;)—%&9;) 52 T

och darmed ar u(z,y) och v(z,y) harmoniska i M. O

Om vi vet att funktionen wu(z,y) &r harmonisk i ett omréade M, sé kan
vi bestémma en annan harmonisk funktion v(z,y) sd att f(2) = u(z,y) +
iv(z,y) &r en analytisk funktion i M. Funktionen v(z,y) kallas d& det har-
moniska konjugatet av u(z,y). Proceduren illustreras med ett exempel.

Exempel 2.10. Konstruera en i C analytisk funktion vars realdel ges av
u(z,y) = z° — 3zy° +y.
Losning: Vi har att
Pu  O%u
—+ =—==06c -6z =0,
Ox? + oy? v
alltsd &r u(z, y) harmonisk i hela talplanet R%. Nu s6ker vi en funktion v(z, y)
som uppfyller CR-differentialekvationer.
v Ou ov du
__:___:32__32 h —=—— =26 —1. 2.38
dy Oz v vt e Ay w (2:38)
Om vi betraktar z som konstant och integrerar med avseende pa y i den
forsta ekvationen i (2.38) erhélls

v(z,y) = 32y —y° + (z), (2.39)

dir ¢(z) ar en deriverbar funktion av x. Inséttning av (2.39) i den andra
ekvationen i (2.38) ger

s,
gg—:nyer’(x) =6zy — 1,
alltsd har vi ¢'(z) = —1, vilket innebér att ¢(z) = —z + ¢, dér ¢ 4r en

reell konstant. D4 ges det harmoniska konjugatet av u(z,y) av funktionen



32 Analytiska funktioner

v(z,y) = 3z%y —y3 — z + ¢, dér c &r en reell konstant. Dérmed ges den sokta
analytiska funktionen f av

f(2)=2% =3z +y+i(Bz*y—v® —z +¢)
=2 —i(z—c), z=xz+iy, ceR.

2.4 Kontinuerliga kurvor och konform avbildning

Definition 2.12. Antag att o, € R med o < 8. En kontinuerlig funk-
tion z : [, 8] — C séges definiera en kontinuerlig kurva T' i C. T' uppfat-
tas som funktionens vardeméngd, I' = {2(¢) : @« < t < F}. Ekvationen
z = 2(t), a <t < B, kallas kurvans ekvation i parameterform med t som
parameter. Punkterna a = z(a) och b = z(3) kallas kurvans begynnelsepunkt
respektive slutpunkt. Riktningen frén a till b kallas kurvans positiva riktning.

/\P\_/ o

o= ZA)

Anmirkning: Ekvationen z = z(a + f —t), a < t < 3, representerar
samma kurva men genomlopt i motsatt riktning. Den “motsatta kurvan”
betecknas —I".

Exempel 2.11. Exempel pa kontinuerliga kurvor:

(1) “Punktkurvan” z = ¢(= konstant).

(2) Rita linjen z = 21 +t (23 — 21), —00 <t < 00, genom punkterna z; och
z9. Om 0 <t <1 fas strackan mellan z; och z,.

(3) Cirkeln z = 2y + r(cost + ¢ sint), 0 <t < 2w, med medelpunkten zy och
radien 7.

Definition 2.13. En kurva I’ med ekvationen z = z(t), o < ¢ < [, &r sluten
om z(a) = z(f). En sluten kurva som inte skér sig sjalv &r en Jordankurva.
For en Jordankurva galler ¢,y € (o, 8) och t; # ty medfor att z(ty) # z(t2).

s Bz

\\_/\%

JC)V‘ ml/wvvz\ C(/(& Tovéﬁmwwm
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Definition 2.14. Antag att z : [, ] — C é&r skriven i formen 2(t) =
z(t) + iy(t), dir = och y &r reella funktioner av t. Om z'(ty) och y'(to)
existerar for ¢y € [o, (], (hégerderivatan om o = «, vénsterderivatan om
to = f3, ), s& definieras 2/(to) genom

Z’(to) = .’L'/(to) -+ iyl(t0> . (240)

Fér en reell kurva given av z = z(t), y = y(t), vet vi att kurvan har
en valdefinierad tangent i varje punkt to dér /(o) # 0 eller y/(to) # 0.
Tangentriktningen ges av vektorn (z'(to), ¥'(t0)). Dé 2/(to) # 0 & (a'(to) #
0 eller 3/(¢o) # 0) sa ges tangentriktningen av 0 = arg 2/(ty). Vi har séledes

Sats 2.15. Kurvan T’ med ekvationen z = 2(t), a <t < B, har en bestdmd
tangent i varje punkt z(ty) ddr 2'(to) existerar och dr olika 0. Tangentens
riktningsvinkel dar 0 = arg 2'(to).

Definition.2.15. Kurvan I siges vara reguldr, om I' kan framstéllas genom
ndgon ekvation z = 2(t), a <t < (3, sddan att 2/(t) ar kontinuerlig och olika
Ofora<t<p.

Om kurvorna 71,7z, ..., 7, ar sddana att 7, :s slutpunkt sammanfaller
med ¥, :s begynnelsepunkt, -, :s slutpunkt sammanfaller med 3 :s begyn-
nelsepunkt osv., sa betecknar v, + 72 + ... + v, den sammansatta kurvan
v Uy U...U~,. En kurva I' sdges vara styckevis regulédr, om I' kan
framstallas i formen I = y; + v5 + ... + Y, d&r 1, V2, ..., Yo ar reguléra.

M= X |"\'X‘.LTX3
S%(«Ww‘x Yﬁ&&u«‘v

Definition 2.16. Ett omrade M séges vara enkelt sammanhdngande om fér
varje Jordankurva I' € M géller att omradet innanfor I' tillhor M.

Definition 2.17. En avbildning f : C — C séges vara konform (vinkeltro-
gen)ien punkt 2o € C, om f &r kontinuerlig i en omgivning av 2y och vinkeln
mellan tva godtyckliga reguldra kurvor genom 2y ar densamma som vinkeln
mellan deras bildkurvor i punkten wg = f(20).
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>of

T

Sats 2.16. Om [ dr analytisk i ett omrade M, sa formedlar f en konform
avbildning w = f(z) 1 varje punkt zo € M ddr f'(z) # 0.

Bevis: Lat 2g € M och f'(z) # 0. Lat I" vara en reguldr kurva z = 2(t), o <
t < B1 M och antag att zy = 2(to), a < tg < 8. Vektorn 2/(to) # 0 ger da
tangentriktningen for I'i zo. I" avbildas av f pa en kurva I i w-planet, dar I
ges av w = w(t) = f(2(t)), a <t <. Vektorn w'(ty) ger tangentriktningen
for IV i punkten wy = f(2(to)) om w'(tp) # 0. Med stod av kedjeregeln erhalls
da att

w'(to) = f'(2(t0))# (to) = f'(20)2'(to) # 0. (2.41)

Argumentet for w'(ty) bestdms ur (2.41)

arg(w'(to)) = arg(/f(20)) + arg(2'(to))

Varje reguldr kurva I" genom zg har alltsd en bildkurva I vars tangentriktning
1wy = f(20) fas genom att rotera tangenten for I' i punkten zy med vinkeln
arg (f'(z0)). Denna rotationsvinkel &r oberoende av valet av I". Avbildningen
ar konform. 0O



