1 Komplexa talplanet

1.1 Komplexa tal, konjugat och belopp

Den axiomatiskt inforda reella talkroppen R och rakneoperationerna med
reella tal antas bekanta. (Se kursen i Analys I, Protter och Morrey: A first
course in real analysis).

Definition 1.1. De kompleza talen C definieras som méngden av ordnade
reella talpar, {(a,b), a,b € R}, med addition och multiplikation definierade
genom formlerna

(a,b) + (c,d) = (a + ¢, b+ d),
(a,b) - (¢c,d) = (ac — bd, ad + bc) .

Tva komplexa tal (a,b) och (c,d) &r lika om och endast om a = ¢ och b = d.

Lat z = (a,b) och 2z = (a;,b;), i = 1,2,3, beteckna godtyckliga komplexa
tal. Genom att verifiera att de komplexa talen satisfierar nedanstéende axiom
bevisar man att C bildar en talkropp.

(1) C &r sluten under addition och multiplikation:

Z1+22€C och 211'2’26@.

(2) Associationslagarna:
214 (z+23) = (21 + %) +23 och 21 (22 23) = (21 - 22) * 23.
(3) Kommutationslagarna:
21+ 29 =29+ 2 och 22y =29 2.
(4) (0,0) &r det entydigt bestdmda neutrala elementet vid addition:
VzeC:2z+(0,0)=z.
(1,0) &r det entydigt bestdmda neutrala elementet vid multiplikation:

VzeC:z-(1,0)==z2.
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(5) For varje z € C finns en entydigt bestimd additiv invers i C, betecknad
—z, sadan att
z+ (—z) =(0,0).

Fér varje z # (0,0) i C finns en entydigt bestdmd multiplikativ invers
i C, betecknad z7 !, sddan att

z 271 =(1,0).

(Notera att (z = (a,b) = —z = (—a,—b) och z = (a,b) = 27! =
(a/(a®+ b?), —b/(a* + b%)).

(6) Distributionslagen:

21'(Z2+23)=Zl'22+21-23.

Exempel 1.1. Att det neutrala elementet (0,0) i (4) dr entydigt bestamt fés
genom att visa att (0,0) &r ett neutralt element (létt), och dérefter antar vi
att (a,b) € C ar ett neutralt element fér addition. D4 erhéller vi med hjalp
av (4) och (3) att

(a,b) = (a,b) + (0,0) = (0,0) 4 (a,b) = (0,0).

Att den additiva inversen i (5) for z € C &r entydigt bestdmd fis genom att
antaga att z + z = (0,0) och z + 25 = (0,0), varvid (2), (3) och (4) ger att

n=un+0,0=2n+(+2)=(@+2)+2n=(=+tzn)+2
2(0,0)+22:ZZ+(0,0)222.

Vi skall nu infora skillnad och kvot for komplexa tal. Fér godtyckliga
tal (a,b) och (c, d) har ekvationen

-

(C, d) + <x7y> = (a) b)

en entydigt bestamd l6sning (z,y) 1 C, ty med stéd av (1.1) fas att ekvationen
ir ekvivalent med att ¢ +z = a och d +y = b, vilket &r ekvivalent med att
2 =a—cochy=>b—d. Viinfor di skillnaden mellan (a, b) och (c,d) som
den entydigt bestimda losningen till ekvationen, dvs

(a,b) — (¢,d) = (a—c,b—d). (1.3)
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Om vi nu antar att (a,b) och (c,d) &r godtyckliga komplexa tal med (c, d) #
(0,0) sa har ekvationen

(C, d) ) (113,’3/) = (CL, b)

en entydigt bestdmd 16sning i C, ty med stod av (1.2) fas att ekvationen &r
ekvivalent med det linjara ekvationssystemet

cr—dy =a
dr+cy=2>b
som pa grund av att ¢ + d? # 0 har den entydigt bestémda ldsningen

_ac—l—bd bec — ad
24 d? h

Vi infér kvoten mellan (a, b) och (¢, d), da (¢, d) # (0,0), som den entydigt
bestdmda l0sningen till ovanstaende ekvation,

(a,b) (ac+bd be — ad
(c,d) " \c®+d? 2+ d?

L&t nu Cg beteckna den delméangd av C som ges av

), A (¢, d) # (0,0). (1.4)

Cg :={(a,0) : a € R}.

D& ar Cg sluten under addition, multiplikation, subtraktion och kvotbild-
ning, ty med stéd av (1.1), (1.2), (1.3) och (1.4) géller det for godtyckliga
(a,0),(b,0) € Cg att

(a,0) + (b,0) = (a +b,0) (1.5)
(@,0) - (b,0) = (ab, 0) (1.6)
(a, 0) — (b> 0) = (a—1b,0) (1.7)

EZ(?; - (%,0), b#£0. (1.8)

D& uppfyller Cg axiomen for en talkropp i (1)—(6) ovan, och &r darmed en
delkropp av C. Om vi definierar en bijektiv avbildning f : R — Cg genom

Va e R: f(a) = (a,0), (1.9)
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s& foljer det av (1.5) och (1.6) att f &r en isomorfi mellan R och Cg. Vi
kan darfor identifiera Cg med R och skriver i fortsdttningen o istéllet for
(a,0). Vi kan dérmed betrakta R som en delkropp av C, samt C som en
utvidgning av den reella talkroppen R. Nu infors beteckningen

i:=(0,1), (1.10)

varvid (1.2) ger att i = 4.4 = (0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1. Vi far alltsa
sambandet
2= -1, - (1.11)

Lt z = (a,b) vara ett godtyckligt komplext tal. D& erhalls
z=(a,b) = (a,0)+ (0,b) =a+(0,1)- (b,0) =a+i-b
I fortsittningen anvénds beteckningssattet
z=a-+1b (1.12)

for det komplexa talet z = (a, b), varvid ¢ kallas imaginira enheten, a kallas
reella delen av z, beteckning a = Re z, och b kallas imaginéra delen av
z, beteckning b = Im z. Nu kan formlerna (1.1), (1.2), (1.3) och (1.4) skrivas
i formen

(a+ib) + (c+id) =a+c+i(b+d), (

(a +1b) - (c +14d) = ac — bd + i(ad + bc), (1.1

(a+1ib) — (c+id) = a—c+i(b—d), (1.15
a+ib ac+bd . bc—ad 9 o
rid-FrE ey CTE70 (

Formlerna (1.13) — (1.16) erhalls genom att tillimpa de vanliga réknelagarna
for reella tal och beakta att 52 = —1. Formel (1.16) fas enklast genom
forlangning med ndmnarens konjugattal:

a+ib (a+ib)(c—id) ac+bd+i(bc—ad) ac+bd . bc—ad

ctid  (ctid)(c—id) 21 & “eye U arE

Exempel 1.2. Om z € C och b € R sa géller
224+ b2 = (2 +1ib)(z —ib).

Dirmed har ekvationen 22 + b? = 0 alltid tva rotter, z = %ib, i C.
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Definition 1.2. Lat z = a +ib, a,b € R, vara ett godtyckligt komplext tal.
Talets absolutbelopp eller modul betecknas |z| och definieras genom

|z| = Va2 + b2. (1.17)
Konjugattalet till z, betecknat Z, definieras genom
Z=a—1b. (1.18)

I foljande sats sammanstélls nagra réakneregler for konjugattal och abso-
lutbelopp.

Sats 1.1. Ldt z, z; och zo vara godtyckliga kompleza tal. Da gdller

21+ 29 =21+ Zg, (1.19)
21— 2y =21 — 29, (120)
21 29 =Z1" 29, (121)
Z1 _2_1 ‘
— ] == 0, 1.22
(2)-2, a¢ (122
1 _ 1 _
Rezzﬁ(erz) och Imz= —Q—Z,(z—z), (1.23)
|2| = |2| och |2|*=2 %, (1.24)
|21 - 22| = |21 2], (1.25)
2| al
—|=1=, 2 %#0. 1.26
= |22| 2 7é ( )

Bevis: Beviset lamnas som dvningsuppgift. O

Notera med stod av (1.23) att z € C ar reellt om och endast om 2z = Z.
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1.2 Komplexa talplanet

Ur definitionen pa komplexa tal foljer att z € C kan representeras entydigt
som en punkt (Re z, Im 2) i ett ratvinkligt, tvAdimensionellt koordinatsystem.
Det komplexa talet z = = + 4y, =,y € R, representeras dé av punkten (z,y)
i ett koordinatsystem dér z-axeln och y-axeln kallas den reella respektive
imaginara axeln.

lm 2z

N R 2

\ €

> Re 2

S

Talet z kan aven tolkas som vektorn frén origo till punkten (z,y). Om
lingden av denna vektor betecknas med r noterar vi med stod av (1.17) att
r = |z|. D& vi tolkar |z| och |y| som léngden av kateterna och |z| som langden
av hypotenusan i en ratvinklig triangel erhalls olikheterna

lz] = |Rez| <|z| och |y|=|Imz| < |z], (1.27)
|2] < |z| + [yl = [Re 2| + [Im 2. (1.28)

Den vinkel 6 som vektorn z # 0 bildar med den positiva z-axeln kallas z:s
argument, beteckning arg z. Argumentet &r bestdmt pa en additiv multipel
av 27 nar. Nu galler for z # 0 att

T T
cosf = ﬁ - 'I‘z"‘y
vy (1.29)

-9

. Y
sinf = —— )
Vit y? 2

Med beaktande av att 7 = |z| fas ur (1.29) den poléra framstéllningen av
talet z =z + 1y,

z =|z|(cos@ +1isinf) = r (cosf + 4 sind). (1.30)
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Vidare erhélls ur (1.29) formlerna

argz:arctang, daz >0,
y (1.31)
argz=arctan§+7r, daz <0.

Vi skall nu ge rikneoperationerna mellan komplexa tal en grafisk tolkning i
det komplexa talplanet.

> Re 2

P4 grund av (1.1) inses att additionen z; + 2, av tvd komplexa tal kan
tolkas som vektoraddition i R?, Vidare har vi att z3 + (21 — 22) = 21, sé skill-
naden z; — 2, representeras av den vektor som utgéar fran z;:s andpunkt och
utstrécker sig till z;:s &ndpunkt. Vi kan alltsé tolka |2z — 23| som avstdndet
mellan 2z; och 2z9. Det ar da naturligt att infora foljande definition.

Definition 1.3. Avstdndet mellan de komplexa talen z; = z; + iy; och
29 = Ty + 1Y betecknas d(z1, 22) och definieras genom formeln

d(Zl, Zg) = |z1 — Zgi = \/(1171 — !EQ)Z + (y1 - y2)2 . (132)

Exempel 1.3. Den origocentrerade cirkeln med radien r utgors av {z € C:
d(z,0) = |z| = r}. Cirkeln med medelpunkten z, € C och radien r ges av
{2€C:d(z,2)=2—2|=r1}

Ur ovanstdende figur kan vi grafiskt utlésa att |2 23] < |21|+|22|. Detta
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bor verifieras analytiskt,

|21 + 20|* = (21 + 22) (21 + 22) = (21 + 22)(Z1 + Z2)
=221+ 2122+ 2%1 + 2222
= +an+ @z +lal’ (F=2)
= |z1|? 4+ 2 Re(z1 %) + |22/
< a4 2]z Za| + |22 = |al® + 2|2 2] + |22]?
= (Iz1] + |]).
Alltsd, géller |z; + 22| < |21] + |22]. Vidare inses, eftersom | — z| = |z|, att
|21 — 25| = |21 + (—22)| < |21| + | — 22| = |21] + |22]. Man kan ocksa visa att

||21] — |22)| < |21 £ 22|, (Ovningsuppgift). Vi sammanfattar utredningarna i
triangelolikheten

Vo, 2 € C: ||z| — |22]] < 21 £ 2] < 2| + |22 (1.33)
Med fullstandig induktion kan hogra olikheten i (1.33) generaliseras i formen
|21 £ 20 £ £ 2| < Jaa] + 2|+ 2l (1.34)

Definition 1.4. En icke-tom méngd M forsedd med en avbildning dps :
M x M — R som uppfyller axiomen

()Y z,y € M dy(z,y) 20 och du(z,y)=0& 3=y,
(2) V z,y € M : dl\/f(m)y) = dM(?J,m),
() V z,y,2 € M : dy(z,2) < du(z,y) + du(y, 2),

kallas ett metriskt rum, beteckning (M, dar), och dps kallas en metrik.

Exempel 1.4. De komplexa talen C med d definierad enligt (1.32) &r ett
metriskt rum, (C, d). Axiomen (1) och (2) &r litta att verifiera. Vidare géller
for 21,29, 23 E’(C att

d(z1,23) = |21 — 23] = |(z1 — 22) + (22 — 23)]
< ‘Zl — Zzl + lZQ — Zg’ = d(zl,zz) -+ d(ZQ, 23) .

Dirmed ar axiom (3) uppfyllt.
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Avslutningsvis skall vi grafiskt tolka multiplikation och division av kom-
plexa tal. Betrakta tvd komplexa tal 21,20 # 0 givna i poldr form, z; =
rj (cosb; + 14 sin6;), j = 1,2. Vi erhdller da

W=z -2 =117y (cosf + i sinb;) (cosfy + i sinby)
=717 [(cos 6y cos Oy — sin 6y sinby) + i (sinf; cos by + cosfy sin 62)]
=T1Ty (COS((91 -+ (92) +’L Sin(01 —+ 92)),

eller med andra ord

lw| = |21 - 22| = |z |2e], (1.35)
argw = arg(z; - 22) = arg z; + arg 2y . (1.36)

Tva tal i C multipliceras s, att modulerna multipliceras och argu-

menten adderas.
fmx

éQc%

Om vi betraktar kvoten w = 21 /2, och skriver den som 2, = w- 29, s& ger
(1.35) och (1.36) att |21| = |w| |2 och arg z; = argw + arg 2. Alltsé géller

21 |Z1‘
wl = |—| = T 1.37
ul= |2 -2 (137
argw = arg (?) = arg z; — arg 2, . (1.38)
2

Tvé tal i C divideras s&, att modulerna divideras och argumenten sub-
traheras.
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1.3 Moivres formel, potenser och rotter

L&t z = r (cos @+ sin§) # 0 vara ett godtyckligt tal i polér form. Upprepad
anvindning av (1.35) och (1.36) ger oss

z= (cos@—l—i sinf),
2% =12 (cos 20 + i sin 20)
2% =13 (cos 30 + i sin 36)

Genom fullstdndig induktion bevisas formeln
2" = [r(cos +i sin@)]* = r" (cosnf +isinnd), n=1,2,.. (139
Speciellt for r = 1 kallas (1.39) Moivres formel,
(cos@ +1 sinf)* =cosnd +isinnd, n=12, ... (1.40)
For z # 0 och n ett positivt heltal deﬁniéras 2= (7)™

Exempel 1.5. Berdkna (\/— +43+/2)4. Ldsning: Vinoterar att |v2+i V2| =

2 och att cos § = sin § . Vi far d& med stod av (1. 39) att
4 - NN
(\/-+“/_ :( <——+ ——>> :<2 (COSZ—i—’I;SiIlZ))
= 2% (cosm + i sinm) = —16.

Exempel 1.6. Uttryck cos 36 och sin 3¢ med hjélp av potenser av cosf och
sin . Losning: Moivres formel med n = 3 ger

cos 36 + i sin 30 = (cos @ + 4 sin 9)°
= cos® 0 +43cos?0 sinf — 3cosf sin®f — i sin® @
= (cos® 0 — 3 cosf sin? @) +14 (3cos® @ sinf — sin’ ).

Identifiering av reella och imaginéra delen ger formlerna

cos 30 = cos® @ — 3cosf sin? @ = 4cos® @ — 3cosh,
$in30 = 3cos?0 sinf —sin® 0 = 3sin@ — 4sin 0.
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Definition 1.5. Ett tal z € C ar en n:te rot av det komplexa talet w om
=w, (1.41)
dir n > 0 &r ett heltal. wY™ betecknar mangden av alla n:te rotter av w.

Vi skall nu s6ka alla 18sningar till ekvationen (1.41) och ansétter darfor
z=r(cosf +14 sinf) och w = p(cosy + 1 sinyp) # 0. D& géller

7™ (cosnd + i sinnd) = p (cos p + 4 sin @) = |w| (cos¢ + 14 sinp),

vilket ger 7™ = p > 0 och nf = ¢ + k - 2r for heltaligt k. Vi erhéller

k2 k2
z=(/ﬁ<cos<%+#>+isin(%+——7§>>, kel. (1.42)

Man ser att (1.42) ger precis n stycken olika n:te rotter z; svarande mot
k=0,1,...,n—1. Dessa z:n bildar horn i en regelbunden n-hoérning inskriven
i cirkeln |2z| = ¢/p. Fallet n = 4 illustreras i nedanstiende figur.

Vi far da formeln

2 k2 f
2 = n\/ 1’11)! (COS(%““A_TLE) +1 Sin<‘?§+ W))) k:0>-'-7n_1, (1'43)

n

for m:te rotterna av w. DBetrakta speciellt fallet w = 1. Da fas de n:te
enhetsrotterna e,

k k2
€k=cos<—%> +z’sin<—n—7£>, k=0,..n—1, (1.44)
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svarande mot en regelbunden n-horning inskriven i enhetscirkeln |z| = 1 med
g0 = 1. Om vi séitter w, = cos(%) +1 sin(2%), svarande mot k = 11 (1.44),
far vi med stod av Moivres formel att

ep=wr, k=0,1,..,n—1, (1.45)
och observerar att (1.43) kan skrivas i formen
2= 20€x = nowt, k=0,1,..,n—1. (1.46)

Exempel 1.7. Berékna (v2+i+/2)"/%. Losning: Vi omskriver v/2+1v/2 i
den poléra formen 2 (cos £ +i sin ). D& har vi med stod av (1.43) 16sningen

(V2+iV2)Y® = {\‘"/5 <cos(1ﬁ2-+3§73) +i sin(%—#%zr—)), k —_—0,1,2}.

1.4 Delméangder av komplexa talplanet

I detta avsnitt infors begreppen cirkelskiva, inre punkt, randpunkt, holjepunkt
och hopningspunkt som hjélpmedel for klassificering av delméngder av C.
Viktiga delméngder &r bland annat dppna och slutna méngder, omraden och
konvexa méangder.

Definition 1.6. Mangden av punkter innanfér cirkeln |z2— 20| = r > 0, kallas
en cirkelskiva med radie r och medelpunt 2, 2 € C, och betecknas D(z, 7).

D(z,r)={2€C:|z—2| <r}={2€C:d(z,2)<r}. (1.47)

L&t M vara en godtycklig mingd i C och antag att z € M. Om det finns
en cirkelskiva D(z,r) sédan att D(z,7) C M sé &r z en inre punkt av M.
Méngden av alla inre punkter av M betecknas M°. Klart att M° C M.

Exempel 1.8. Visa att D°(z,7) = D(z,7). Bevis: Klart att D°(%,7) C
D(zy,7). Tag godtyckligt z € D(z, 7). Sétt R = |z — 2. Dé géller R <r
(se figur).
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Tag godtyckligt 2 € D(z R)/2). Da far vi

—R+R<r.

”
|z’—z0|:|(z’—z)+(z—zo)|§|z’—-z|+|z—zo|<

Alltsa géller D(z, (r — R)/2) C D(2o,7), s z ér en inre punkt i D(z, ). Da
géller D(zy,7) C D°(20,7) och dérmed ér D°(2,7) = D(2,7). O

Definition 1.7. En punkt z € C kallas randpunkt for méngden M om for
varje 7 > 0 galler att D(z,7) innehaller minst en punkt ur M och minst en

punkt ur komplementet av M, (C\ M). Mangden av alla randpunkter for
M betecknas OM.

Exempel 1.9. 0D (z,r) ={2€ C: |z — 2| =r}.

Definition 1.8. En punkt z € C kallas holjepunkt for méngden M om varje
cirkelskiva D(z,7) innehdller ndgon punkt ur M. (z duger om z € M).
Méngden av M:s holjepunkter betecknas M. Klart att M C M. En punkt
2z € C kallas hopningspunkt for méngden M om varje cirkelskiva D(z,r)
innehaller nagon fran z skild punkt ur M. Méangden av M:s hopningspunkter
betecknas M’. Klart att M’ C M.

Anmairkning: Om z dr en hopningspunkt for méngden M sé innehéller
varje cirkelskiva D(z,r) odndligt ménga punkter ur M.

Exempel 1.10. Lat M = {z: |z| < 1} U {1} U {2}. Bestim 0M, M°, M
och M’'. Losning:

M°={z:]z| <1},

OM = {z:|z| =1} U {2},

M={z:]z] <1} U{2},

M ={z:]2] <1}.

> e 3
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Exempel 1.11. Om M &r en méangd i det komplexa talplanet s& géller
féljande samband, dar vi med CM betecknar komplementet till M med
avseende pa C, CM :=C\ M.

(1) oM N M° = @, vilket foljer ur definitionerna 1.6 och 1.7.

(2) M°UOM =M, ty z€ M°UIM & (2 € M° eller 2 € OM) <«
D(z,r)NM # 0 for allar >0 2z € M.

(8) MUOM =M, ty M =MUM = MU(M°UIM) = (MUM°)UOM =
MUOM.

(4) OM =MNCM,ty z€ OM & Vr>0: (D(z,r)NM # 0) A(D(2,7)N

CM#D e z2e MA2eCM &2 MNCM.,

Definition 1.9. En méngd M #r en omgivning av punkten z € C om och
endast om det finns en cirkelskiva D(z,7) sddan att D(z,7) € M. Om
punkten z utesluts ur omgivningen M, kallas den en punkterad omgivning av
z. Om en mangd M utgdr omgivning till alla sina punkter séger vi att M ar
en dppen mangd.

S
/'ﬂ ’;'. ) ',
s -’ - "
n Py
\ -~ . m’,
L "
M Sppen M ey oppen

For en 6ppen mangd M giller M = M?°, den bestér alltsd av idel inre
punkter. Med stod av Exempel 1.8 giller det att varje cirkelskiva D(z,r) &r
en Oppen mangd

Definition 1.10. En méngd M ar sluten om och endast om CM (komple-
mentet av M) ar en Oppen méangd.
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Sats 1.2. For en godtycklig delmangd M av C gdller
M =M < M érsluten & OM C M.

Bevis: 1) M &r sluten <& CM ér en 6ppen méngd <> Vz € CM 37 > 0
D(z,r) CCOM & (2€CM = 2¢ M) & MCM& M=M.

2) Med stdd av ovanstdende och Exempel 1.11 punkt (3), far vi att M &r
sluten & M =M & M =MUOM &M C M. O

Anmiérkning: Lat M = C. D& utgér M en omgivning till varje punkt
2 € C. Alltsd M° = M och C &r en 6ppen méingd. Eftersom OM = @ har vi
M = M UOM = M och C ar en sluten méngd. Det komplexa talplanet ar
bade en 6ppen och en sluten méngd.

Definition 1.11. En méngd M &r begrdnsad om och endast om det existerar
en reell konstant k > 0 sddan att |z| < k for alla 2 € M. Om M é&r
bade begransad och sluten sd &r M en kompakt méngd. En méngd M &r
sammanhdngande om tva godtyckliga punkter 2, och z; i M alltid kan forenas
med en bruten linje som ligger helt i M. En méngd M kallas konver om det
for varje val av punkter 2, zp € M géller att strackan mellan 2z; och 2 ligger
helt i M. Om alla punkter pd strackan mellan 2z; och 2, dir 2z och z
undantas, &r inre punkter i M sa ar M strdangt konver. Om méngden M &r
béde éppen och sammanhingande, sa dr M ett omrdde.
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16 Komplexa talplanet

1.5 Det utvidgade komplexa talplanet

For att kunna hantera talféljder och funktioner som véxer obegransat skall vi
utvidga det komplexa talplanet C genom att inféra en “ideal” punkt beteck-
nad co med egenskapen att punkten oo ligger utanfor varje cirkel |z| = r,
oavsett hur stor radien 7 viljs. Den sd erhallna méngden kallas det utvidgade
komplexa talplanet och betecknas C. Vi har alltsd C = CU{co}. Videfinierar
foljande rakneoperationer for oo och z € C.

Z24+00=00+2=00,

Zzroo=002=00, 2#0,

e Eee (1.48)
‘6200, Z?éo,
£ —0.
0

Daremot ar oo + oo och 0 - co odefinierade.

Definition 1.12. En méngd M C C utgér en omgivning till oo om M
innehaller ndgon delméngd av formen {z € C : |z > r}.

Punkterna i C kan tolkas som punkterna pé enhetssfiren S i R3, S =
{(z1, z9, x3) : 22 +a2+22 = 1}, se figuren nedan. Lét N = (0,0, 1) vara “nord-
polen” p& S. Komplexa talplanet C identifieras med {(z1, z3,0) : 1, 32 € R},
dvs. C skar S langs “ekvatorn”. For varje z € C betraktar vi den rata linjen
i R® genom z och N. Linjen skér sféren i exakt en punkt Z # N. Om |z] =1
s giller z = Z, om |2| > 1 88 ligger Z i “Gvre halvsféren” och om |z| < 1 sd
ligger Z i “undre halvsfaren”. Denna projektion ger en bijektiv avbildning
av C p& S\ N. Om vi foreskriver att oo avbildas pd N far vi en bijektiv
avbildning av C p4 S. Man brukar kalla S for Riemannsféren.




