3. Booleska algebror och Karnaugh-avbildningar

Vi skall nu generalisera ordningsrelationen < pa R och inklusion C for méngder. Forst studeras allmént

partiella ordningar, dérefter latticar och Booleska algebror.
Partiella ordningar

Definition. En relation R pd en mdngd X kallas en partiell ordning pé X om den dr

(1) reflexiv, aRa fir alla a € X;
(i) antisymmetrisk, aRboch bRa = a = b;

(¢i1) transitiv, aRbochbRc¢ = aRc.

Anmirkning. Istillet for a Rb skriver vi a < b. Saledes kommer vi att anviinda symbolen < foér méanga
olika partiella ordningar, pé olika mangder. Vi siger att X dr en partiellt ordnad mingd om det finns

en partiell ordning pad X, och betecknar den partiellt ordnade méingden med (X, <) .

Exempel. a) Lat YV vara en mingd. Sitt X = P(Y) = {alla delméngder till Y'}. Da kallas P(Y) po-
tensmingden till Y. Inklusionen C é&r en partiell ordning pa P(Y), (verifiera!). Saledes dr (P(Y),C) en
partiellt ordnad méngd.

b) Beteckna Z, = {1,2,...}. Lat | betyda delar:

zly & Y 4t ett heltal.
T

D& &r | en partiell ordning pa Z,. (Kollal).

c) Relationen < pa Z, &r inte en partiell ordning, ty den &r inte reflexiv.

Definition. Lt (X, <) vara en partiellt ordnad mingd. Om a < b eller b < a gdller for alla a,b € X, si
siger vi att (X, <) dr totalt ordnad. Om a < b och a #b, s skriver vi a < b.

Exempel. a) Klart att (R, <) &r totalt ordnad.
b) (Z4,]|) 4r inte totalt ordnad, exempelvis giéller 2 f7 och 7 f2.
c) (P(X), Q) 4r inte totalt ordnad. Betrakta disjunkta mingder.

Definition. Ldt (X, <) vara en partiellt ordnad mingd. Tag b € X. Vi siger att b tickera € X oma < b
och det inte finns ndagot ¢ € X sdadant att a < ¢ < b.

Det finns manga séitt att definiera en partiell ordning pa produkten av givna partiellt ordnade méngder.

Vi behandlar tva sitt:
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Produktordningen: Antag att (X, <;) och (Y, <,) &r partiellt ordnade méngder. D& ar (X x Y, <) en

partiellt ordnad méngd med den partiella ordningen < definierad genom

!

(z,y) < (2',y") om z <y 2’ och y <5 /.

Det &r litt att visa att (X x Y, <) &r en partiellt ordnad méngd.

Lexikografiska ordningen: Antag att (X, <) och (Y, <) &r partiellt ordnade méngder. Da dr (X x Y, <)

en partiellt ordnad mingd med den partiella ordningen < definierad genom
(z,y) < (¢',y') om z < x' eller om x =z’ och y <y'.

Ordningen av elementen domineras av den forsta koordinaten; endast da x = 2’ fiister vi vikt vid den andra
koordinaten.

Om (X, <) och (Y, <) dr totalt ordnade méngder, s& ér ocksd den lexikografiska ordningen < pa X x Y
totalt ordnad.
Den lexikografiska ordningen kan utstrickas till produkter X; x Xo x ... x X, pa foljande siitt:

(1,2, ey Ty) < (T, Th, ...y z)) om

x1 < x} eller
x1 =z} och x5 < b eller

1 =1z, Ty = x4 och z3 < zj eller

! ! ! !
T =2y, T3 =Ty,..., Tn1 = ,,_1 OCh z, <z .

Exempel. Lat X = {a,b,...,0} vara det vanliga alfabetet, som &r totalt ordnad pa vanligt séitt a< b, b<
C,...,4<0. Da kan produkten X™ = X x X X ... x X identifieras med alla ord av léingden n.

Den lexikografiska ordningen pad X™ har egenskapen att om o1 < 02,01 # 02, 01,02 € X", si skulle o;
finnas fore oy i en alfabetisk lista. Alltsa hoppa < loppa, ty h < 1. Vidare giiller spark < sparv, ty s=s, p=p,

a=a, r=r och k<v.

Om (X, <) dr en partiellt ordnad méngd och X #r &ndlig, si finns det tvé sétt att representera (X, <):

(I) Hasse-diagram:

Ett Hasse-diagram av en #ndlig partiellt ordnad méngd &r en riktad graf vars noder &r element i X
och det finns en riktad pil frdn a till b da b ticker a i X. Istédllet for att rita en pil fran a till b, sa
sammanbinder vi @ och b med en linje s& att b ligger hogre dn a. (Hasse-diagram introducerades 1926 av

den tyska matematikern Helmut Hasse, 1898-1979).
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Exempel. (Hasse-diagram)

a) Lat X = {1,2,3,4,12}. Betrakta | pa X, dvs. Va,b € X: a < b < a|b. Hasse-diagrammet for (X, <)

(eller (X,])) ges av:
1
/ Z\
4
3
Kl

Figur 1.

1<2<4<12,
1<3<12,
(2 £3,3 /4)

b) Potensméngden P ({a,b,c}) med C, (P ({a,b,c}),Q):
X =P ({a,b,c}) ={0,{a}, {b},{c},{a,b}.{a,c}, {b,c},{a, b, c}}

Hasse-diagram for (X, C):

{ab,c]

{ab} {ac}l\{byc}
NV
Figur 2.

(IT) Matrisrepresentation (tickningsmatris):

Lat (X, <) vara en partiellt ordnad mingd och X = {ay,...,a,}. Da definieras téckningsmatrisen M =

(bij) genom
b — 1, om a; ticker a;;
Y710, annars.
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Exempel. Bestdim Hasse-diagram och téckningsmatris till ({a € Zy : a|20}, ).
20=1-2-2-5 X = {1,2,4,5,10,20}

Hasse-diagrammet:

20

AN
4 10\
\Z< /5

1

Figur 3.

Téckningsmatrisen:

1 2 4 5 10 20
1 {0 0 00 0 O
21000 0 O
4 10 100 0 O
5 (1 0 0 0 0 O
100 1. 01 0 O
2010 01 0 1 0

Definition. Lidt (X, <) och (Y,<') vara partiellt ordnade mdingder, samt antag att f : X — Y dar en
bijektion. Dd kallas f en isomorfism fran (X, <) till (Y,<') om for varje a,b € X gdller att

a<be fla) <" f(D).

Hirvid siges (X, <) och (Y, <') vara isomorfa, vilket betecknas (X, <) = (Y, <').

Exempel. Betrakta den partiellt ordnade mingden (X, |), dir X = {1,2,6,8,12}, och antag att (X,]|) &r
isomorf med (Y, <), dir Y = {a,b,¢,d,e}. Lat bijektionen f: X — Y definiera isomorfismen och antag att

f(1) =e,f(2) =d, f(6) = b, f(8) = coch f(12) =a.

Isomorfismen bevarar den partiella ordningen av X. Saledes kan avbildningen betraktas som en “ny nam-

ngivning” av noderna i Hasse-diagrammet for (X, |). Vi har da foljande Hasse-diagram for (X, |) och (Y, <):

. 12 a
(X,): L o vy | i
Ny Ny
1 L
Figur 4.
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Definition. Antag att (X, <) dr partiellt ordnad. Dd dr a € X mazimalt, om det inte existerar ¢ € X med
a < c. Vidare dr b € X minimalt, om det inte existerar c € X med ¢ < b. Elementet a € X dr ett stirsta
element i X om z < a for alla x € X, och elementet b € X dr ett minsta element i X om b < x for alla
z € X.

Anmirkning. Det giller alltid att om det existerar ett storsta element, sa dr det maximalt och om det
existerar ett minsta element s &r det ett minimalt element.
Exempel. a) Lat ({a,b,c,d, e}, <) ha Hasse-diagrammet:

a\ / b

C\
d/ e
Figur 5.

Storsta och minsta element saknas. a,b dr maximala element och d, e dr minimala element.
b) ((0,1), <), Inga maximala eller minimala element.

c) ([0,1], <), 1 maximalt och storsta element, 0 minimalt och minsta element.

Lemma 36. Ldt (X, <) vara en dndlig partiellt ordnad méingd. Dé finns det minst ett minimalt element i

X och minst ett mazimalt element ¢ X.

Bevis: Tag ett godtyckligt element a € X. Om a inte &r maximalt s& kan vi hitta a; € X med a < a;. Om
a1 inte d&r maximalt kan vi hitta ax € X med a1 < az. Da X dr en édndlig mingd, kommer vi slutligen att
erhalla en #ndlig foljd

a<a <ap<..<ap—1 <ag,

som inte kan fortséttas. Saledes ir ay ett maximalt element i (X, <). Analogt visas att (X, <) har a&tminstone

ett minimalt element. [J

Lemma 37. En partiellt ordnad mingd (X, <) har higst ett storsta och hogst ett minsta element.

Bevis: Antag att a och b dr storsta element i X. Emedan a ér storsta element i X, sa dr b < a. Pa
motsvarande sétt fas att o < b. Saledes édr a = b enligt antisymmetriegenskapen. Pa analogt sitt visas att

(X, <) har hogst ett minsta element. [J

Definition. Lit (X, <) vara en partiellt ordnad mingd och lat Y vara en delmingd av X. Ett elementa € X
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kallas en majorant av'Y, om b < a for alla b € Y. Ett element a € X kallas en minorant av'Y, om a < b for
allabey.

Exempel. 1) Betrakta (R, <) och Y = (0, 1].

{majoranter till Y} = [1, c0),
{minoranter till Y} = (<00, 0].

2) Betrakta (X, <), X ={a,b,¢,d,e, f,g,h} med Hasse-diagrammet:

\
>

—h

\/\K

/\

Figur 6.

Bestim alla majoranter och minoranter till a) Y3 = {a, b}, b) Y2 = {¢,d, e}.

a) Y; saknar minoranter. Majoranter till Y7: ¢,d, e, f,g och h.

b) Minoranter till Y2: a,b,c. Majoranter till Y5: f, g, h.
Definition. Ladt (X, <) vara en partiellt ordnad mdngd och lit Y C X. Ett element a € X kallas ett
supremum till Y, betecknat supY, om a dr en majorant tilY och a < a' for alla majoranter a' till Y. Eit
element a € X kallas ett infimum till Y, betecknat inf Y, om a dr en minorant till Y och a' < a for alla
minoranter a’ till'Y.
Exempel. Fortsittning pa foregaende exempel.

1)supY =1€Y ochinfY =0¢Y

2) a) supY; = c och inf Y] saknas.
b) inf Y2 = ¢. Supremum till Y5 saknas, ty f och g inte kan jimforas och f < h,g < h.

Lemma 38. Lit (X, <) vara en partiellt ordnad méingd. Dé har en delmingd Y av X hdgst ett inf Y och
hagst ett sup Y.

Bevis: Hemuppgift.
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Lattice

Definition. En partiellt ordnad méingd (X, <) dr ett lattice, om det for varje delmingd {a,b} som bestir
av tvd element gdller att sup{a,b} och inf{a, b} existerar. Vi betecknar sup{a,b} med a V' b och inf{a,b} med
aAb.

Exempel. a) Betrakta (P(X),C). Tag godtyckligt A, B € P(X). Da giiller: (A C C och BCC) & C €
{D € P(X): AUB C D} = “méngden av majoranter till {A, B}”. Alltsa giller

AV B=sup({4,B})=AUB.

Vidare har vi att (C € Aoch C C B) & C C ANB & C € P(AN B) = “méngden av minoranter till
{A, B}”. Déarmed giller
AANB=inf({A,B})=ANB,

och (P(X),C) &r ett lattice.
b) Betrakta (Z4,|). Antag att a,b € Z och beteckna med mgm(a,b) och sgd(a,b) minsta gemensamma

multipeln respektive storsta gemensamma delaren till a och b. Hérvid &r g = sgd(a,b) om

(1) gla och g|b, dvs. g dr en minorant till {a, b} och

(73) (c € Z4, cla och ¢|b) = c|g, dvs. g dr den storsta minoranten till {a, b} .
Alltsa dr a A b = sgd(a,b). Vidare d&r h = mgm(a,b) om

(¢) alh och blh, dvs. h &r en majorant till {a,b} och

(73) (¢ € Z4, alc och blc) = hle, dvs. h dr den minsta majoranten till {a,b}.

D& &r a Vb =mgm(a,b), och (Z4,]|) ar ett lattice.
c) Betrakta (R,<). D& ér a A b = min(a,b) och a Vb = max(a,b) for alla a,b € R, och (R, <) #r ett
lattice.

d) Lat ({a,b, c}, <) definieras av Hasse-diagrammet:

a b

N

C

Figur 7.

DadraAb=c, aNc=c, cAb=¢c, aVec=a, cVb=>b. Men aV bsaknas. Da ér ({a,b,c}, <) inte ett

lattice.

Lat oss nu studera mojliga latticestrukturer f6r méingder med tre element, X = {a,b, c}. Antag att (X, <)

ar ett lattice.
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Vi bildar a A (b Ac) och far ett element z som uppfyller z < a och z < bAe, varfor z < a, z < boch z < c.
Darmed &r z det minsta elementet i (X, <).
Med ett dualt resonemang ser vi att det ocksd méste finnas ett storsta element i (X, <). Det tredje

elementet ligger darfor mellan det storsta och det minsta, varfér Hasse-diagrammet méaste vara av formen:

Figur 8.

Ett lattice med tre element dr da alltid en totalt ordnad mingd. Hasse-diagram av andra typer, med tre

element, ger alltsa partiellt ordnade méngder som inte &r latticestrukturer:

Figur 9.
Sats 39. Om (X, <1) och (Y, <2) dr lattice, s dr (X x Y, <) med produktordningen ett lattice.

Bevis: Lat V; och A; beteckna supremum resp. infimum i X, samt Vo och Ay supremum resp. infimum i

Y. For (z1,y1) och (z2,y2) tillhorande X x Y bor vi visa att foljande formler giller:

(T1,y1) V (T2,92) = (21 V1 72,51 V2 ¥2), )
*

(T1,y1) A (T2,92) = (21 A1 T2, 51 A2 Y2) -

Antag att Sl =11 V1 T2 och 52 = Y1 Vo Ys. Da giiller det att (51,52) € X x Y. Nu har vi att (CEZ §1 Sl
och y; <3 Sp, i =1,2) = (z;,9i) < (51,52), i = 1,2. Alltsd &r (51, S2) en majorant till {(z1,y1), (z2,92)}-
Vidare giiller, for godtyckligt vald majorant (21, 22):

(1,y1) < (21,22) = 1 <1 21 och Y1 <y 29,

(22,y2) < (21,22) = 2 <1 21 och Yo <y 29,
ur vilket foljer att S1 = 1 V122 <1 21 och S2 = y1 Vays <s 22. Detta i sin tur innebéir att (S1,S2) < (21, 22),

sd vi har att (z1,y1) V (z2,y2) = (S1,52) = (z1 V1 T2,¥1 V2 y2), och den forsta formeln i (x) giller. Den

andra formeln visas analogt. Dérmed ér (X x Y, <) med produktordningen ett lattice. (]
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Exempel. Betrakta foljande tva lattice:

1 2

(X.2) b (Y.<)

Figur 10.

Da tir (X x Y, <) givet av:
(1.1,)
t.a @l (b
©C.a (0 @©b
\‘/
©.0)
Figur 11.

Definition. Lit (X, <) vara ett lattice. En icke-tom delmingd Y av X kallas ett underlattice (dellattice) av
X omaVvVbeY ochaNnbey giller for alla a,b €Y.

Exempel. Betrakta latticet (L, <):

0

Figur 12.
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Da ar (Xl, S)

Figur 13. (X1, <)

inte ett underlattice till (L, <), ty a Ab=0 ¢ X;. Vidare &r (X», <)

0

Figur 14. (X, <)

inte ett underlattice till (L, <), ty aVb = c ¢ X,. (Som fristaende partiell ordning &r (Xs, <) ett lattice).
Dock dr (X3, <)

0
Figur 15. (X3, <)
ett underlattice till (L, <)
Vi skall nu bevisa nagra elementiira egenskaper hos latticestrukturer.
Sats 40. Lit (X, <) vara ett lattice. D gdiller for alla a,b € X :
i)avb=bo a<b,

ii)aANb=a & a<b,

i) aNb=a<aVb=b.
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Bevis: a) Antag att aVb=0. Daa <aVb="b, fas a < b. Omvint, om a < b, s& fas emedan b < b, att
aVb<b DaaVbiren majorant giller b < a Vb, varfér a Vb =b. b) visas analogt och c) f6ljer ur a) och

b). O

Exempel. Lat (X, <) vara totalt ordnad. Om a,b € X, sd dr a < beller b < a. D4 dr det klart att for varje

par av element existerar supremum och infimum. Alltsa (X, <) &r ett lattice.

Sats 41. Lit (X, <) wara ett lattice. Dé giller for alla a,b,c € X :
(i) aVa=a och aANa=a, (idempotens),

(1) avVb=bVa och aAb=bAa, (V,\kommuterar),

(i) aV (bVe)=(aVb)Ve och aN(bAc)=(aAb)Ac, (associativitet),

(

iw) aV(aAb)=a och aA(aVb)=a, (absorptionslagarna).

Bevis: (i) Foljer ur Sats 40 i) och ii) med b = a.
(ii) Vi har att a V b = sup{a, b} =sup{b,a} = bV a och a Ab=inf{a,b} = inf{b,a} =bAa.
(iii) Sétt w3 =a Vv (bV c) och uy = (a VvV b) V c. Nu giiller att

(a<wuiochbdbVe<u)=a<u,b<u,ec<u,
s u; &r majorant till mangden {a,b, c}. Vidare giller, for godtycklig majorant v till {a,b,c}
(a<v,b<v,e<v)=a<vochbVe<v=u =aV (Ve <v.

Alltsd dr u; = sup{a,b,c}. Likadant visas att us = sup{a,b,c}. Enligt Lemma 38 existerar det hogst ett
supremum, si u; = ug giller, vilket ger den forsta likheten i pastaendet. Den andra likheten visas analogt.

(iv) Vi har att (e Ab<aocha<a)=aV(aAb) <a,samt att a < aV (a Ab). Di ger antisymmetrin
att @ = a V (a A b). Den andra likheten visas analogt. [J

Det foljer ur egenskap (iii) i Sats 41 att vi kan skriva a V (bV ¢) och (aV b) V¢ som aV bV ¢, samt analogt

for a A b A c. Man kan visa med induktion att vi kan skriva
a1 Vas V...Va, =sup{ay,as, ...,an },

ay Aas A ... N ap, = inf{ay,as, ..., ap}.

Sats 42. Lit (X, <) vara ett lattice. Dé giller for alla a,b,c € X :
(1) Oma<b, sidrave<bVe och aNc<bAc,

(ii) a<cochb<ceaVb<eg,

(tit) c<aochc<bsc<aAb,

(iv) Oma<bochc<d, sidraVe<bVd och aANc<bAd.

Bevis: Hemuppgift.
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Speciella typer av lattice

Definition. Ett lattice (X, <) kallas begrinsat, om det har ett stirsta element I € X, (kallas etta), och ett
minsta element 0 € X, (kallas nolla).

Exempel. a) For latticet (P(X),C) &r I = X och 0 = 0).

b) For latticet (Z4,|) & 0 = 1 och storsta element I saknas.

Om (X, <) dr ett begriinsat lattice, si giiller for alla a € X:

0<a<l,
aVO0=a och aANn0=0,
aVI=1 och aNl=a.

Om (X, <) &r ett lattice och X &r en odindlig méngd, sd behover storsta och minsta element inte existera.

Betrakta exemplevis (R, <), dir R dr mingden av reella tal med den vanliga ordningsrelationen.

Sats 43. Lit X = {ai, ..., an} vara ett andligt lattice. D dr X begrinsat.

Bevis: Det storsta elementet i X éir I = a1 VasV...Va, och det minsta elementet 1 X éir 0 = a1 Aas A...Aay,.
O

I fortsittningen betecknar vi ett lattice med (X, A, V) istéllet for (X, <).

Definition. Ett lattice (X, A, V) kallas distributivt om
aN(bVe)=(aAb)V(aAc) ochdualt aV(bAc)=(aVb)A(aVec)

gdller for alla a,b,c € X.

Att distributivitet &ir en ganska exklusiv egenskap hos latticestrukturer framgar redan d& vi studerar lattice

med 5 element.

Exempel.

b) |

o
~

Figur 16.
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Ia)giller: aV(bAc)=aV0=a#I=IANI=(aVb)A(aVc). Ejdistributivt!
Ib) giller: aA(bVe)=aAl=a#b=aAb=(aAb)VO=(aAD)V (aAc). Ejdistributivt!

Definition. Lt (X,A,V) vara ett begrinsat lattice med 0 och I. Tag a € X. Da kallas o' € X for ett

komplement till a, om a Aa' =0 och aV o' = I.

Exempel. a) Vi ser att vart och ett av a,b,c i nedanstdende lattice har de andra som komplement. Kom-

plement behover alltsa inte vara entydigt bestidmda.

0

Figur 17. aVb=1,aANb=0, aVec=1,aAc=0,0bochckomplement till a.

b) Ilatticet (P(X),N,U) har A C X komplementet X \ A € P(X), ty AN(X\A) =0 och AU(X\4) = X.

Sats 44. Lit (X,A,V) vara ett distributivt lattice med nolla och etta. Dd har varje element hdgst ett

komplement.

Bevis: Lat b och ¢ vara komplement till ¢ € X. Da giller

aANb=aANc=0,

aVb=aVec=1,

och vi far
b=bVv0=0bV(aAc)=(bVa)A(DVec)

=(aVbADbVe)y=(aVc)A(Vec)
=(cVa)A(cVb)=cV(aAb)
=cVO0

Alltsé b = ¢ och dérmed har varje element hogst ett komplement. [J

80



Booleska algebror

Definition (I). Ett distributivt lattice (B, A, V) med etta och nolla, som dr sidant att varje element i B har
ett komplement, ir en Boolesk algebra. (George Boole (1815-1864), engelsk matematiker).

Exempel. (P(X),N,U) dr en Boolesk algebra. Lat A, B,C C X. Da giller:
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC),
Au(BnC)=(AuB)n(AUCQC),

2

sd (P(X),N,U) &r distributivt. De ovriga egenskaperna har vi visat tidigare.

Definition (II). En Boolesk algebra B dr en mingd B med operationer A och V pi B med féljande egenskaper
for alla a,b,c € B:

i) aANb=bAa och aVb=>bVa,
ii) aN(bAc)=(aAb)Ac och aV (bVe)=(aVb)Ve,

(
(
(tit) an(bVe)=(aAb)V(aAc) och aV (bAc)=(aVDb)A(aVc),
(iv) Det existerar element 0,1 € B med aANI =a och aV0=a,

(

v) YVa€eB3d €eB:aAd =0ochaVa =1.
Sats 45. Definitionerna (I) och (II) dr ekvivalenta.

Bevis: (1) Antag att latticet (B, A, V) uppfyller kraven i Definition (I). Sats 41 ger da att latticeoperationerna
A och V uppfyller kraven (i) och (ii) i Definition (II). Distributiviteten giller, samt nolla, etta och komplement
existerar, s (iii), (iv) och (v) giller och ddrmed &r kraven i Definition (II) uppfyllda.

(2) Antag att kraven pd méngden B i Definition (II) &r uppfyllda. Vi definierar en relation < pa B genom:
a<b&anb=a. (%)

Vi visar forst att < definierar en partiell ordning pa B.
Reflexivitet. Det giller att @ < a for alla @ € B, ty om vi i tur och ordning anvinder (iv), (v), (iii), (v)
och (iv) erhalls
a=aANl=aA(aVad)=(aNa)V(aAd)=(aNa)VO=aAa,

sda=aANa<a<a.

Antisymmetri. Det giller att (a <boch b <a) = a =b, ty med stéd av (*) och (i) giller
(anb=aochbAa=b)=a=h.

Transitivitet. Det giller att (e <bochb<¢) = a<c¢, ty a=aAboch bAc=>b medfor med hjilp av
(ii) att
a=aANb=aA(bAc)=(aAbD)Ac=aAc,
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varfor a < ¢ giiller.
Vi vill nu visa att for den partiellt ordnade méngden (B, <) ges supremum av delméngden {a,b} ava Vb

och infimum av a A b. Med stod av (i), (ii) och reflexiviteten giller
(@anb)ha=((bAa)yAa=bA(aNa)=bAa=aADb,

sd a Ab < a. Utredningen (a Ab) Ab=aA (bAb) =aAb visar att a A b < b. Saledes &r a A b en minorant
till méingden {a,b}. Antag nu att ¢ dr en godtyckligt vald minorant till {a,b}, vilket medfor att ¢ < a och
¢ < b. Da giiller med stod av (ii) att

cA(aNb)=(cAha)Ab=cAb=c,
vilket ger att ¢ < a Ab. Da &r a A b den storsta minoranten till {a, b}, dvs.
inf{a,b} =aAb.

Vi visar nu att a Vb dr den minsta majoranten till {a,b}. Forst visas att a < aVb, dvs. att aA(aVd) = a.
Med hjilp av (iv) och (iii) erhalls

aN(aVbd)=(aVO)A(aVvbd)=aV (0AD).
Vidare géller med stod av (i), (iv), (v), (iii), (i), (iv) och (v) att
OAb=bA0=(bAO)VO=(bBA0)VDHAY)=bAOVHE)=bAD VO)=bAb =0.
Alltsa far vi med stod av (iv) och ovanstaende att
aA(aVb)=aV0=a,

och ddrmed giller det att a < a vV b. Analogt visas att b < a VvV b. Dérmed dr a V b en majorant till méngden
{a,b}. Antag nu att d dr en godtyckligt vald majorant till {a,b}, dvs. a Ad = a och bAd =b. D4 erhills
med stod av (i), (iii) och (i) att

(avbd)And=dA(aVd)=(dAa)V (dAb)=(and)V(bDAd)=aVD,
alltsa giller a V b < d. Ddrmed &r a V b den minsta majoranten till {a,b},
sup{a,b} =aVb.

Saledes &r (B, <) ett lattice. (Sats 40 gerda att aAb=a < a<bs aVb=Dh).
Nu ger (iii), (iv) och (v) att (B, A, V) uppfyller de 6vriga kraven i Definition (I). [J

Exempel. Lat B = {0,1}. Da &r B en Boolesk algebra da V, A och ' ges av foljande tabeller:

v 0T A0 T
0|01 0100
1117 1101
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=1

Man verifierar 14tt axiomen i Definition (II) direkt ur ovanstaende tabeller. Alternativt, kan man lata 0

vara talet 0, I vara 1 och lata V betyda maximum, A minimum och ' “byte”.

Sats 46. I en Boolesk algebra (B, A,V) gdller:

(i) Komplementet a' till a dr entydigt och (a') = a,
(i7) (aAb) =d' VU och (aVvb) =d Ab, (DeMorgan),
(iii) 0' =T och I'=0.

Bevis: (i) Sats 44 ger att komplementet &r entydigt. Emedan ' Aa=aAd' =0ocha'Va=aVa =1,sa
giller (a') = a.
(ii) For a,b € B giller
(aAD)A(a'VV)=((aAb)Ad)V ((aAb)AY)=((BA(aANd))V(aA(bBAD))
=bBA0)V(aAn0)=0V0=0,

och (@anb)V(a' V)= (a" V)V (aAb)=((a'"VV)Va)A((aVDb)Vb)

=W V@Vva)A@v@dve))=0VI)A@VI)
=INI=1.
Saledes ér (a AD) = a’ V. Analogt visas att (aVb)' =a' Ab.
(iii) NudrOVI =T och OANI =0,sa 0 =I. Vidare géiller IVO=T och IA0=0,sa ' =0. 0O

Potensmingden (P(X),N,U) &r, som vi vet, en Boolesk algebra. Vi kommer snart att uppticka att
det i nagon mening dr det enda exemplet pd en Boolesk algebra. Detta skall inte upplevas som ett
onodigforklarande av vart arbete med att bygga upp teorin fér Booleska algebror utan snarare som en

djupare forstaelse av de strukturer som vi vill studera.

Definition. Lt (B,A,V) vara en Boolesk algebra. Dd kallas minimala element i B\ {0} for atomer i

algebran.
Exempel. I Booleska algebran (P(X),N,U) &r delméngder bestaende av ett element atomer.

Vi betraktar nu en godtycklig &ndlig Booleska algebra B. Enligt Lemma 36 finns det minst ett minimalt
element i B\ {0}, ty detta &r en #ndlig partiellt ordnad mingd. Foljande resultat giller:

Lemma 47 Om (B,A,V) dr en dndlig Boolesk algebra och b € B\ {0}, sd finns det minst en atom a € B
med a < b.
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Bevis: Emedan méngden {z € B : & < b och z # 0} &r dndlig och partiellt ordnad, sa ger Lemma 36 att
den har minst ett minimalt element. Tag ett sidant minimalt element y. Ar y en atom i B? Antag att a # 0
dr ett element i B med a < y. Da giller a < y < b, varfor ocksd a € {x € B:z < boch z # 0}. Emedan y

dr minimal i denna mingd foljer det att y = a. Dédrmed &r y en atom i B. [
Vi har foljande resultat:

Sats 48. Ldt (B, A, V) vara en dndlig Boolesk algebra och lat b € B\ {0}. Da gdiller att
b:a1Va2V...Vak,

dar

{a1,...,ar} = {x € B:z dr en atom och v < b}.

Framstdllningen av ett element som supremum av atomer dr sandr som pa atomernas ordning entydig.

Bevis: Definiera for b € B\ {0} mingden At(b) genom
At(b) = {a € B : a &r en atom och a < b}.

Lemma 47 ger att At(b) # (. Sats 42 (ii) kan generaliseras till att gilla for ett dndligt antal a;. ((a1 <
b,...,ar <b) < a1 V...Va, <b). Da giller

\/ a<b.

a€At(b)

Vi bor saledes visa att b < VaEAt(b) a. Vi visar forst att b A (VaeAt(b) a)' =0, ty da giller det att

b:b/\I:b/\(( V a)V( V a)l)

a€ At(b) a€ At(b)
=(n(V Q)vea( V o))

a€At(b) a€At(b)
:b/\( \/ a),

aEAt(b)
varur foljer, med stod av Sats 40 ii), att b < VaeAt(b) a. Lat oss nu uppstilla antitesen att bA (\/aEAt(b) a)l =
¢ # 0. Med hjilp av Sats 46 (ii) erhalls att
c=bAayAay A...N\aj,
=c=0bAa) AN N ANaj_y Naggy A Aay)
=>c<bAaq, forallaa € At(b).

Lat nu a vara en atom med a < c¢. (Lemma 47 ger att a existerar). Da a < ¢ < b, foljer det att a € At(b).
Dérmed géller dven
a<c<bAd <d,
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varfor, (Sats 40 ii)), a = a Ao’ = 0. Av denna motséigelse foljer att antitesen dr falsk, dvs. att b A
!
(\/aeAt(b) a) =0, och dérmed &r b < \/aeAt(b) a. Alltsa erhalls

b= \/ a.
a€At(b)

Entydigheten: Antag att \/,a; = \/j b;, ddr alla a; och b; dr atomer. D& giller, med beaktande av att

ar ANaj =0om j # k och ai A a, = ay, att

ar = ap A (\/ai) =aqa; A (\/bj) :\/(akAbj).

? J J

D4 aj, &r en atom maste ay A b; vara antingen 0 eller a;. Pa basen av ovanstaende maste da ay Ab; = ay, for

nagot b;. Men da &ven b; dr en atom géller
ak:ak/\bj:bj.
Analogt visas att varje by sammanfaller med nagot a;. Mangderna {a;} och {b;} &r dérfor lika och fram-

stidllningen dr entydig. O

Definition. En bijektion ¢ : (B1,A1,V1) = (B2, A2, Vsa) mellan Booleska algebror dr en Boolesk isomorfism,

om
(1) @(aVib) =¢(a) Vs @(b) fir alla a,b € By,

(17) p(a A1 b) = ¢(a) A2 (b)) fér alla a,b € By,

(iii) ¢(a’) = @(a) fér varje a € By .
For vart exempel (P(X),N,U) siger ju inte Sats 48 nagot nytt, endast att om A € P(X), s& giiller

A= J{z}.

TrEA

Men den ger oss dock mojligheten att genomféra den utlovade karakteriseringen av éndliga Booleska algeb-

ror.

Sats 49. Lat (B,A,V) vara en dndlig Boolesk algebra. Dd finns en Boolesk isomorfism ¢ : (B,A,V) —
(P(X),n,U), dir X = {a € B :a dr en atom}, ©(0) =0 och ©(b) = At(b), di b # 0. Hir ir At(b) = {a €

B : a ir en atom och a < b}.

Bevis: Den entydiga framstillningen i Sats 48 ger oss mojligheten att definiera en funktion
¢: B — P(X),

dér X = {a € B : a &r en atom}, genom
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Klart att At(b) € P(X) for varje b € B\ {0} och att At(b) # 0 da b € B\ {0}, (Lemma 47). Vi visar forst
att ¢ dr en bijektion.

Funktionen ¢ &r injektiv, ty antag att ¢(a) = ¢(b), a,b # 0, dvs. At(a) = At(b). Sats 48 ger att
a =V eat(a) € 0ch b=V c a4 ¢, vilket innebér att a = b, ty At(a) = At(b).

Funktionen ¢ &r surjektiv, ty tag Y € P(X) sddant att ¥ # 0. D& bestir Y av atomer. Sitt z =
Vieev a € B\ {0}. Sats 48 ger att 2 = \/ ¢ 4(,) @ Entydigheten i framstéllningen ger att ¥ = A#(z), dvs.
o(z) = At(z) = Y. (Dessutom giller p(0) = 0).

Nu bor vi besvara frigan: Ar ¢ en Boolesk isomorfism mellan (B, A, V) och (P(X),N,U)? Tagdab,c € B.
Vi kan anta att b,c # 0. Da &r b=\ c 4,5 bi och ¢ =V ¢ 44, €5, varfor

b/\c:(\i/bi)/\(\j/cj):\/(bi/\cj): \/ a,

2] a€At(b)NAt(c)

ty by A cj = 0 om b; 7é Cj och b; A cj = b; om b; = Cj- Vidare giller

ch:( \/ bi)v( \/ cj): \/ a.

bi € AL(b) c; EAL(c) a€At(b)UAL(c)

Béade bAc och bV ¢ dr framstiillda som supremum av atomer och enligt Sats 48 dr framstillningarna entydiga,

varfor

w(b Ac) = At(b) N At(c) = o(b) Np(c) . )

pla)Up(a) =plaVva)=p) =X,
0.

D4 erhalls med stod av Sats 46 (i) och ovanstaende att p(a)’ = ¢(a') for alla a € B. [J
D& B dr éndlig och ¢ : B — P(X) é&r bijektiv i foregiende sats, si erhalls direkt:
Korollarium 50. Lit (B, A, V) vara en dndlig Boolesk algebra. Dd giller:
|B| = |P(x)| = 2",
dir n = antalet atomer i B.

L&t oss nu illustrera ovanstédende bevis av Sats 49 d& vi har 3 atomer. Lat B vara motsvarande Booleska
algebra. D& har vi att |B| = |P(X)| = 23 = 8 element.
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! a,b,c}=X

/\

X={a,b,c} {ab} {ac} {bc}
a . atomer {4;X<i{b}:><ﬂj
\ | /
0 (@]
(B, A\, V) (P(X),M, L)

Figur 18.

Exempel. Lat oss betrakta kopplingsfunktioner.

% Output
Input . f

f(x %)

Figur 19. f:{0,1}" — {0,1}.

Lat F, beteckna mingden av alla kopplingsfunktioner med n binidra inputvariabler. Tag f,g € F,, och
definiera for alla z = (z1,...,z,) € {0,1}"

(f v g)(x) = max{f(z),g(x)},

(f A g)(x) = min{f(z), g(x)}.
D4 kan vi visa att F,, ér distributivt med avseende pa operationerna V och A, (hemuppgift). Vidare giller

(7) och (i7) i Definition (II). Ettan ges av I(z) = 1, = € {0,1}" och nollan ges av 0(z) =0, = € {0,1}".

Vidare definierar vi @
vy J 0, om f(x
f'(@ —{1, om f(z) =

L;
Alltsa giller
fl(z) =1-f(z), = € {0,1}"
Nu géller
(f v ) (z) = max{f(z), f'(x)} = 1 = I(x), for varje z € {0,1}",
varfor fV f' = I. Dessutom giller det att
(f A f)(@) = min{f(z), f'(x)} = 0= 0(z), for varje x € {0,1}",

varfor fA f' = 0. Da dr f' ett komplement till f. Sammanfattningsvis giller da att (F,,, A, V) édr en Boolesk
algebra.
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Enligt Sats 40 b) giller f < g < fAg = f, dvs. f:s viirde for varje inputméngd (xy,...,x,) dr mindre
eller lika med motsvarande virde for g.

Tag n = 2, dvs. betrakta F». Da har vi som bekant 16 kopplingsfunktioner:

T1 T2 |f0 fi o fs fa fs fo fr fs fo fio fu1 fi2 fis fua fis
6o 0|00 000O0OOOOI1 11 1 1 1 11
o 1o 0001111 00O0O0T1T111
1 600 061 1001 1001 1 0011
11101 010101010101 01

Notera att fo = 0 och f15 = I. Vilka édr F> :s atomer? For att f € F> skall vara en atom maste f endast
vara storre dn fo = 0, dvs. f maéste ha viirdet 1 for endast en inputméingd och 0 for de ovriga. Alltsa &dr
fi, f2, fa och fg atomer i (Fa, A, V).

Enligt Sats 49 finns en Boolesk isomorfism ¢ : (F2, A, V) — (P(X),N,V), dir X = {f1, f, fa, fs}. Vi far
da med stod av Korollarium 50 att |F2| = |[P(X)| = 2* = 16, som sig bor.

Med stod av Sats 48 kan varje f € F» \ {fo} uttryckas med hjilp av de atomer som dr < f. Tag t.ex.
fiz3 € Fo. Da giller f1 < fi3, fa < fiz3 och fg < fi3. D& har vi att

fis=fViVis.

De ovriga f € F2 \ {fo} kan uttryckas analogt.

Booleska polynom
Vi skall nu allmént definiera Booleska polynom.

Definition. Ett Booleskt polynom i variablerna x1, ..., x,, @r ett uttryck i0,1,xy, ..., x,, medelst operationerna

V, A och komplementbildning '.

(1) 0,1,x1,....,xy, dr sjilva Booleska polynom,

(i) Om p och q ir Booleska polynom, sé dr dven pV q, p A q och p' Booleska polynom. .

Ett Booleskt polynom p i variablerna 1, ..., z, kommer vi att beteckna p(z1, ..., ). Booleska polynom

kallas ocksd Booleska uttryck.
Exempel. I, z, y, xVy', IN(xVy') och (IA(xVy')) dr Booleska polynom i variablerna z,y.

Man kan beréikna (evaluera) Booleska polynom for olika viirden pé variablerna zq, ..., z,. Oftast ricker
det med att viilja z; = 0 eller ; = 1, dvs. man kan betrakta Booleska algebran B = {0, 1}. Ibland skriver

man falsk eller sann for 0 respektive 1.

Om z,..,z, € {0,1}, s& giller att p(xy,...,z,) € {0,1}, ty {0,1} &r sluten under A,V och '. Foljaktligen

definierar varje Booleskt polynom p(z1, ..., z,) en avbildning
fp:{0,1}" — {0,1},
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dadr avbildningen f, associerad med p kan ges genom en s.k. funktionsviirdestabell. Alltsa f, € F,,.

Exempel. Berdkna p(z,y) = (xVy') A (z' Vy),daz,y € {0,1}.

p(0,0)=(OVO)AO'VO)=0OVI)A(1VO)=1A1=1
p(0,1)=(0VI)A(0'V1)=(0OVO)A(LV1)=0A1=0
p(1,0)=(1VO)A(1'V0)=(1VI)AOVO) =1A0=0
p(1,1)=(1AVv1IH)A(1'V1)=(1VOA(OVI)=1A1l=1
Da ar
(z,y) |fp($:y)
(0,0) 1
(0,1) 0
(1,0) 0
(1,1) 1

Definition. Vi siger att p(z1,...,25) och ¢(x1, ..., xy,) Gr ekvivalenta om f, = f,.

Exempel. Det dr litt att se att (zVy')A(z' Vy) och (y' Ax')V (xAy) dr ekvivalenta. Man behover endast
kontrollera att bada uttrycken har samma funktionsvirdestabell.
Om vi behandlar variablerna som om de vore element i en Boolesk algebra, s ger riknereglerna for

Booleska algebror
(@Vy)A@ Vy) =[zvy)ra]V@Vvy) Ay

=[@na) V' A V@AY V(Y Ay
=0V Az)V(zAy)VO
= A2 )V(zAy).

Allmiint, alltid d& ¢(x1, ..., x,) kan erhallas ur p(xy, ..., x,) med riknereglerna for Booleska algebror, s&

har vi att p och g dr ekvivalenta.

Lat oss nu kort diskutera grindar:

x=0 y=0
AND-grind: e ) - XAY
x=1 y=1 v

Indata (z,y)
Utdata x Ay
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OR-grind: {::} % Xvy

Indata (z,y)
Utdata = Vy

x=1

NOT-grind: Co x% X’

x=0

{ Indata =
Utdata z’

Alltsd AND, OR och NOT grindar svarar mot A,V och ’ opererande pa {0, 1}, varfor grinddiagram svarar

mot Booleska polynom.

Betrakta foljande kopplingsschema, som svarar mot det Booleska polynomet p(x,y) = (x Ay) V (z' Ay').

XAy

D ay)yv (xny)

XAY

Figur 20.

Lat oss betrakta foljande funktionsvirdestabeller:

T
0
0
1
1

fv fa

_H OO
— OO

T
0
0
1
1

Klart att g(z,y) = x Ay. For p(x,y) behovs ett Booleskt uttryck som antar viirdet 1 da exakt den ena av
x,y antar viirdet 1. Vi noterar att Ay’ och 2’ A y har denna egenskap. Inga andra infimum av par duger.

Nu dr det latt att se att p(z,y) = (x Ay") V (z' Ay). Vidare far vi foljande kopplingsscheman:

X N\ XA Y

Y|
X — XA Y y = , XA Y)v (Xny)
y Lo X y y

)X’Ay

Figur 21.
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Problemet att konstruera ett kopplingsschema (grinddiagram) att svara mot en krets med specifierade
egenskaper dr precis att hitta ett Booleskt uttryck med en given funktionsvirdestabell. Var nista sats 1oser

detta problem, vilket kan anses bade ¢verraskande och viktigt.

Sats 51. Varje avbildning f € F,, f : {0,1}™ — {0,1}, sammanfaller med f, € F, for nigot Booleskt
polynom p(xy,...,xy,). Ett laimpligt val av p kan beskrivas péd foljande sitt: For a = (ay,...,a,) € {0,1}",
definiera mintermen
Pa(X1, ey Tp) = TP AT A AT

dar

e Jxy, oma; = 1;
- {m;, om a; = 0.
Definiera sedan

p(mla 7mn) = \/{pﬁ(xh >xn) : f(a) = 1} .

Bevis: Lat @ = (ay, ..., a,) och b = (b, ...,b,). Vi har valt det Booleska polynomet s att

1, om
0, om

iRl

palby, .., by) = {

2 QI

)

Vi pastar att f,(b1,...,bn) = f(b1, ..., by) for varje (b1,...,b,) € {0,1}™
Antag att f(by,...,b,) = 1. D4 giller

2

p(br,-,b0) = \/{pa(bi, ..., ba) : f(@) = 1}

=1, (med stdod av ovanstaende) .

Alltsa: f(by, ..., by) = 1 medfor att p(by, ..., b,) = 1.
Antag nu att f(by,...,b,) = 0. Da ger f(a) = 1 att b # @, varfor pg(b, ..., b,) = 0. Séledes:

plbr, ooy bn) = \/{pa(by, .. bn) : f(@) =1} =0,

och dérmed giller det att f(by,...,b,) = 0 medfor att p(by,...,b,) = 0. O

Definition. Ett Booleskt polynom p(x1,...,xy,) dr i disjunktiv normalform om

dar
L) 20 , ]
z,t =z eller x;* =1y, k=1,...,n, j=1,...,m.

Sats 51 ger att varje Booleskt polynom &r ekvivalent med ett Booleskt polynom i disjunktiv normalform.
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Exempel. Lat oss betrakta polynomet p(x,y,z) = (z' Vy) A (xz V 2'). Vi soker p med stod av Sats 51, sa vi
behover endast beakta f,(a) = 1.

a=(x,y,2) | fp(z,y,2)
(0,0,0) 1
(0,0,1) 0
(0,1,0) 1
(0,1,1) 0
(1,0,0) 0
(1,0,1) 0
(1,1,0) 1
(1,1,1) 1

Séledes erhaller vi:

p(x,y,2) = (@AY AZYV (@ AyAZ)YV(@eAyAZ)V(eAyAz).

Lat oss titta pa vart tidigare exempel, p(z,y) = (z Vy) A (2’ V¢').

Da ger Sats 51 att p(z,y) = (¢' Ay) V(z AY').

Dualt finns en konjunktiv normalform av typen

dar
L) ) , ]
z,t =z eller x;* =1y, k=1,...,n, j7=1,...,m.

Lat oss forsoka bestimma en konjunktiv normalform fér polynomet p i tre variabler:
p(z,y,z) = (xAy)V(cAz)V(yAz).
Med stod av Sats 46 bildar vi p':
pl(x,y,2) =@ Vy)A@' V')A V).
Sedan soker vi den disjunktiva normalformen till p' och dérefter far vi p = (p')’ i konjunktiv normalform.
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a= (x,y,Z) fp’ (x,y,z)

O O O = O = =

Den disjunktiva normalformen &r p'(z,y,2) = (' Ay A2 )V (@& AY A2)V(eAY Az)V(c Ay AZ).
Den konjunktiva normalformen av p ir siledes p(z,y,2) = (zVyVz)A(zVyV2Z)A (' VyVzZ)A(z' VyVz)

Sasom vi redan har konstaterat 1ser Sats 51 problemet med att hitta ett Booleskt polynom med en given
funktionsviirdestabell. Men i de flesta tillampningar dr det inte normalformen av ett Booleskt polynom som
intresserar oss mest utan snarare den form som totalt sett tar minst antal operationer i ansprak. Handlar
det om digitala nit svarar varje operation mot en digital komponent och siddana vill man inte slosa med.

Det finns metoder for att minimera Booleska uttryck, dvs. minimera antalet grindar, och vi skall avslut-

ningsvis kort behandla en sddan metod.

Karnaugh-avbildningar

Proceduren att minimera normalformen av ett Booleskt uttryck i tva, tre eller fyra variabler kan utforas
med ett grafiskt tillvigagangssitt som kallas en Karnaugh-avbildning. Denna teknik, som introducerades
1953 av Maurice Karnaugh, kan utvidgas att gilla for Booleska uttryck av fem eller sex variabler, men vi
nojer oss med hogst fyra variabler.

Vart mal dr att lira oss grundliggande fakta om Karnaugh-avbildningar, hur man konstruerar dem, och
dessutom hur Booleska uttryck kan minimeras med hjilp av Karnaugh-avbildningar.

Nedanstaende figurer visar Karnaugh-avbildningar for Booleska uttryck i tva, tre och fyra variabler, vilka
har 4, 8 respektive 16 celler. Antalet celler i en Karnaugh-avbildning dr 2", da n dr antalet variabler i det

Booleska polynomet.

y vy yz yz' y'z' y'z wz w2 W W'z
T 1 ‘ T 1 ‘ Ty
z' ‘ z' 1 ‘ zy' 1
z Ay (xAyAZ)V (@ ANy A2 'y’
z'y

T ANY AW A2

Dessa celler svarar mot mintermer av 2-,3- och 4-variabel Booleska uttryck. For att hitta mintermen i

93



en speciell cell i Karnaugh-avbildningen bildar man infimum av de variabler som finns i bérjan av raden och

pa toppen av kolonnen till cellen ifraga.

Raderna och kolonnerna i en Karnaugh-avbildning dr forsedda med etiketter enligt ett visst monster.
Namligen, varje rad- och kolonnetikett i en Karnaugh-avbildning skiljer sig fran sin grannetikett i exakt en
variabel.

For att konstruera Karnaugh-avbildningen av ett Booleskt uttryck gar vi tillviiga pa foljande sétt:

Givet ett Booleskt uttryck i disjunktiv normalform. Vi konstruerar Karnaugh-avbildningen genom att sitta

en 1:a i varje cell som svarar mot en minterm i uttrycket.

Exempel. Konstruera Karnaugh-avbildningar av:

a) (zAy)V (¢ Ay)
b) (' AyAZYV (@ AyAz)V (@ AyAZ)V (e Ay Az)

a)

vy oy
T 1
' 1

b)
yz yzl y,ZI ylz
T 1 1
z' 1 1

Definition. Twd celler i en Karnaugh-avbildning dr grannar, om deras mintermer dar olika i exakt en

variabel.

Exempelvis ér cellerna Ay A 2z’ och &' Ay A 2z’ grannar i ovanstdende exempel fall b), men z Ay A 2z’ och

' Ay A z dr inte grannar.

Geometriskt dr cellerna i en Karnaugh-avbildning grannar om de har en grins, som &r en rit linje,
gemensam. Alltsa, grannceller ligger bredvid varandra eller direkt under och ovanfér varandra.
Denna tolkning leder emellertid till ett problem. Om en cell i en 3-variabel Karnaugh-avbildning har tre

grannceller, sa vilka celler dr da grannar till horncellen x Ay A 27

[

yz yz oy y'z

T 1 ° ° ‘

T o ‘
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Det &r lidtt att hitta tva grannceller, nimligen 2’ Ay A z och z Ay A z'. Definitionen pé granncell ger att
ocksd x Ay' A z dr granne till z Ay A 2.

Darfor giller: I en 3-variabel Karnaugh-avbildning, dr cellerna i bérjan och slutet av en rad grannceller.

Analogt giiller: I en 4-variabel Karnaugh-avbildning, r cellerna i bérjan och slutet av en rad grannceller,

samt cellerna i slutet och bérjan av en kolonn &r grannceller.

Exempel. Vilka ér granncellerna till 2’ Ay Aw' Az’ och z Ay Aw' A 2?7

wz w2 Wi oWz

Ty 1

Ty
ry
z'y 1

Varje cell har n st. grannceller, n = antalet variabler.

' Ay Aw' Az grannceller: 2’ AyAwAZ, 2 Ay ANw A2, 2 AyAw Azochz AyAw' Az
r Ay Aw' Az grannceller: z Ay Aw A2,z Ay Aw' Az, e AyAwAzoch 2’ AyAw' Az.

Lat oss nu se varfor grannceller ér viktiga i Karnaugh-avbildningar.

Lemma 52. Lit p vara ett Booleskt uttryck. Da gdller
(pAz)V(PAZ) =p.

Bevis: (pAz)V (pAZ)=pA(zVa')=pAl=p.O

Exempel. a)
[

yz yz oy y'z
x 1] 1] |

z' ‘

Granncellerna z Ay Az’ och z Ay’ Az’ dr markerade med ettor. Lemma 52 tillimpas med p(z,y,2) = z Az,

p p
—— ——

(@AYyAZ)V (@AY A2)=((zAZ)AY)V ((z AZ)AY) =z A2
Den disjunktiva normalformen (z Ay A 2') V (z Ay’ A 2') kan ersittas med det ekvivalenta uttrycket z A z'.

b)
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wz w2 Wi w2z

Ty 1 1
xy' 1 1
xly/
x'y

Supremum av de fyra min-termerna forenklas:
T

(EAYAW AZYV (@AY AW AZYV (@AY AwAZ)V (ZAyAwAZ)={(zAw' AZYA (Y VY )} V{(EA

wAZ)AYVY ) =@Aw AZ)YV(@AwAZ)=(@AZ')A (0w Vw) =z Az
e Ty

Dessa algebraiska forenklingar kan goras grafiskt pa en Karnaugh-avbildning genom att anvinda basrek-
tanglar. Med en basrektangel avses nagon av foljande:

a) En ensam cell med 1:a.

b) Tva grannceller med 1:or.

c) Fyra grannceller med 1:or som antingen bildar en 1 x 4 rektangel eller en 2 x 2 rektangel.

d) Atta grannceller med 1:or som bildar en 2 x 4 rektangel.

Det dr viktigt att minnas att en basrektangel maste ha en, tva, fyra eller atta celler.

I foljande figurer visas basrektanglar fér 2-variabel och 3-variabel Karnaugh-avbildningar.

!

y y v y
z [1] | x 1 z | 1)1
2! | | |1 AR
(z Ay) (') (1)
yz yz' y'Z2 y'z yz yz' y'z' y'z yz yz' y'z' y'z
T 111 T x 1 1
z! 2 | 1]1 1 1 z' 1 1
( A ) (z') (2')
yz yz' y'z y'z yz yz' y'z2 y'z
1 1| z |1 1|
o | o |1 1 |
(x AN 2) (2)

Basrektanglar med tva, fyra och atta celler i 4-variabel Karnaugh-avbildningar ges i foljande figurer:
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wz w2 W Wz wz w2 W Wz

Ty Ty 1 1
zy' 1 zy' 1 1
z'y’ 1 'y’
'y 'y

(Y Nw A2 (z A 2)

wz w2 W Wz wz w2 W Wz
Ty 1 1 Ty
xy' xy’ 1] 1 1 1
x'y’ 2y | 1] 1 1 1
'y |1 1 'y

(y A 2) ")

Var definition av en basrektangel tillater en basrektangel att innehalla en annan basrektangel. Darfor

infor vi:

Definition. En mazximal rektangel i en Karnaugh-avbildning dr en basrektangel som inte innehdlles i ndgon

storre basrektangel.

For att minimera ett Booleskt polynom gor vi sahér:
a) Konstruera Karnaugh-avbildningen.
b) Bestiim minsta antalet maximala rektanglar som tillsammans innehéller alla celler med 1:or.

c) Forenkla de maximala rektanglarna och bilda supremum av dessa termer.

Exempel. Lat f € F; ha foljande funktionsvirdestabell:

(2,y) | f(z,9)
(0,0) 1
(0,1) 1
(1,0) | 1
(1,1) | o

Sats 51 ger ger att p(z,y) = (' Ay') V (¢' Ay) V (xz Ay'). Karnaugh-avbildningen av f blir da

y Y
z 1‘
o 1] 1]

Tva maximala basrektanglar ges av p(z,y) = 2’ V 3’ och tva basrektanglar ges av p(z,y) = (z' Ay) Vy'.

Man bor alltsa anviinda sig av maximala basrektanglar.
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Exempel. Minimera foljande Booleska polynom:

p(x,y,2) = (@ AyAz)V (@& AyAZ)YV (@ AyAZ)V (@AY AZ)V(cAy Az)

yZ yZ, y’ Zl y’ Z
x| [ 1
X|[1]] 1

Ur Karnaughdiagrammet fas att p(z,y,2) = (¢’ Ay) V(y A 2") V (z Ay').
Minimering av normalformen #r inte entydig. Vi har nimligen:

yz yZy'zy'z
x|l 4

X1

Ur detta diagram fas att p(x,y,2) = (@' Ay)V (z A2") V (z Ay')

Exempel. Minimera foljande Booleska uttryck:

plz,y,z,w) = (AY ANwAZYV (@AY AW AZYV (@AY AW AZYV (@ AyAw' Az)V (' AyAwA
YV(E AYyAwA)V (@AY Aw' A2)V(E Ay AwA2')

Wz WzZ' W'zZ'w’'z

Xy

Xy’ 1] 1
raA 1] 1] 1
Xy| 1] 1 1

Det finns manga sitt att inkludera alla celler med 1:or i maximala rektanglar:

Wz wWz' W'zw'z

Xy

xy’ 1| 1

xy| [l 2]l 1]
]|

4 maximala rektanglar.
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Wz WZ W' Z'w’'z

Xy
Xy’ 1] 1

X'y’ 1] 1 |_1|
xy|ly L

3 maximala rektanglar.
Vi far alltsd att p(x,y, z,w) = W AZ)V (&' Ay Aw)V (2" Aw' A z2).
Exempel. Forenkla p(z,y,2) = (xVy) Ay Vz)A(z'V2).

Vi bestimmer funktionsviirdestabellen svarande mot p:

(z,y,2) | f(
(0,0,0
(0,0,1
(0,1,0
(0,1,1
(
(
(
(

&
N
~—

1,0,0
1,0,1
1,1,0
1,1,1

) )

—_ O = O = O O OR

)
)
)
)
)
)
)
)

Sats 51 ger nu att:
p(z,y,2) = (' AyA2) V(@AY A2)V(EAYyA2)

Karnaugh-avbildningen av detta ser ut som foljande:

yz yzZy'z’y'z
o | En

L1

Vi far nu att p(x,y,2) = (yAz) V(z A 2).

Exempel. Betrakta Karnaugh-avbildningen:
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Wz WZ' W'zZw'z
Xy 1
Xy 1]l 1]

X'y’ |_1|

X'y |_1|

Xy
Xy
Xy’

Xy

wz wz'

L)

Vi har tre maximala rektanglar i bada fallen. Komponenterna kan skrivas som:

p(z,y, z,w) = (AWAZ )V (zAY' A2V (' Aw' A2 eller p(z,y, z,w) = (zAwWAZ")V (Y Aw' A2 )V (2" Aw' A2")

Om vi utgar fran komplementet av Karnaugh-avbildningen erhaller vi p:

wz wWz' W'zZw'z

xy| 1 [ 1]] 1
xy’ 1 1
x’y’ 1| 1 1
X'yl[1]] 1 1

Ur diagrammet fas att p'(x,y, z,w) = 2V (x' Aw) V (x Ay Aw'). Séaledes fas med p = (p')" att p(z,y, z,w) =

Z'A(zVw)A(z'Vy' Vw), som innehaller firre operationer &n de tidigare minimala formerna.
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