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Farglaggningsproblem

Tillimpning pa fargldggningsproblem

Exempel. P& hur manga sitt kan hornen (eller sidorna) hos en

kvadrat fargliggas med 2 olika firger om man inte skiljer pé fall

som kan overforas pd varandra genom rotationer eller speglingar?
o) I UM A0 : el e , al

el S
Gruppen som opererar hér dr diedergruppen Dy som har 8 element.

(Se foreldsningsanteckningar).
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Farglaggningsproblem

Vi har alltsd X = {1,2,3,4}, G = Dy C Sy och Y = méngden av
olika firger. En firgliggning av hornen &r en funktion f : X — V.

Vi gkiljer inte pa elementen fog da g € Ds.

Lat oss i fortsdttningen resonera allmént med G C Sn. och X =
{1,2,...,n}. )

Problem: Hur mdnga olika mangder {fog:g€Gj finns det di f

genomléper mdangden

F=Y* ={f: X =Y} = {alla firgliggningar}?

0 Elementar gruppteori, v.41 3 /20



Farglaggningsproblem

Definition. Fér varje g € G definieras avbildningen g’ : F — F

genom
g(f)="fog,
for varje f € F. Vidare definieras G' = {¢’' : g € G}.
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Farglaggningsproblem

Lemma 33. Avbildningen g F — F dr en permutation.

Bevis: (i) Avbildningen g’ dr surjektiv, ty tag godtyckligh f; € F
och sitt fo = fiog~! € F. Dagaller g'(f2) = f209 = frog~'og =h.

(i) Avbildningen ¢’ &r injektiv, t;‘igig'(fl) = ¢'(f2), dvs. fio
g = froyg. Da galler fi(g(z)) = fa(g(z)) for alla z € X. D&
g 4r en permutation sd dr den surjektiv och dédrmed géller det att
?1 (z) = fa() for alla x € X, 58 f1 = f2, vilket ger att g’ #r injektiv.

~ Allts har vi att ¢’ &r en bijektion och déarmed en permutation. [

Anmirkning. Vi observerar att G C: Dn) dr en undergrupp av
Sym(X) och att G’ &r en delméngd av Sym(F).
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Farglaggningsproblem

Sats 34. Strukturen (G',0), dir G' = {g’»; ge G}, ir en undergrupp
av Sym(F). )

Bevis: Klart att G,’ s . Tag h',g' € G'. Vibor visa att h'og' € G,
(Sats 18), ty |F| < co. For varje f € F gller

(Wog)(f)=h(gd(f)=h(fog)=(fog)oh=Ffo(goh)
=(goh)'(f)-

Alltsa: h’oq’:(gOh)’er,tygohgﬁ. O
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Farglaggningsproblem

Pastaende: Avbildningen': G — G’ som avbildar g pd g' dr bijektiv,

varfor G = |G|

Bevis: Vi har att G' ={¢' : g € G}.

(i) Klart att ’ &r surjektiv.

(ii) Visar injektiviteten. Antag att |Y'| > 2. For alla f € F galler

g =W=g()=N{)=fog=foh. (%)

Antites: g # h.

D4 finns det ett 1 € X : j1 = g(i) # h(i) = jo. Vidare finns det da
ett [ € F sddant att f(j1) # f(j2)- D& giller

(fog)(i) = £(g(i) = f(Jr) # f(j2) = F(h(D) = (f o R)(®),

men detta ger en motsagelse till (x)! Antitesen dr falsk och g = h.

Dérmed &r injektiy.
Vi har d& att ' : G — G’ &r en bijektion, vilket ger att |G| = |G'].

O
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Farglaggningsproblem

D& ¢’ 4r en permutation pd F for varje ¢’ € G' (Lemma 33),
s& erhélls (’-ekvivalensklassen, (med avseende pd gruppen G’), for
[ € F med stod av Sats 28 av

[fl=1{d'(f): ¢ €G'}.

Alltsé géller det att
{fog:geGy={d'(f):9eG={d(f):d €G}=If].

Dérmed tilthor alla element fog fér g € G samma G'-ekvivalensklass

av [, med andra ord ger dessa element upphov till firglaggningar som
vi inte skiljer pa. )

0 Elementar gruppteori, v.41 8 /20



Farglaggningsproblem

Vi #r alltsd intresserade av antalet G'-ekvivalenklasser i 7 med av-
seende p& G'. Nu ger Sats 32 (Burnside) och ovanstéende pastdende

att antalet olika G’-ekvivalensklasser &r

|G,|Z|f| Z|f|,

gGG

3@@7

dar

Fo={feF:d()=ft={feF:fog=1F}

—

Exempel. Vi atergar till det tidigare exemplet med kvadraten. (Se

foreldsningsanteckningar).
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Farglaggningsproblem

Lat oss, innan vi fortsitter med vart exempel, beskriva ett 1ampligt
sitt att berdkna |Fy/| dd g € G C S, och G’ opererar pa F = YX =
{alla firgliggningar}, dir ¥ = mangden av alla firger, antalet ohka
firger = ¢ = |Y] och X = {1,2, ,Q}

Om g € G skrivs som en produkt av disjunkta cykler s& skriver vi
alltid ut ocksa cykler av formen (k). Vi infor nu begreppet cykelin-
dex:

© Co—
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Farglaggningsproblem

Definition. Antalet disjunkta cykler i permutationen g € G beteck-
nas med cycg och kallas cykelindezet for g.

Om exempelvis f € S7 och f = (23)(567) = (1)(23)(4)(567), s& &r
cycf = 4.

Exempel. (Se foreldsningsanteckningar).
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Farglaggningsproblem

Om vi generaliserar resonemanget i foregdende exempel till g €
G C S, s& erhéller vi att

|_7——g/| == quCg .
[

Vi atergar till exemplet med kvadraten: (Se foreldsningsanteck-

ningar).
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Farglaggningsproblem

Vi sammanfattar-vira utredningar i f6ljande sats:

Sats 35. Ldit G vara en undergrupp av Sn, X = {1,2,...,n} och
Y en mdngd av q stycken farger. Dd dr antalet av G inducemde__q:—
ekvivalensklasser, (olika firgliggningar), pd F = YX = {alla firgliggningar

qivet ay . =ik xmy

Kem Sl =z Sa¥e. Ao fey
_;_JG‘; ’ 2“:: o 16 Iy 1gee]
‘,—l"’{-“ét f-’oa #%
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Farglaggningsproblem

Exempel. En molekyl har atomerna placerade i hornen av en liksidig
triangel. P& hur m&nga sitt kan man firgligga atomerna med ¢

stycken givna firger? (Se foreldsningsanteckningarna).
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Farglaggningsproblem

Exempel. Rotationsgruppen till en kub. Lat G vara gruppen
av permutationer av sidorna som bestar av rotationssymmetrier av
kuben. P& hur ménga sitt kan sidorna for kuben firgliggas med ¢

stycken firger? (Se foreldsningsanteckningarna).
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Farglaggningsproblem

Exempel. Antag att vi har kuber sddana att alla sidorna &r mélade
med olika firger. Om ¢ > 6 farger &r tillgangliga, hur ménga olika

kuber har vi?

Losning: Lat X = {1,2,...,6} och 13t ¥ vara méngden av g farger,
(s&som tidigare).

Emedan sidorna har olika firger, sa #r firgliggningen i detta fall en
injektiv avbildning

f:X—->Y.

(imjell=)
Lat G C F = YX beteckna méngden av_alla sddana ‘avbildningar.
Lat vidare G beteckna rotationsgruppen till kuben. D& vet vi att
|G| = 24.
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Farglaggningsproblem

Om g € Goch f € G, s& ar ¢'(f) = f o g en injektiv avbildning.
Alltsd ¢'(f) € Goch g’ : G — G.

Antag att g € Gmed g #e. Dadr Gy ={f €G: fog=f} Om
f1 € Gy, dvs. f1og= fi, sd foljer det fran g(i) = j att
1€ Gy \,_i/,‘ j o g(j)_e__,
F1(0) = f1(9() = f1(4) -
Emedan f) &r injektiv foljer det att ¢ = j for varje i € X. Dd g £ e
4r detta ovgcljligt, varfor G = (0 da g # e. Alltsa '

|Gy =0, dag#e.

Nu giller /(loe
go={feg:f=rf}=¢.
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Farglaggningsproblem

Vidare 4r antalet ordnade delméngder till ¥ bestdende av 6 stycken

element givet av
__ ¢
(q)(i - (q — 6)"

olika siitt osv., alltsé:

(9)s = alg —1)(¢ —2)(g—3)(a—4)(g—5) = CEO

Dérmed &r

|gfi'| = (q_ 6)' N
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Farglaggningsproblem

Sats 35 ger da att antalet olika férgliggningar &r

_ 1G] _ q!
"= |G|Z'gg' Gl = 24(g o)

Om g = 6 (det minimala antalet olika firger), s& far vi att
———

0 Elementar gruppteori, v.41 19 /20



Farglaggningsproblem
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