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Generering av grupper

Definition. Om G = SM) och M dr en dndlig méngd, dvs. M =
{a1,...,an}, sd kallas G en dndligt genererad grupp, G = ({a1, ..., an}) I

En cyklisk grupp &r da #ndligt genererad (av ett element), men en
andligt genererad grupp behover inte vara cyklisk, jamfor Z x Z i
ovanstéende exempel, (@ i 2 devawpnen, | \h) =< ER, S ‘\ )

Exempel. Nagra #ndligt genererade grupper. (Se foreldsningsan-

teckningar).
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Generering av grupper

Sats 21. Lat (G, *) vara en dndlig grupp och antag atte # a € G. Vi
definierar_ordningen for elementet a®som det_minsta _positiva heltal

n for vilket det gdller att a" = e. Dd Gr n = [{(a)|.

Bevis: (Klart att satsen giller dven for a = e, n =1 och (a) = {e}).
Lemma 19 ger att det finns ett n med a™ = e, a*+e k=1,..,n =1,
och elementen g!,...,a" = e ir alla olika. Alltsa {a,a?,...,a™ = e} =
(a), (Sats 20), och |[(a)| =n. O

46
( *9 Loheckrn ¢ beud ovd (&) elley ©Co) \
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Sidoklasser och Lagranges sats

Sidoklasser och Lagranges sats

I
|{/Io,2,-1}l ”{0'33,

I exempelvis (Zg, +¢) giller det att |[(2)] = 3 och |(3)| = 2. Bada
dessa tal dr faktorer i |Zg| = 6. Detta &r ingen tillfallighet, vilket

inses sésnart vi har bevisat Lagranges sats!

Definition. Antag att G dr_en grupp och att H dr en undergrupp

till G. Dd definieras for varje a € G (vinster)sidoklassen aH_och

(higer)sidoklassen Ha genom

aH ={ah:h € H} och Ho={ha:he H}.
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Sidoklasser och Lagranges sats

Pastaende:

(7)) G= U aH,;
a€G
(i1) Sidoklasserna dr disjunkta, aH NbH # 0 = aH = bH .
_—t——

Bevis: (i) Klart att
JeHCG.

a€G

Tag godtyckligt a € G. For e € H giller a = ae, vilket medfor att
a € aH. Alltsd har vi att
———.
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Sidoklasser och Lagranges sats

(ii) Om a HNbH # 0, s& finns det hy, hy € H sidana att ahy = bhg.
Dé dr a = bhy hy " och for varje h € H ar ah = bliahy B € bH,
s aH C bH. Vidare &r b = ahy h;l, sa for varje h € H giller :;ﬁ
bh:ﬁ 1@12_1—}?,6 aH, vilket ger att bH C aH. Alltsd aH = bH om
aH NbH £ 0. O
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Sidoklasser och Lagranges sats

Med stod av (¢) och (i) 4r d& méngden av sidoklasser {aH : a € G}
en partition av G. Denna partition betecknas G/H,

-G

f/ e - a2 'y
G/H = {aH : a € G}. [ H ah ﬂg‘;
L . J /
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Sidoklasser och Lagranges sats

Sats 22. Om__h_f dr en undergrupp till G, sé dr G/H en partition av
G med |H| = |aH| for allaa € G.

Bevis: rI“‘S;aug godtyckligt a € G. Definiera ¢ : H — ol genom
o(h) =ah for alla h € H. ’
(i) Funktionen ¢ dr surjektiv, ty for godtyckligt ah € alf galler

att p(h) =ah.
(ii) Funktionen ¢ &r injektiv, ty ¢(h1) = ¢(h2) = ahy =ahy =
hy = hg.

Dérmed &r ¢ en bijektion och |H| = |aH|. O
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Sidoklasser och Lagranges sats

Partitionen G/H av G i delméngder som alla har lika ménga ele-
ment ger att (& S-V!Jl'.%. ),
|G| = |H||G/H|.
pm——————

|G/H| brukar kallas index for undergruppen H i G. Nu kan vi for-

mulera Lagranges viktiga sats. (Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)).

Elementar gruppteori, v.39



Sidoklasser och Lagranges sats

Sats 23. (Lagrange). Om H dr en undergrupp till en dndlig grupp
G, sé dr |G| delbar med |H|.

Satserna 23 och 21 ger att ordningen for ett element i en #ndlig
grupp G alltid delar |G|:
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Sidoklasser och Lagranges sats

Sats 24. Fér varje a € G i en dndlig grupp G ar |G| delbar med
ordmngen for a. Speczellt galler alCl =e.

b gos, Wit o Mz,

Bevis: Sats 23 ger att |< )| delar |G|. Ordningen for a ges av n =
[{a)|, (Sats 21). DA finns det eff heltal m > 0 sddant att |G| = m - n,
Vilket medfor att a/Cl = am" = (a™)™ =™ =e. O 7
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Sidoklasser och Lagranges sats

Varje grupp ay }lritllta,“lso;rtihing ar cyklisk:

Sats 25. Antag att G dr en dndlig grupp och att |G| ar ett Qrimtal./
Dé ér G cyklisk med G = {(a) for alla a € G med a # e, och vidare

galler:

G ={a,a?,...,a" 1, e}.
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Sidoklasser och Lagranges sats

Bevis: Antag att |G| = p, dér p 4r ett primtal. Lat ¢ € G och antag
att a # e. D& dr ¢ # e, si |(a)| > 1. Sats 24 ger att a : s ordning
n = |(a)| delar |G|. Dirmed giller det att |(a)| = |G| = p. Lemma

19 ger att elementen al,a?,...,aP = e ir alla olika. D3 giller det att

2 Gl-1 G| _
G:{a,a,...,al I=1 gl |~e},

s& G &r cyklisk med G = (a). O
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Sidoklasser och Lagranges sats

Det finns vésentligen en grupp av primtalsordning:

Sats 26. Om gruppen G dar av primtalsordning p, sd dr%G = Zp.
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Sidoklasser och Lagranges sats

Bevis: Antag att |G| = p, dér p &r ett primtal. Tag o € G sddant
att a # e. Definiera ¢ : Z, — G genom

o(k) =a*, for ke{0,1,..,p—1}.

D4 &r ¢ en bijektion, ty G = (a) (Sats 25) och a, a?,...,aP = e ir alla
olika (Lemma 19). Vidare giller (Ff=cf=e)

p(ky +p kz) = a¥17k2 = gk1ah2 = Co(le ) w (((lw )

y (i) Om ki + ks < p— 1, si giller det_att gf1tokz = ghith: —

gkl k2 (ii) Om ki + kz > p, si giller det att ak""Pkf = ak1+k2 P =

ak1 b q7P = ok kz( ) 1= gkighze=! = gkighz. Alltsd har vi
- w = W 5 — T ———

._.v-,m.. R g \T"

att (SA-‘MAH) e i
p(k1 +p k2) = a*1ak? = p(k1) (k) (‘g (:SDW"'&YMj

och sdledes géller det att Z, = G. O
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Sidoklasser och Lagranges sats

Vi avslutar detta avsnitt med ett hjilpresultat.

Lemma 27. Om H dr en undergrupp av G sd géller det att
aH={beG:aH =bH}

(b€ aH <=> aH =LH)
forallaa €G.

Bevis: Visar att b€ aH < aH =bH.
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Sidoklasser och Lagranges sats

(i) (=). Antag att b € aH. Da b = be € bH, galler det att
beaHNbH. Alltsd aH = bH, ty {aH : a € G} 4r en partition av
G.

(i) («). Antag att aH = bH. D& har viatt b€ bH = b€ aH. O
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Sidoklasser och Lagranges sats

f»zj Schematisle vepetihion :

G areppy H w&v:}w‘op.
N ae G: a-H=’{a,\A.'\.,eH}

0~ ¢

n e &

G/Fl:‘{&Hﬁ”&eG‘} ={HJAHQCH3

H=eH -
oaH=4H
eH=4H

VoaeG: IH) =[aH] ( Sats 22)

Sots A3 : Om & duwdla.. |61z )6 p). [H] .
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Ekvivalensklasser

Ekvivalensklasser

Genom att dela in elementen i en mangd X i méngder bestdende

“ekvivalenta” element erhéller vi en pa,rtltlon av X i ekv1va,lensk—

lasser For att kunna gora detta bor vi infora en generalisering ay
begreppet likhet, nimligen en ekvivalensrelation pd X. Forst defini-
erar vi begreppet relation.

Definition. Givet en mdingd X. En relation R pd X dr en _delmingd

av X x X. Om (z,y) € R sd sdiger vi att z_stir i relationen R till y
e A Y T ——
och betecknar detta med z Ry.
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Ekvivalensklasser

Exempel. Att z <y for z,y reella 4r en relation pd méngden av & 0
reella tal. ’

7 —
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Ekvivalensklasser

Definition. En relation R pé en mingd X dr en ekvivalensrelation

om for alla x,y,z € X gdller:

1.z Rz (den reflexiva egenskapen);
2.zRy< yRxz (den symmetriska egenskapen);

3. xRy och yRz= z Rz (den transitiva egenskapen).

PARA

Exempel. a) Relationen z < y pa de reella talens méngd &r reflexiv

och transitiv, men inte symmetrisk, s& “<” dr inte en ekvivalensre-
—_—i L= RS Smiminininht by = e

lation.
——_—
b) Exempel pa en ekvivalensrelation, se foreldsningarna.
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Ekvivalensklasser

Definition. Lth vara en_ekvivalensrelation pd_en mdngd X. For
varje € X bildar vi mdingden [z] bestiende av alla element som dr
relaterade till z,

[z] = {y : 2 Ry},
som kallas en ekvivalensklass med avseende M,.‘)Alltsd y € [z] &
TRy (<= wrx <=>xelyl) o
('-"y&»\ 2 % horands elevimlevalelass en 7
‘Exempel. (Se forelisningsanteckningar).
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