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Produkter av grupper

Produkter av grupper

Det &r ofta fordelaktigt att framstélla en komplicerad grupp G
som en direkt produkt av enklare grupper Hi, ..., H,, eller visa att

G ar isomorf med en dylik produkt, G = Hy x Hy X ... X H,,. Bekant
frén analysen &r den naturliga produkteniﬂR”, +) av ordnade n-tipler

fﬁrsedda med addition

(al, ...,an) =+ (bl, o bn) o= (al 4 b1y ey Oy + bn) :
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Produkter av grupper

Definition. Antag att vi har grupperna (G,*) och (H,©). Dd de-

finieras den direkta produkten G x H av G och H som mdngden av

ordnade elementpar (a,b), dir a € G och b € H, férsedd med opera-

tionen

(al,bl) . (az,bg) = (a1 *a2,b1 Obz) € Gx H.

Anmirkning. a) Analog definition for n stycken grupper.
b) Om G och H ir av &ndlig ordning giller |G x H| = |G| |H]|.
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Produkter av grupper

Pastaende: G X H &r en grupp.

Bevis: Antag att (a,b1), (a2,b2) € G x H. D4 erhalls att

(al,bl) . (az,bz) = ((@ * ag, by Obg) eGx H.

y . € <H
88 - dr en operation pd G x H.
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Produkter av grupper

(i) Nu galler kalkylerna

(a1,b1) - ((az,b2) - (as, bs)) =

(a1,b1) - (ag * as, by © b3)

= (a1 * (a2 * ag), by © (by © b3))
= ((a1 * a2) * asz, (by © ba) © b3)
= (a1 * ag,by 0 by) - (a3, bs)

= (

(a1,b1) - (az,b2)) - (a3, b3),

s& operationen - &r associativ.
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Produkter av grupper

(ii) Lat e och ¢’ vara peutrala element i G respe
(a,b) € G x H géller

(e,€') - (a,b) = (exa,e o b) = (a,b),
(a,b) - (e,€') = (a*xe,boe’) = (a,b),

och ddrmed &r (e, e’) det neutrala elementet i G x H.
(iii) Tag nu (a,b) € G x H och betrakta likheterna

(@™ L,67 Y  (a,0) = (a L xa, b7t o b) = (e, ¢),
(3,8) (a7, 57 = (G koL, bobY) = (e, ),

som ger att (a,b)”! = (ajl, b))

D4 har vi visat att G x H ar en grupp. O

Exempel. Zg & Z5 x Z3. (Hemuppgift).
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Produkter av grupper

I allménhet giller det inte att Z,m" = Zo X Ty

(2on € 2.2y = s2d(mpn)=1)
Exempel. Betrakta Z; x Z; och Kleins fyragrupp. (Se forelis-

ningsanteckningar).
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Produkter av grupper
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Produkter av grupper
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Undergrupper

Undergrupper

Betrakta grupperna (R, +) och (Z, +) forsedda med samma ope-

ration (addition). D& Z C R &r det naturligt att kalla (Z,+) en
delgrupp av (R, +).

Definition. Antag att vi har en grupp (G,*). Om H C G och (H, x)
@r_en grupp, sé kallas (H,*) en undergrupp (delgrupp) till gruppen
(G, ).
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Undergrupper

Anmirkning. a) (G,*) och ({e},*) kallas de triviala undergrup-
perna till (G, *).

b) Om e och ¢ &r de neutrala elementen i

(G, %) res ek;tivgf(gg ,

s8 giller e/ xe’ = €' = ¢’ xe, vilket enligt Sats 12 (i) medfor att &' = e.

Vi har ddrmed samma neutrala element i bada grupperna.
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Undergrupper

Sats 17. Givet en grupp (G,*) och H C G. Dd dr (H,*) en under-
grupp till (G, *) om och endast om b&d;l] och 2) gdller:

1) H # 0;

2) a,b e H=axb"tcH, dirb™" dr inversen tillb i G.

Bevis: (Hemuppgift).

Speciellt for &ndliga grupper giller:
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Undergrupper

Sats 18. Givet en dndlig grupp (G,*) och H C G. Da dr (H,*) en
undammpptﬂl((}’,*) om H+#0 ocha,be H=axbe H. -

For beviset behovs ett hjdlpresultat:

Lemma 19. Ldt g vara ett element ¢ den dndliga gruppen (G, *). Dé

finns det ett_minsta_positivt heltal n_med a" = e. Vidare giller det
S aia 0

att gruppelementen a = a n=1 g™ = e dr olika.
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Undergrupper

Bevis: Klart om a = e. Antag att a # e och betrakta i G elemen-
tfsliden a, a2, a3, ... . D3 G &r andlig maste foljden ha element som
. s s O gt e LIRS 2105 (Rslele,

upprepar sig. Vélj en sddan upprepning:
a? = af

med p > ¢q. Multiplikation av bada leden med a™9 ger:
aP™? =e,

dérp—g > 0. Alltsd g™ = e form = p—g > O L&t n vara det minsta
positiva heltal med denna egenskaR. (Ett sadant tal existerar). Nu
ir alla element a,a?, ...,a" olika, ty om ad=d for1<j<i<n

s& giller det att alfj =emed 1 < i—j < n, vilket strider mot

definitionen av n. O
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Undergrupper

Bevis av Sats 18: Taga € H. Upprepad anvindning av antagandet
a,be H=ax*xbe H ger att

a* € Hforallak>1. (%)

Om H = {e}, s ar H en undergrupp av G. Om H # {e}, s& viljer
viae H sddant att a # e. D& G &r en dndlig grupp ger Lemma 19
att det finns ett kg > 1 med

ko _
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Undergrupper

att det finns ett kg > 1 med

abo =e.
Multiplicera med a~! och erhall: a1 = ¢=1 Emedan kg — 1> 1
ger nu (*) att
aeH=>at=d1cH.

Tag nu a,c € H. Da galler det att a,c¢~! € H och vidare att axc”! €
SRl o B = e =
H, (med stod av antagandet a,b € H = axb € H). Men d& ger Sats
17 att (H, *) &r en undergrupp till (G,*). O
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Symmetri

Allmént uttryckt & symmetrin av ett objekt en omordning av

objektet s& att alla dess Vasentiiga grunddrag bevaras. Hos méng-
horningar betyder detta att horn omplaceras till horn och sidor till
sidor.

Symmetrin hos regelbundna ménghérningar och polyedrar kan med

fordel studeras med hjélp av permutationsgrupper.
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L&t oss betrakta en regelbunden n-horning M for vilken vi num-

rerar hornen moturs med talen 1,2,...,n och antar att n > 3. Sym-

metrierna hos M ges da av rotationer moturs samt speglingar i sym-.

metriaxlar.
merrlaxal,

Exempel. Fallet n = 3 (Se foreldsningsanteckningar).
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Definiera nu permutationerna R, S, € S, genom

(1 2 3 -+ n-1 n
R7(2 3 4 -+ n 1)’
(1 2 3 v n—=1 n
Sp_(l n n—1 - 3 2)' 6
£ - = Couf”
D& galler IQ_Q_“L' .Q'() = K“'(V\), ¢ )’.,)) e S v
RFoS,=S,0R7*, Cs)

for k =0,1,...,n — 1. (Seforelésningsanteckningez). ( l“lf.w\um’?\‘*l-l)
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Alla_“tinkbara placeringar av M” fas genom att upprepa R och
Sp, (Sp vinder pd M, R roterar pa4 M). Definiera nu

H={R', RFoS,:1=0,..,.n—1, k=0,..,n—1}.
Pastaende: (H,o) dr en grupp.
e

Bevis: Vi betraktar fyra fall och utnyttjar formel (%) ovan.

1) Betrakta R o R®2. Om li+1ly < n—1 giller det att RhioR: =
Rt ¢ H. Om Iy + 1o > n har vi R o Rz = Rrtlhth-n) —
eoRhtle—n ¢ . e
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2) Betrakta (R* o S,) o R. Vi antar att k — 1 > 0 och tillimpar
(£): (BFoBplo B = [SyoR e B = SOle*RklOS € H.
Om vi antar att k — ! < 0 erhalls (RFoS,)oR = (Sy0o R7*)o R =
Sy o RrtHU—k— ”)—S oeoRl k—n — pntk— lOS cH. (W‘a*

3) Rlo(RFoS,)=(R'oRF) oS, =R"" oS, € H.
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4) (Rkl o Sp) o (Rk2 o Sp) LEipki o Sp o (Sp o R_k2) — Rk1 o Rk2,
Om ki — ke > 0 sé ar det sista ledet lika med R¥~*2 € H. Om

el R T
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k1 — ko < 0 s& far vi efter sammanséttning med e = R™ att det sista

ledet ar lika med R*+(*k1—k2) ¢ H.
Vi har alltsd visat att a,b € H = aob € H och dé ger Sats 18 att

H &r en undergrupp till S,,. O
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Alla symmetrier av M bildar d& gruppen Dy, = (H, o) som kallas

diedergruppen. Denna grupp av permutationer ér en undergrupp

till Sp.
Ordningen for diedergruppen &r |Dy| = 2n, ty vi har 2n olika

permutationer, n {otationegjk och n stycken sammansittningar av
speglingen S, med rotationeniRk, dvs RF o Spe

Vi observerar att D, &r en #kta (icke-trivial) undergrupp av S,
da n >4, ty da ar 2n = |D,,| < |S,| = n!. Vidare noterar vi att D,
“byggs upp” av R och S, dvs. D,, genereras av {R, Sp}.

/ L™} §
Notevn Swven aff Dn dv on cda- Alulih g

-_— e C)
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s

A
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Generering av grupper

Generering av grupper

Lat (G, *) vara en grupp och tag en icke-tom delméngd M av G.

e

Tag snittet av alla undergrupper H till G som innehéller M. Beteck—
R e e i3
na detta snitt med (M), alltsé

(My= [}  H.
MCH
H delgr.ov G

Pastaende. ((M),*) dr en undergrupp till G.

Bevis: Vi har att e € (M) # 0, ty e € H {or varje undergrupp H av G
C—— PP YR el g, ATrmriaginp = Afse St o
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Generering av grupper

Tag a,b € (M). Detta medfor att a,b € H for alla undergrupper
H sadana att M C H. D4 giller det att a,b™ 1 ¢ H for alla under-
grupper H sidana att M C H. Av detta foljer att a * b~1 tillhor
alla undergrupper H sidana att M C H. Déarmed giller det att
a*b! Eﬁi}? D& ger Sats 17 att (M), *) #r en undergrupp till G.
O

Anmérkning. (M) #r den minsta undergruppen till G som inne-
haller M.
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Generering av grupper

Definition. Givet en grupp (G, *) och en icke-tom delmingd M av
G. Dé kallas (M) undergruppen till G genererad av M och M kallas

generator for undergruppen (M).
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Generering av grupper

Sats 20. Elementen i (M) Gr de element i G som kan skrivas som
ay-as: ... ag, dir a; € M ellera;l eM, fork=1,2,..

Bevis: Definiera
H={ai-az-...-ap:a; € M eller ai_l €M, k:1,2,...}.m

Klart att M C H och att E_L Taga:al-ag-...-ak € H och
b=1by-by-.. b € H. Dadrat =a;' agl;-..-ay'- —1eH
Darmed gal]er det att ba_1 =by- bz bl 'a,Tr'ak4 .ar enH
Sats 17 ger da att H ar en undergrupp till G. Vidare géller att
(M ) CHCQG. Definitionen pa H ger att H C (M), ty a1-az-...-az
télslhor varje undergrupp som M &r delmsingd av, och d@rmed {iyen

snittet (M). Alltsa galler det att H = (M). O

-_—
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Generering av grupper

Exempel. Z x Z = ({(1,0), (0,1)}) d& operationen &r addition. (Se

forelasningsanteckningar).

Anmirkning. Om G &r en cyklisk grupp s finns det ett element
a € G sadant att G = {a* : k € Z}. Med andra ord galler G = {a),

dvs. den undergrupp som genereras av a #r hela G, a ér dirmed

generator for G.
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