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Permutationsgrupper

Permutationsgrupper

Definition. Ldt M vara en icke-tom mdngd. En bijektiv_avbildning

f: M — M kallas en permutation av M. Gruppen av permutationer
av M, betecknad Sym(M), definieras av
Pea—— ——

Sym(M) = ({f : M — M, sidana att f Gr en permutation av M}, o),

dir operationen o betecknar funktionssammansdttning.
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Permutationsgrupper

Pastaende: Sym(M) 4r en grupp.

Bevis: Om f,g ar permutationer s dr de bijektiva avbildningar
RENNUTATIONS,
fran M till M. DA &r &ven f o g en leektlv avblldnlng frén M till
M (Algebra A), vilket ger att f o g 4r en perm tatlon Dérmed &r
Sym(M) sluten under operationen o.
(i) For varje © € M galler att
et T

(f o (goh)(z) = f((g o h)(x)) = f(g(h(x)))
= (fog)(h(=)) = ((f o g) o h)(=) .

D4 dr fo(goh) = (fog)oh och o dr associativ.
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Permutationsgrupper

(ii) Definiera avbildningen id : M — M genom id(z) = z for alla

x € M. DA #r id det neutrala elementet, ty for alla z € M &r
f(@) = (f odd)(z) = (id o f)(z),

s foid =1ido f = f for alla f € Sym(M).
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Permutationsgrupper

(iii) Om f &r en permutation si &r f en bijektiv avbildning fran
M till M. D& &r sven f~! en bijektiv avbildning frén M T‘qill M och
dérmed en permutation. Vidare gller for alla x € M att

(fof M@ = ("o ) =z =1id(z),

sd foft=f"tof=1id
Dirmed &r Sym(M) en grupp. O
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Permutationsgrupper

Definition. For M = {1,2,...,n}, n > 1, definierar vi

Sp = Sym(M) = Sym({1,2,...,n}).

Sy kallas symmetriska gruppen av grad n.

Observera att elementen i S, ér permutationer, inte talen 1,2, ...,n.
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Permutationsgrupper

En permutation f € S,, kan representeras som

i < " )
oy e
varvid det neutrala elementet e och inversen f~! representeras som

e:<1 R n) ochf*1:<f(1) f(2) - f(nn))_y

12 gy 1 2

Exempel. Om n > 3 s3 ir S, inte en Abelsk grupp. (Se forelds-

ningsanteckningar).
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Permutationsgrupper

Med stod av foreghende exempel och Sats 14 erhaller vi att om
n >3 sk dr S, inte en cyklisk grupp. (5«:&5 byl Calalq.l( = AMk)

Antalet permutationer av {1,2,...,n} 4r nl, dvs. |Sp|-=n! (|S1] =
1,182 = 2,|S3] =6, |S4| = 24, ...).
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Permutationsgrupper

Definition. Om en permutation g € S, permuterar de r olika ele-

menten ki, ko, ..., k. cykliskt, vilket betyder att
plLaartize A ey

k) = ko, g(ks) = ks, ..., g(kr—1) = kry g(kr) = Fx

och om_de dvriga_elementen i {1,2, ...,n} limnas fiza, si kallas g en
cykel och betecknas :

g = (kl kg k’r) 8

Exempel. (Se foreldsningsanteckningar).
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Permutationsgrupper

Definition. Twd cgkler 1 S, kallus disjunkta om de inte innehdller

nagot gemensan;bt element.

Exempelvis dr (123) och (45) disjunkta, men inte (123) och (35).

0 Elementar gruppteori, v.37 10 / 27



Permutationsgrupper

Lemma 15. Om f och g dr disjunkta cykler i Sy, sd gdller fog =
gof.
L ———

Bevis: Tag godtyckligt k € {1,2,...,n}. Ett av tre fall kan intriffa:
Fall 1: Antag att f(k :z’ k. Dé ar g(k) = k och g(i) =14, varfor

l,‘

Nk) = g fh = f() = F(gk)) = (F o 9)(R).

Fall 2: Antag att g(k) = j # k. Analogt med Fall 1.
Fall 3: Antag att f(k) = k och g(k) = k. D4 ar

(g0 f)(k) = g(f(k)) = g(k) = k = f(k) = f(g(k)) = (f o g)(K).

Dirmed &r f o g = go f for disjunkta cykler i S,,. O
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Permutationsgrupper

LAt oss nu fortsdtta med vart tidigare exempel. Emedan cyklerna
sr disjunkta #r ordningsfoljden irrelevant och vi far

(143) o (25) = (25) o (143)
9 9
’(1 5 o

o
G

Exempel. (Se foreldsningsanteckningar).
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Sats. Varje f € S, dr antingen en cykel eller produkten av disjunkta

cykler i S,.
et LRSS

Observera att en permutation som &r en cykel kan framstillas med

flera olika cykelbeteckningar, exempelvis for f = (1423) i Sy giller
det att

f = (4231) = (2314) = (3142) = (1423).

Neutrala elementet i S, kan skrivas som

e:(i o n>:(1)(2)...(n):(1):(2):...:(n).

Vi avslutar detta avsnitt med ett antal exempel (se foreldsningsan-

teckningar).
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Isomorfa grupper

Nér &r tvé grupper visentligen lika? Denna friga kan besvaras med

h] av begreppet isomorfi f6r grupper. Forst skall vi dock 1nf0ra

begreppet homomorfi for algebraiska strukturer:

Definition. Antag att (G, ) och (H,o) dr algebraiska strukturer och
att f : G — H. D§ kallas f en homomorfi om det for alla a,b € G
———————— —

gilicn ot

flaxb) = f(a)o f(b).
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Homomorfivillkoret betyder att varje likhet z = = * y i G medfor
likheten f(2) = f(z)o f(y) i H.

Exempelvis &r avbildningen f : Z\{0} — Z, given av f(z) = z% en
homomorfi mellan de algebraiska strukturerna (Z\ {0}, ) och (Z,, ),
ty f(zy) = (29)? = 2%2 = f(2) f(v)-
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Definition. Twd grupper (G, *) och (H, o) dr isomorfa, vilket beteck-
nas (G,*) = (H, o), om det finns en bijektion ¢ : G — H sddan ait
for alla a,b € G giller att

p(a*b) = p(a) o p(b).

~1
Qd sdger vi att o dr en isomorfism. (( & % b= gf (‘flﬂ(}‘f(@

Exempel. Z, och S, ér isomorfa. (Se férelisningsanteckningar).
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Det giller att |Ss3| = |Zg| = 6. Ar grupperna isomorfa? Vi har
tidigare noterat att Zg ar Abelst ‘men inte S3. Med stod av foljande

lemma kan vi ge ett nekande svar pa fragan.

Lemma 16. Om gruppen (G, *) dr Abelsk och (G, *) = (H,©), sd dr
dven (H,o) en Abelsk grupp. =

Bevis: Lat ¢ : G — H vara en isomorfism. Tag godtyckliga z,y €
H. D4 finns det element a,b € G sidana att p(a) =z och ¢(b) =y.
Vidare giller det att

G Atulsle
zoy=(a)opb) =plaxb) =pb*a)Zpb)opla) =yoz,
- W, tsovmarfizvg e
s8 (H, o) dr en Abelsk grupp. O
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