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Kurstider: v. 36 -v. 42 (3.9-18.10)

o Foreldsningar : Ma och Ti 10.15 - 12 i féreldsningssal Lindelof.

e Demonstrationer: To 13.30 - 15 i Lindel6f, borjande vecka 37.
Frivillig ikryssning av raknade hemtal. Bonuspoang till tentamen 60%,
75% och 90% losta hemtal ger 1, 2 respektive 3 bonuspoang .

Kurslitteratur: Glader, Lindstrém: Diskret matematik, 2006. Kapitel 2.

Kurshemsida: http://web.abo.fi/fak/mnf/mate/kurser/algebrab/

Kurshemsidan pa intrandtet s& man maste logga in dit forst.

Kursmapp: Kopior av kursmaterial i datasalen Geologicum 127, (bredvid sal
Lindel6f).

Kurstent: Tent: M 22.10 kl. 9-13 i Geologicum Aud I.
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Kursinnehall

Kursinnehall

o Algebraiska strukturer

e Grupper

e Permutationsgrupper

e Isomorfi

e Produkter av grupper

e Undergrupper

e Symmetri

e Lagranges sats

o Ekvivalensklasser

o Burnsides sats med tillampningar pa kombinatoriska problem och
farglaggningsproblem
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Algebraiska strukturer

Vi inleder detta kapitel med att definiera de grundliggande be-

greppen operation, algebraisk struktur, neutralt element, inverter-

bart element, associativ och kommutativ operation.
Rall LeInC) SopueRant e n NS & .

Definition. En operation pd en icke-tom mdngd A dr’en gvbildning
frain A x A till A. Om operationen betecknas *, sd tillordnas varje
ordnat par (a,b) € A x A ezakt ett element i A, vilket betecknas a*b.

Med andra ord dr * en operation pc% A om och endast om villkoren
(1) och (2) gdller: :

(1) a* b dr entydigt definierat for alla a och b i A;
(2) axbe A for allaa,b€ A. '

Anmirkning. Villkoret (2) ovan, som forutsitter att (1) galler, kan

vi uttrycka med att séiga att méngden A &r sluten under opera-

tionen .
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Exempel pa operationer pa de hela talens méngd Z #r addition,

subtraktion och multiplikation, varvid g x b betyder a + b, a—b

respektive a - b.

Division #r inte en operation pé Z, eftersom divisionmed 0 inte &r
definierat. Inte heller p& Z\ {0} &r division en operation, ty kvoten av
tva heltal behéver inte vara ett heltal, s& villkor (2) &r inte uppfyllt.
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Algebraiska strukturer

Déremot #r division pd Q \ {0} en operation, dar Q betecknar de

rationella talen.

Om f:A— Aochg:A— Adr funktioner, sé skall vimed fog
alltid avse funktionssammanséittningen, dvs. den funktion fran

A till A som definieras av

(fog)(z) = f(g(x)), for varje z € A.

Funktionssammanséttningen o &ir en operation pa A4, (Hér beteck-

nar A4 mingden av alla funktioner fran A till 4).
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Algebraiska strukturer

Definition. En_(algebraisk) struktur dr en mdngd A forsedd med,
en eller flera_operationer. En mingd A med operationen * bildar en

struktur som betecknas (A,*Z. Vidare definierar vi ordningen for A

som antalet element i mingden, beteckning |Al. Om A inte dr dndlig

sdges A ha odndlig ordning.

En struktur (A4, *) dr entydigt bestimd av méngden A och av att
man for varje a,b € A kinner produkten a * b. Om A &r en #nd-
lig méngd, strukturen kallas d& ocksé étndl,ig, kan man fullstédndigt
beskriva strukturen med en kompositionstabell. ( ﬁa% /i @%;-{q’ /ng[)

", WCaal e oS
(252t B2 100)
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Definition. Ldt (A, *) vara en struktur. Ett neutralt element for x

ar ett element e € A sddant att
exa=axe=a, for varje a € A.

Ett element a € A dr inverterbart med avseende pd * om det finns ett
element o’ € A sddant att

d+a=axad =e.

Varje sadant element a' kallas invers till a.
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Vi skall nu visa att for en associativ operation har varje element

hogst en invers. Hérvid séges en operation , och &ven strukturen

(A, *), vara associativ om

a*(bxc)=(axb)xc, foralla a,bce A4,
och kommutativ om

a*xb=>bxa, for alla q,b € A.
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Algebraiska stru

Sats 11. Ldt (A, *) vara en struktur.

e

a) Dé har operationen x higst ett neutralt element i A;

b) om operationen x pd A dr associativ med neutralt element, si har

varje inverterbart element exakt en invers.

———

Bevis: a) Antag att e och ¢’ 4r neutrala element. D4 géller:

e neutralt element =>exe =¢'xe=¢,

€’ neutralt element = e’ xe=exe =e.

25
Allbsa aaller d4 att C‘:(‘T)
e
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b) Antag att x #r associativ med neutralt element e och att ele-

mentet ¢ € A ar inverterbart. Om u och v &r inverser till g s& giller:

.
e % anesaby

u=uxe=ux(a*xv)=(u*xa)*xv=exv=uv,
=€

alltsd dr u =v. O

Anmiirkning. Om elementet a € A &r inverterbart med en entydigt
: !

an

bestdmd invers, s& betecknas denna
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Algebraiska strukturer
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Algebraiska strukturer
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Algebraiska strukturer
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Algebraiska strukturer
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Definition. En grupp (G, *) dr en algebraisk struktur som satisfierar

foljande axiom:

(i) ca*x(bxc)=(a*b)*c, forallaa,b,cé€ G, (o assoerahiv)

(12) Det finns ett neutralt element e € G sddant att

exa=axe=a for alla a € G}

(i33) For varje a € G finns det ett element a=* € G sddant ail.

| (PoeG Vv vaved

a*a =g 1

*a=¢e€.

Anmirkning. Med stod av Sats 11 #r e och a~! i ovanstaende

definition entzdigt bestiamda.
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Om |G| < o0, s8 #dr (G,*) en #ndlig grupp. En &ndlig grupp

({e,a1, ..., an}, ) ar fullstéindigt bestimd av sin kompositionstabell.

Exempel. (Se foreldsningsanteckningar).

/ . )
E\A\@\V"g L(_ C"QLQG:S (1 Sf""l —1&3&) 5 IUM\AA\;'SZ[\'L&. vt s 4

o Pevwan R Kows A ppey “
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Sats 12. Ldt a, b, c vara element i en grupp (G, *).

(1) Da gdller strykningslagarna:

cka=c*xb=a=b;
axc=bxc=a=b.
(%) Dé har ekvationen

axz="b (ymo= L)

exakt en losning z = a" L xb.

(‘m?‘___l»#a.»")
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Bevis: (i) D4 c har inversen ¢~ erhller vi att

cxa=cxb=ctx(cra)=c tx(cxb)
D@ rc)¥a=(crr)xb
=exa=exb

—~aq—i

Analogt bevis for den andra strykningslagen.
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(i) Vi har att £ = a~! % b &r en losning, ty

ax(@”txb)=(axa ) xb=exb=b.

Antag att bade z; och z2 &r losningar till ekvationen. D4 &r

—_— =»

a*z1 =a*xy(=Db),

s& del (i) ger att 3 = xp. Vi har sledes gxakt en losning. O
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Korollarium 13. Om (G, *¥) dr en dndlig grupp, sd dr varje rad och

kolonn_i kompositionstabellen en permutation av gruppens elemep]‘f‘.
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Exempel pa viktiga grupper

(kH)
Exempel. Kleins fyragrupp. (Felix Klein, 1849-1925, tysk mate-
matiker) (Se foreldsningsanteckningar).
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Exempel. Gruppen av restklasser modulo n. Definiera for

n > 1 mingden Z, och operationen +, genom:

T A0, o= 13, 4_9
, = g om0<i+j<n—1
ZJF"‘74{z'+j—n, omi+j>n. 8

Strukturen {Z,,+,) har da kompositionstabellen

ol s el g e
0 R !
L 73 0

1

me=lin=01-0 1 --n—2
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Strukturen {Z,,+n) har da kompositionstabellen

e 0] Bl e
0 R
i

n—=1|n=1 0 1 .- n—2

s& vi noterar att 0 #r ett neutralt element och att inversen till

elementet k ges av

e n—k, om k= 1;.;n—1
EalH0; om k = 0.

Som hemuppgift lamnas beviset av att (Zn, +) 4r en grupp.

: 28
£x] p=20
-2 Ern=7 , B SrE (5+3)~10 =X

310
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Anmirkning. Vi noterar att |Z,] = n, s& det finns grupper av
godtycklig dndlig ordning. Vidare mérker vi att kompositionstabellen

i ovanstdende exempel dr symmetrisk kring diagonalen, dvs. i+, j =
gt

Definition. En grupp (G, *) kallas Abelsk om axb=bx*a for alla
a,beG (dus. Om <G, o> adv Ueommutativ )

Exempel p4 Abelska grupper ar (R, +), (Z,+) och (Z,,+,). (Niels

Henrik Abel, 1802-1829, norsk matematiker). (Avev] Kl edns JP% PUPF,
K Ay Alulske ) |

Elementar gruppteori, v.36



Exempel. Den linjira gruppen GL(n, R) av inverterbara n x n

matriser. (Se foreldsningsanteckningar).
———

GL(V\ ﬂ) <EA A vl Nxn Wu."“\'\\ A"e&"k\.v-g > W;&"ﬁi’*&%@-
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Anmirkning. I fortsittningen betecknas en grupp (G, *) ofta med
@ och operationen a * b med ab.
()

Definition. De positiva och neqativa\@tenserna av ett element a 1

en grupp (G, *) definieras genom:
a®:=e, al==qa, ah=aad""}, forn>2,

ah=a"!, a ™=a"ta" ™), form>2.

Man kan da visa att for alla m,n € Z giller:

ama” = am+n och (am)" =aq™m" . (gﬁ WVSM‘WM‘;\
Y::__:_ 1,,: ¢ “_1)\7 = a?h
29
n=t; oyt e (= (o)
(] o i)
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Grupper
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Definition. En grupp G kallas cyklisk om det finns ett elementa € G

sddant att
G=1{a ke 2},

Exempel. Exempel p& cykliska grupper. (Se foreldsningsanteck-

ningar).
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Sats 14. Om gruppen G dr cyklisk, sd dr den dven Abelsk.

Bevis: Antag att G &r cyklisk med G = {a* : k € Z} for nagot
a € G. Tag b,c € G. DA finns det heltal m och n sddana att a™ = b

och a™ = ¢. Vidare giller det att

be—allal — =it

och dérmed &r G en abelsk grupp. O

Sats 14 kan inte omvéndas, dvs. en Abelsk grupp behover inte vara

cyklisk, vilket foljande exempel demonstrerar.
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