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��� ��ï�	\öõû)óZï��5;nýÒåqï'� � ùüò\ý

4
ñ�ï×ô)ù ö���û)öZö

� !)ï�ý�û����hóZï$��ûºóZóZï�ý � �'	\öZï 	\ý)ô � D)ýA	
���Éð � ù ýSåqï'� � ù òNý 5 ñ�ï �\ù.�Nï
öZò"��ï
ïÑÿ�	
� ?��üï�ö��

�



� ��-���-98&1:+���/�� �	� 6E4 /�
08&1:+�
�
 -0/�� 353�
&8�+��
t

����� 9	')@"3+(>=?(+*`%�')(+@��
�"ï �

X◦ = {X◦
t : t ≥ 0}

�Uï 	�òNýºï&�nôºù���ï�ý)öõùüòNý�	
�Wóõï'��ûºóZóZï�ý � ��òNý)öZï�ó��>	 � ù.�Nïuôºù ú4û)öZù òNý
� ù.��ù ý��fùüý � !)ï�ù ý � ï�ó�� 	
�

I
� $Cï
	\öõöZû���ï � !A	 �

I = [0, b] � b < +∞ � ò\ó I = [0, b) �
b ≤ +∞ � ñB!)ï�óZï 0 ùüö 	
óZï$%)ï'� � ùüý�� �Uò\û)ý)ôA	\ó>ð�	\ý)ô

b
ù ö�ï�ù � !)ï�ó�óõï$%}ï$� � ù ý��sòNó�ýA	 � û)ó<	>�ò\ó�ï�ý � ó�	\ý���ï&�nýºò � �ÎïÑÿqù � �7�}òNó �A	>�6� �NóõòNû)ý)ôSòNý#ò\ý)ï&�Îô)ù���ï�ý)öõùüòNý�	
� ô)ùÉú û)öõùüò\ý)ö<ñ�ïsóZï&�|ï�ó

� ò � í � � 	bý)ô � è ���
� !)ïÓô)ùÉú û)öõùüòNý

X◦ ù ö�� !A	bó<	
� � ï�óõù���ï�ôÖù ý I ��ðzù � öGö ��	>�üï7�|û)ý�� � ù òNý
S(x)

	\ý)ôÆö�?Uï�ï�ô
��ï'	\öZû)óõï

m(dx)
�uå�û�?�?UòNöõï � ��òNóõï�ò��Nï�ó � � !A	 � X◦ ùüö�?UòNöõù � ù.�Nï$� ð�óZï$��û)óõóZï�ý � � � !A	 � ùüö

M := m{I} < ∞ �.�"ï �
p(t;x, y)

�Uï � !)ïPö>ð��
��ï � óZù�� � ó<	\ýºöZù � ùüòNý	ô)ï�ý)öZù � ð	ò
�
X◦ñ<ù � !�óZï�ö�?Uï'� ��� ò

m(dx)
	\ý)ô � ï �

G = d

dm

d

dS
�Uï � !)ï,ùüý�D)ý)ù � ï�öZù��
	
���Nï�ýºï�ó<	 � òNó�ò
�

X
�" `öõöZû���ï � !A	 �

m(dx) = m(x)dx � S(dx) =
S ′(x)dx

öõû�� ! � !A	 �
m(x)

	bý)ô
S ′(x)

	\óZï.��ò\ý � ù ý�û)ò\û)ö 	bý)ô�?UòNöõù � ù.�Nï�� � !)ïØì�óõï�ï�ý
�|ûºý�� � ùüòNý�ù ö�ôºï$D}ý)ï�ô 	bö

Gα(x, y) :=

∫ ∞

0

e−αtp(t;x, y) dt.

�"ï �
Px

	bý)ô
Ex

ô)ï�ý)ò � ï � !)ï�?)óZò"��	
�)ù�� ù � ð ��ï�	\öõû)óZï 	\ý)ô � !)ï�ïÑÿ�?Uï'� � 	 � ùüòNý � óZï�ö�?Uï$�&�� ù.�Nï$� ð � 	\öõöZò���ù�	 � ï�ôkñ�ù � !
X◦ ö � 	\ó � ï�ô�	 �

x
	bý)ô

Hy(X
◦)
ô)ï�ý)ò � ï � !)ï:D}óZö � !)ù � � ù ý��

� ù���ïuò
�
y
�|ò\ó

X◦ �C��ï'��	>��� �|óõò"� � í � �0?���í�� � � !A	 �

Ex

(
e−αHy(X◦)

)
=
Gα(x, y)

Gα(y, y)
. & ���Éí�'

�"ï � ý)ò�ñ {X(1)
t : t ≥ 0} 	\ý)ô {X (2)

t : t ≥ 0} �4ï � ñ�ò
��ò"?)ùüï�ö�ò
�
X◦ öZû�� ! � !A	 �

X
(1)
0 = X

(2)
0

ñ�ù � ! � !)ï ��ò"� �ØòNý ��	�ñ
m̃(dx) := m(dx)/M

�ºû � � ï �
X (1) 	\ý)ô X(2)

�Uï�ò � !)ï�ó>ñ�ùüöõïsù ý)ô)ï$?Uï�ý)ô)ï�ý � ��÷`ï$D}ýºï �|òNó
t ∈ R �

Xt :=

{
X

(1)
t , t ≥ 0,

X
(2)
−t , t ≤ 0.

�E!)ï.?)óZò���ï�öõö
X = {Xt : t ∈ R} ùüö ��	
���üï�ô 	ßö � 	 � ùüòNý�	\óõð#ô)ùÉú û)öõùüòNýpùüý	ö � 	 � ù òNýA	bóõðö � 	 � ï�� ù.��ù ý��Æùüý
I
	bý)ô !A	#��ùüý�� � !)ï �Nï�ý)ï�ó<	 � òNó G ����ò � ù���ï � !A	 �E� !)ï���	�ñøò
�

Xt

ùüö
m̃�|ò\ó<ï��Nï�óõð

t ∈ R
�






��� � ��/�(+*����`( ���q'º(��
	��q(+/2* /
�
g0

%�*��
d0

�}ò\ó � !)ï7?)óõò���ï�öZö
X
ô)ï&D}ý)ï�ô.	
�Uò��\ï � ï �

g0

	\ý)ô
d0

�Uï 	\ö7ùüý
(1.1)

�2;ný � !)ù ö7öõï'� � ùüò\ýzñ�ïôºï�óZù �Nï � !)ï �õòNùüý � ôºùüö � óZù��)û � ù òNýÆò>� −g0
	\ý)ô

d0
	\ý)ôPö�!)ò�ñ � !A	 �F� !)ï ?A	\ù ó

(−g0, d0)
ùüö

	bý�ï'� ï'��ï�ý � ò
��	Æö�?Uï$��ù�	
� �'��	\öZö K ò
� � ñ�ò>�nô)ù���ï�ý)öõùüòNýA	>�4ó�	\ý)ô)ò
� � 	\óZù�	
��� ï�öÓö � û)ô)ù ï�ôù ý � � é �B	\ýºô � í � ��� $ ïfö � 	bó � ñ�ù � ! � !)ï�ô)ï&D}ý)ù � ù òNý 	\ý)ô�öZò"��ï ?ºóZò"?Uï�ó � ù ï�öÖò
� � !)ùüö
�$��	böZö K �
������������������� ��!"�  � ñ�ò>�Îô)ù���ï�ý)öõùüòNý�	
�hó<	bý)ô)ò"� � 	\óZù�	
���üï

(ξ1, ξ2) � ñB!)ï�óZï:�Uò � !
ξ1	bý)ô

ξ2
	bóZï�ýºòNý��nýºï'� 	 � ù.�Nï � �Uï'� òNý��Nö � ò K ù��

(ξ1, ξ2)
d
= (U, V − U),

ñ !)ï�óõï
V

ù ö:	\ý 	\ó �)ù � ó<	\ó>ð�ýºòNý��nýºï'� 	 � ù.�Nï�ó<	\ý)ôºò"� �>	bóZù�	>���üï 	\ý)ô � !)ï
��òNýºô)ù � ùüòNýA	>�ôºùüö � óZù��)û � ù òNýßò
�
U

�\ù.�Nï�ý
V
ùüö<û)ý)ù �|òNó��;òNý

(0, V )
�

#%$��"&
��'(�����)���*� �+�,�
-.#%$���&/�0$1���)�2'3�"45��67�8�29��2:;�2�<�1'=��� K >?A@ B7CAD
(ξ1, ξ2) ∈ K EGF H CAI ξ1 d

= ξ2 J ξ1 + ξ2
d
= V JLK I�MND H COM2CAIQPAR�D�SGTVU ξ1 WVK I�M

ξ2
@�C.XYRZPAD�P K I�M[RZP�\]R�^]CAI`_aS

F ′ξ1(x) =

∫

[x,∞)

v−1FV (dv).

b UcD H CdM2CAIQPeR�DfS F ′V (v) =: p(v) C.XYRZPAD)PgD H CAI

P(ξ1 ∈ dx, ξ2 ∈ dy) =
p(x+ y)

x+ y
dx dy. & � �(��'

ha@ B7CAD
ξ1 K I�M ξ2 _ACiIjTkIml�IjCn\ K D�R�^]C5o K I�M2Tkpq^ K oeR K _arZCsP EOF H CAI (ξ1, ξ2) ∈ K R U K I�MTkImrtS[R UuU(Tko K r�r α 6= β J

E
(
e−αξ1−βξ2

)
=

1

α− β

∫ α

β

E
(
e−γ(ξ1+ξ2)

)
dγ. & ��� � '

v owT1TVUyx �}òNó � !)ï�?)óZò�ò
� � öZï�ï � � é � 	\ýºô � í � � �
#%$��"&
��'(�����)���z� �Z{ � F H Cg| K R�o (−g0, d0)

_ACArZTkI2\kP[D�T8D H CG}Ar K PsP K ~ R�D H D H Ci�(TkR�ImDB K |�r K }sCcDfo K IQP)U(Tkoep�\]R�^]CAI`_aS

E
(
e−αd0+βg0

)
=

1

M(α− β)

(
1

Gα(0, 0)
− 1

Gβ(0, 0)

)
. & ��� 
 '

�



� TkowCsTk^]CAo J D H C
�(TkR�ImD M2CAIQPAR�D�S�TVU (−g0, d0)
C.XYRZPAD)P K I�M[RZP�\]R�^]CAI _aS

P(d0 ∈ dt,−g0 ∈ ds)

=
1

M

(
d

dS(y1)

d

dS(y2)
p̂(t+ s; y1, y2)

) ∣∣∣
y1,y2=0+

dt ds, & � �(��'

~�H CAowC p̂(t;x, y) RZP=D H C=Dfo K IQPAR�D�RnTkI M2CAIQPAR�DfS TVUOD H Cc|�owT1}sCsPsP X̂ T]_aD K R�IjC MgUeowT p X◦_aS��kR�r�r R�I2\
X◦ ~�H CAI R�D H R�D�P��kCAowT Ev owT1TVUyx�� öZù ý��
��òNýºô)ù � ùüòNý�	
�"ù ý)ô)ï$?Uï�ý)ô)ï�ý���ïÆò
�

X(1) 	bý)ô
X(2) � �|òNó��Æû���	 (2.1) � 	\ý)ô� !)ïzæ !A	
?�� 	\ý��+î,ò"����ò
�Nò\óZò��×ï�5�ûA	 � ù òNý � ñ�ï
ñ�óZù � ï

E
(
e−αd0+βg0

)
=

∫

I

m̃(dx)Ex

(
e−αH0(X(1))

)
Ex

(
e−βH0(X(2))

)

=

∫

I

m̃(dx)Gα(x, 0)Gβ(x, 0) /(Gα(0, 0)Gβ(0, 0))

=

∫

I

m̃(dx)

∫ ∞

0

dt e−αtp(t;x, 0)

×
∫ ∞

0

ds e−βsp(s;x, 0)/(Gα(0, 0)Gβ(0, 0))

=

∫ ∞

0

dt

∫ ∞

0

ds e−αt−βs

×
∫

I

m̃(dx) p(t;x, 0)p(s;x, 0)/(Gα(0, 0)Gβ(0, 0))

=
1

M

∫ ∞

0

dt

∫ ∞

0

ds e−αt−βsp(t+ s; 0, 0) /(Gα(0, 0)Gβ(0, 0))

=
1

M(α− β)

(
1

Gα(0, 0)
− 1

Gβ(0, 0)

)
.

�6ò�ö�!)ò�ñ � !�	 �
(−g0, d0) ∈ K

ñ�ïsû)öZï=��óZò"?Uò\öZù � ùüòNý
2.2

�7�"ï � � ùüý��
α→ β

ùüý
(2.4) �ù � ù ö<öZï�ï�ý � !A	 � � !ºïsôºï�óZù �>	 � ù.�Nï d

dα

(
1

Gα(0,0)

) ïEÿqùüö � ö�	bý)ô

E
(
e−αd0+βg0

)
=

1

M(α− β)

∫ α

β

d

dγ

( 1

Gγ(0, 0)

)
dγ

=
1

M(α− β)

∫ α

β

E
(
e−γ(d0−g0)

)
dγ.

�6ò ��ò"�
?ºû � ï � !)ï �õòNù ý � ô)ï�ý)öZù � ðfóõï'��	>��� � !ºï �|òNó��Æû���	 & öZï�ï � í � � � ?��<í�� 
 '

Px(H0(X
◦) ∈ dt)/dt = dp̂(t;x, y)

dS(y)

∣∣∣
y=0+

=: p̂+(t;x, 0) & ��� è�'

è



	bý)ô � !ºï�ý���ï �
P(d0 ∈ dt,−g0 ∈ ds)/dt ds

=

∫

I

m̃(dx)p̂+(t;x, 0)p̂+(s;x, 0)

=
1

M

(
d

dS(y1)

d

dS(y2)

∫

I

m(dx) p̂(t;x, y1)p̂(s;x, y2)

) ∣∣∣
y1,y2=0+

=
1

M

(
d

dS(y1)

d

dS(y2)
p̂(t+ s; y1, y2)

) ∣∣∣
y1,y2=0+

,

ñ !)ï�óõïÆù � ùüö�û)öZï�ô � !A	 �
p̂(t;x, y)

ùüö���òNý � ùüý�û)òNû)ö,ùüý
t � x � y 	bý)ô � !A	 �

p̂+(t;x, y)
ù ö

��òNý � ùüý�û)òNû)ö<ùüý
t � x 	\ý)ô#óõù��"! � ��òNý � ùüý�û)òNûºö�ùüý

y & öõï�ï � í � �9?��<í 
 � '6�
� � :�� $�� � ���7� �6ò D}ý)ô � !)ï�ô)ï�ý)öZù � ð

(2.5)
ñ�ï�û)öõï�ô �|òNó �Æû���	

(2.6)
	bý)ô � !)ïæ7!A	
?��
	\ý��nî,ò"���Pò"�\òNóõò��ßï�5�ûA	 � ùüòNý�� � !)ï�óõï�ù ö�	
� öZò
	\ý 	
� � ï�óõýA	 � ù.�Nï 	>?�?)óZò"	
� !�� �}òNó

� !)ùüö � �üï � Ĝα(x, y)
�Uï � !ºï�ì
óZï�ï�ý �|û)ý�� � ù òNý �|ò\ó � !)ï ��ù���� ï�ô ?)óõò���ï�öZö

X̂
� � !)ï�ý & �&� ���� �0?���í � ��'

d

dS(x)

d

dS(y)
Ĝα(x, y)

∣∣∣
x,y=0+

= − 1

Gα(0, 0)
& ��� � '

	bý)ô�ñ�ï�!A	��Nï
1

α− β

(
1

Gα(0, 0)
− 1

Gβ(0, 0)

)

=
1

α− β

d

dS(x)

d

dS(y)

(
Ĝβ(x, y)− Ĝα(x, y)

) ∣∣∣
x,y=0+

=
1

α− β

∫ ∞

0

dt
(
e−βt − e−αt

) d

dS(x)

d

dS(y)
p̂(t;x, y)

∣∣
x,y=0+

=

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−αt−βs d

dS(x)

d

dS(y)
p̂(t+ s;x, y)

∣∣
x,y=0+

dt ds.

���
	 $&%�(+* ( �,@"*��º( ��� (+* 3+%�

�E!)ï�D}óZö � � 	bùüýfóZï�öZû�� � ò>� � !ºï�?A	
?Uï�ó�ù öB?ºóZï�öõï�ý � ï�ô	ù ý � !)ï �|ò
��� ò�ñ�ù ý�� � !)ï�òNóõï'� �
� 6 �0�"$��2: � ���,� B CAD

X
_AC K PAD K DfRnTkI K oeSOM]R ����PARnTkI�R�I�PeD K D�RnTkI K oASgPAD K D�C E F H CAI
U(TkoK r r t ∈ R J D H CLD ~ Tkl M]R�p CAIQPARnTkI K r2o K I�M2Tkp ^ K oAR K _arZCsP (t−gt, dt−t) K I�M (I(+)

t , I
(−)
t )

K owCgR�M2CAImDfRn} K r�r S[M]RZPAD�oAR�_��2D�CwM K I�M J UeowTkp v owTs|mT1PAR�DfRnTkI
2.3 J

E
(
e−αI

(+)
t −βI

(−)
t

)
=

1

M(α− β)

(
1

Gα(0, 0)
− 1

Gβ(0, 0)

)
, & ��� � '

�



P
(
I

(+)
t ∈ dr, I(−)

t ∈ ds
)

=
1

M

(
d

dS(y1)

d

dS(y2)
p̂(s+ r; y1, y2)

) ∣∣∣
y1,y2=0+

dr ds. & � � � '
v owT1TVUyx $Cï�?)óõò��Nï � !)ï � !)ï�òNóõï'� òNý��Éð5�|òNó � !)ï:��	\öõï�ñB!)ï�ý � !)ï�ö � 	 � ï�ö�?�	
��ïÆù ö

I =
[0,+∞) 	bý)ô �üï'	��Nï�ò � !)ï�óB��	böZï�ö � ò � !ºïsóõï�	\ôºï�ó��

(�ð � !)ï
ö � 	 � ù òNýA	\óõù � ð � ù � öZû��
��ï�ö � ò���òNý)öõùüô)ï�ó � !)ï �'	\öZï
t = 0

� �7òPöõù�� ?��üù � ð � !)ïýºò � 	 � ùüò\ý � �üï � I(+) := I
(+)
0

	bý)ô
I(−) := I

(−)
0

� �}òNó
y ∈ (0,∞) ùüý � óZò�ô)û���ï

u(x) := Ex

(
exp

(
− α

∫ H0(X)

0

1{0≤Xs≤y}ds− β

∫ H0(X)

0

1{Xs>y}ds
))

.

�}óõò"� � !)ï.�WïÑð�ý��
	\ý��+î�	
�=�|ò\ó��Æû���	Øù � �|ò"���üò�ñ�ö � !A	 �
u(x)

ùüö � !)ïÆû)ý)ù 5�û)ï��UòNûºý)ô)ï�ô
ö �Øò�ò � !�öZò
�üû � ùüòNýfò
� � !)ï�ï�5�ûA	 � ù òNý

Gu(x) =
{
αu(x), 0 < x < y,
β u(x), x > y

ñ<ù � ! � !)ï �UòNû)ý)ô�	\óõð
��òNý)ô)ù � ù òNý
u(0) = 1

�"� !)ï��|û)ý�� � ùüòNý
u(x) � � !)ï�óZï$�|ò\óZï � !A	\ö � !)ï�|ò
��� ò�ñ�ù ý����|ò\ó��

u(x) :=

{
Aψ̂α(x) + ϕ̂α(x)/ϕ̂α(0), x ≤ y,

Bϕ̂β(x), x ≥ y,

�|ò\ó�öõò"��ï ��ò\ý)ö � 	bý � ö
A

	\ý)ô
B � ñB!)ï�óõï ψ̂α

	bý)ô
ϕ̂α

	\óõï � !)ï×ùüý���óZï'	\öZù ý�� 	\ý)ôiô)ï@�
��óZï'	\öZù ý�� �|û)ý)ôA	>�Øï�ý � 	>�
öZò
�üû � ùüòNý � óZï�ö�?Uï'� � ù.�\ï'� ð � ò
� � !)ï��\ï�ý)ï�ó<	
� ù���ï�ôøô)ùÉú ï�óZï�ý � ù�	
�ï�5�ûA	 � ùüòNý

Gu = αu & ���Éí�é 'öõû�� ! � !A	 �
ϕ̂α

ùüö �UòNûºý)ô)ï�ô 	bý)ô � !)ï�����ù���� ùÉý�������òNýºô)ù � ùüòNý !)ò
�üô)ö
ψ̂α(0) = 0. & ���ÉíNí�'

(�ò � !
u
	\ý)ô#ù � ö<ô)ï�óZù �>	 � ù �Nï

u+ ö !)òNû�� ô �Uï���òNý � ù ý�û)òNûºö 	 �
y � ù�� ï�� �

{
Aψ̂α(y) + ϕ̂α(y)/ϕ̂α(0) = Bϕ̂β(y)

Aψ̂+
α (y) + ϕ̂

+
α (y)/ϕ̂α(0) = Bϕ̂+

β (y).
& ��� í���'

�



�}óõò"�
(2.12) �

B =
ψ̂+

α (y)ϕ̂α(y)− ψ̂α(y)ϕ̂
+
α (y)

ϕ̂α(0)
(
ψ̂+

α (y)ϕ̂β(y)− ψ̂α(y)ϕ̂
+
β (y)

)

=
ψ̂+

α (0)

ψ̂+
α (y)ϕ̂β(y)− ψ̂α(y)ϕ̂

+
β (y)

,

ñ !)ï�óõïzù � ù ö<û)öZï�ô � !A	 � � !)ï $CóZò\ý)ö ��ù�	bý & 	.��òNýºö � 	bý � '

ŵα := ψ̂+
α (x)ϕ̂α(x)− ψ̂α(x)ϕ̂

+
α (x) & ���Éí � '

ï�5�ûA	
� ö
ψ̂+

α (0)ϕ̂α(0)
�2æ�òNý)öõï�5�û)ï�ý � � ð � 	 � ?Uò\ùüý � y �

u(y) =
ψ̂+

α (0)ϕ̂β(y)

ψ̂+
α (y)ϕ̂β(y)− ψ̂α(y)ϕ̂

+
β (y)

.

�E!)ï �õòNù ý � �9	
?���	
��ï � ó�	\ý)ö �|òNó�� ò
�
I(−) 	\ý)ô I(+) ùüö �Nù �Nï�ý � !)ï�ý 	\ö

E
(
e−αI(−)−βI(+))

=

∫ ∞

0

m̃(dy) (u(y))2

=
(
ψ̂+

α (0)
)2
∫ ∞

0

m̃(dy)

(
ϕ̂β(y)

ψ̂+
α (y)ϕ̂β(y)− ψ̂α(y)ϕ̂

+
β (y)

)2

. & ��� í 
 '

�"ï �
r(y) := ψ̂+

α (y)ϕ̂β(y)− ψ̂α(y)ϕ̂
+
β (y)ôºï�ý)ò � ï � !)ï�ô)ï�ýºò"�Øù ýA	 � òNóÓù ý � !)ï�ïÑÿ�?)óõï�öõöZùüòNý �|ò\ó

u(y)
	\ý)ô#ý)ò � ù���ï � !A	 �

d

dm
r(y) =

d

dm

(
ϕ̂β(y)

d

dS
ψ̂α(y)− ψ̂α(y)

d

dS
ϕ̂β(y)

)

= (α− β)ψ̂α(y)ϕ̂β(y), & ���Éí���'
ñ !)ï�óõïÖñ�ïÖû)öõï�ô � !�	 �

m(dx) = m(x)dx
	\ý)ô

S(dx) = S ′(x)dx
	bý)ô � !�	 �

ψ̂α(x)	bý)ô
ϕ̂β(x)

ö�	 � ù ö � ð � !)ï�ï�5�ûA	 � ù òNý)ö

Gψ̂α = αψ̂α

	\ý)ô Gϕ̂β = βϕ̂β,

�



óõï�ö ?Uï'� � ù.�Nï$� ð�� � !)ïsï�5�ûA	
�üù � ð
(2.15)

ù ö � !)ï �\ï�ð � òPò"� � 	bùüý

E
(
e−αI(−)−βI(+))

=
(
ψ̂+

α (0)
)2
∫ ∞

0

m̃(dy)

(
ϕ̂β(y)

)2
(
r(y)

)2

=

(
ψ̂+

α (0)
)2

M(α− β)

∫ ∞

0

m(dy)
ϕ̂β(y)

ψ̂α(y)

d
dm
r(y)

(
r(y)

)2

=

(
ψ̂+

α (0)
)2

M(α− β)
lim
ε→0

{∫ ∞

ε

m(dy)
ϕ̂β(y)

ψ̂α(y)

d
dm
r(y)

(
r(y)

)2

}
.

�"ï �
F (ε)

ôºï�ý)ò � ï � !)ï�ùüý � ï'�\ó<	
�
	
�Uò��\ï�� � öõùüý�� � !�	 �
ϕ̂β(x)

ùüö �UòNû)ý)ôºï�ô=	\ý)ô
ψ̂α(x)→

+∞ 	\ö
x→ +∞ � ñ�ï�!A	��Nï

F (ε) =

∫ ∞

ε

m(dy)
ϕ̂β(y)

ψ̂α(y)

d

dm

(
− 1

r(y)

)

=

∫ ∞

ε

m(dy)
d

dm

(
1

r(y)

)∫ ∞

y

S(dx)
d

dS

(
ϕ̂β(x)

ψ̂α(x)

)

=

∫ ∞

ε

S(dx)
d

dS

(
ϕ̂β(x)

ψ̂α(x)

)∫ x

ε

m(dy)
d

dm

(
1

r(y)

)

=

∫ ∞

ε

S(dx)
d

dS

(
ϕ̂β(x)

ψ̂α(x)

)(
1

r(x)
− 1

r(ε)

)
.

å�ùüý���ï
r(x) = −

(
ψ̂α(x)

)2 d
dS

(
ϕ̂β(x)

ψ̂α(x)

)
,

ñ�ïsò"� � 	\ù ý
F (ε) = −

∫ ∞

ε

S(dx)
(
ψ̂α(x)

)2 +
ϕ̂β(ε)

ψ̂α(ε)r(ε)
.

(2ðfô)ï$D)ý)ù � ùüòNý & 2.13 '�ò
� � !)ï $CóZòNý)ö���ù�	\ý �
1

ŵα

d

dS

(
ϕ̂α(x)

ψ̂α(x)

)
= − 1

(
ψ̂α(x)

)2 ,

í�é



	bý)ô � !ºï�ý���ï �
F (ε) = − 1

ŵα

ϕ̂α(ε)

ψ̂α(ε)
+

ϕ̂β(ε)

ψ̂α(ε)
(
ψ̂+

α (ε)ϕ̂β(ε)− ψ̂α(ε)ϕ̂
+
β (ε)

)

=
1

ψ̂α(ε)

(
−ϕ̂α(ε)

ψ̂+
α (ε)ϕ̂α(ε)− ψ̂α(ε)ϕ̂+

α (ε)
+

ϕ̂β(ε)

ψ̂+
α (ε)ϕ̂β(ε)− ψ̂α(ε)ϕ̂

+
β (ε)

)

=
ϕ̂α(ε)ϕ̂

+
β (ε)− ϕ̂β(ε)ϕ̂

+
α (ε)

ŵα

(
ψ̂+

α (ε)ϕ̂β(ε)− ψ̂α(ε)ϕ̂
+
β (ε)

) .

æ�òNý)öZï�5�û)ï�ý � �Éð � û)öõùüý����UòNû)ý)ô�	\óõð ��òNý)ô)ù � ù òNý
(2.11) �

E
(
e−αI(−)−βI(+))

=

(
ψ̂+

α (0)
)2

M(α− β)
lim
ε→0

F (ε)

=

(
ψ̂+

α (0)
)2

M(α− β)

(
ϕ̂α(0)ϕ̂

+
β (0)− ϕ̂β(0)ϕ̂

+
α (0)

)

ŵαψ̂+
α (0)ϕ̂β(0)

=
1

M(α− β)

(
ϕ̂+

β (0)

ϕ̂β(0)
− ϕ̂+

α (0)

ϕ̂α(0)

)
. & ��� í�è '

�7ùüýA	>���¶ð � � !)ïzì
óZï�ï�ý5�|û)ý�� � ùüòNý�ò
�
X

�'	\ý �Uï�óZï'?ºóZï�öõï�ý � ï�ô 	\ö
Gα(x, y) = w−1

α ψα(x)ϕα(y), x ≤ y

& öZï�ï � ï�� ��� � � è �C?0�pí � ' � ñB!ºï�óZï ψα � ϕα

	\óZï � !)ï��|ûºý)ôA	
��ï�ý � 	
��öõò"�üû � ùüò\ý)ö�ò>�
(2.10)öõû�� ! � !A	 �

ϕα

ù öB�UòNû)ý)ôºï�ô 	bý)ô
ψ+

α (0) = 0 & ��òNý)ôºù � ù òNý �|ò\ó � !ºïsóZï&%}ï'� � ù òNý	'4��åqù ý���ï
ϕ̂α = ϕα � ñ�ï !A	#�Nï

1

Gα(0, 0)
= −ϕ

+
α (0)

ϕα(0)
= − ϕ̂

+
α (0)

ϕ̂α(0)
.

�E!�û)ö � � !)ï	óõù��"! � � !A	\ý)ôLöZù ô)ï�ö×ò
�
(2.16)

	\ý)ô
(2.4)

	\óZïpï�5�û�	
� 	\ýºô � !)ï ?ºóZò�ò
�
ùüö
��ò"� ?��üï � ï�� � � !)ò\û��"!�ñ�ï�ô)ò#ý)ò � !A	#�Nï 	\ýJð ?ºóZò"�A	>�)ù�� ù ö � ù��ÖïEÿ�?���	\ýA	 � ùüò\ý �|ò\ó � !)ï�ï�5�ûA	
� ù � ðù ý ��	�ñTù ý � !)ï�òNóZï$�

2.5 & �)û � �|òNó RBM ñ�ù � !�ô)óZù � � � öZï�ï � !)ïÖý)ïÑÿ � öZï$� � ù òNý	' � � !)ï�|ò
��� ò�ñ�ù ý�� �üï$�
�
	 & �$� � � � � � � ��óZò"?UòNöõù � ùüòNý � �ÉíNí ?0� ��� é�'�ïEÿ�?���	bùüý)ö�ñB!�ð � !ºï��>	bóZù�	>���üï�ö
I

(+)
t

� I(−)
t

� t− gt � 	bý)ô dt − t
	
��� !A	��Nï � !)ï�ö�	
��ï�ïEÿ�?Uï$� � 	 � ù òNý��

�
�2: : � � ���,��� Tko K \]R�^]CAI s > 0
D H C CA^]CAImD�P {Xs > X0} K I�M {d0 > s} K owCR�I"M C�|mCAI�M2CAImD E
íNí



v osT1TVUyx (�ð � !)ï�öõð�� �Øï � ó>ðfò>� � !ºï � ó<	\ýºöZù � ùüòNýßô)ï�ý)öõù � ùüï�ö �
P(Xs > X0 ; s < d0) =

∫ b

0

m(dx)

M
Px(X

(1)
s > x ; s < H0(X

(1)))

=
1

M

∫ b

0

m(dx)

∫ b

x

m(dy) p̂(s;x, y)

=

∫ b

0

m(dy)

M

∫ y

0

m(dx) p̂(s; y, x)

= P(Xs < X0 ; s < d0). & ���Éí � '
��ò � ùüý�� � !A	 � � ��ð � !ºïsóõï��Nï�óZöõù��)ù��üù � ð 	\ý)ô � !ºï�ö � 	 � ùüò\ýA	\óZù � ð �

P(Xs > X0) = P(X−s > X0) = P(X0 > Xs) = 1/2

��ò"� ?��üï � ï�ö � !)ï�?)óZò�ò
� �
� �"$���9f9 � $�� � ���<� F H C3C.Xy|mCs}AD K DfRnTkIQPdTVU I(+) J I(−) J�K I�M d0 K osC3C���� K r Ev owT1TVUyx (�ð

(2.17) �

E
(
I(+)

)
= 2E

(∫ d0

0

1{Xs>X0} ds
)
= 2

∫ ∞

0

P(Xs > X0 ; s < d0) ds

=

∫ ∞

0

P(d0 > s) ds = E(d0).

å�ù���ù���	bó��¶ð � ñ�ï ��	býSö !)ò�ñ � !A	 �
E
(
I(−)

)
= E(d0)

�
����� 9	')//�`%/�u(+3+(����q(
	 @���
u3+%�*`%u�q(+/�* /
� ���`@Þ(V�`@"*��q( ��� 
��`@"*

X
( �

%����C$ 
�( ��� �,')(V� �
;ný � !)ï5��	\öõï�ñB!)ï�ý

X
ùüö�	kö � 	 � ùüò\ýA	\óõð óZï&%}ï'� � ù ý�� (�óZò�ñ�ý)ù�	\ý �Øò � ùüò\ýiñ�ù � !�ôºóZù�� �

−µ < 0 ñ�ï ?)óõò��Nï � !)ï � 	
� �7� !A	 � I(+) d
= I(−) d

= d0
��ð ��òNý)öõùüô)ï�óZùüý�� � !)ï��üò��'	
� � ù���ï

?ºóZò���ï�öZöuò
� 	\ý	ïEÿ���û)óõöZùüò\ýkùüýºö � ï'	\ô	ò>�C	
?�?�� ð�ùüý�� � !)ï��}ï�ð�ý��
	\ý��nî�	
� �|òNó �Æû���	 	\ö,ùüý
� !)ï�?)óZò�ò>�Gò>�!� !)ï�òNóZï$�

2.5
�

�"ï � {L(t, y) : t ≥ 0, y ≥ 0} ô)ï�ý)ò � ï � !)ï �üò��'	
� � ù���ï�ò>� {X◦
s : s ≥ 0}

û�? � ò
t	 �B� !)ï��üï4�Nï'�

y
ñ�ù � !#óõï�ö ?Uï'� � � ò � !)ï �"ï$�4ï�ö��\û)ï=��ï�	\öõû)óZï � ù�� ï�� � ñ�ï !�	��Nï

∫ t

0

g(X◦
s ) ds =

∫

E

g(x)L(t, x) dx & � � í � '
í��



�|ò\ó 	\ý�ðký)òNý��Îý)ï'�"	 � ù �Nï
(�òNóZï$�#�|û)ý�� � ù òNý
g
� � !)ï �|ò"��� ò�ñ�ù ý�� � 	�ð�3qî
ý)ù��"! � � !)ï�òNóõï'�

& öZï�ï � è �7?�?0� � é�3 � í�'uô)ï�ö ��óõù��Uï�ö � !)ï
�Uï'!A	#��ùüòNû)ósò
� � !)ï
� ò���	
� � ù��Øï�?ºóZò���ï�öZö
L
û�?

� ò
H0(X)

� �"ï �
Z(n,2µ) ôºï�ý)ò � ï � !ºïfö�5�û�	\óZï�ô�ó<	bô)ù�	
�C?A	bó � ò>��	\ý

n
�Îô)ù���ï�ý)öZù òNýA	
�

1uóõý)ö � ï�ùüý 3 � !��üï�ý �Uï'� � ?)óZò���ï�öõö�ñ�ù � !5?A	bó<	
��ï � ï�ó
µ
	bý)ô#óõï'�'	
��� � !A	 � � !)ï��Nï�ý)ï�ó�	 � ò\óò>�

Z(n,2µ) ù ö
2z

d2

dz2
+ (n− 2µz) d

dz
.

� 6 �0�"$��2: �,��� ��� TkI�M]R�DfRnTkI K r�r SNTkI X0 = x J
{L(H0(X), y) : 0 ≤ y ≤ x} d

= {Z(2,2µ)
y : 0 ≤ y ≤ x},

{L(H0(X), x+ y) : y ≥ 0} d
= {Z(0,2µ)

y : y ≥ 0},
~�H CAowC%D H C5|�osT1}sCsPsP Z(0,2µ) RZPgPAD K oAD�C M�UeowT p D H C5|mT1PAR�DfRnTkI;TVU

Z(2,2µ) K D D�R�p C x _��2DTkD H CAo ~ RZP1C Z(2,2µ) K I�M Z(0,2µ) K owC%R�I�M2C�|mCAI�M2CAImD E
�}òNó � !)ïuö � 	 � ùüòNýA	bóõð�ïÑÿ���û)óZöõùüòNý {Xt : g0 < t < d0}

ö � ó<	\ôºô��üù ý�� ��ï�óZòÖù ý � óõò�ô)û���ïù � ö � ò � 	>� �üò��'	
� � ù���ï ?)óZò���ï�öõö��Jð
L(e)(y) := L(1)(H0(X

(1)), y) + L(2)(H0(X
(2)), y), y ≥ 0,

ñ !)ï�óõï
L(1)(H0(X

(1)), y)
	\ý)ô

L(2)(H0(X
(2)), y)

	\óõï � !ºï�� ò���	
� � ù��Øï�ö 	 �
y
û�? � ò

� !)ï D)óZö � !ºù ��� ùüý�� � ù���ï�ö�ò
� ��ï�óZò.�|ò\ó
X(1) 	\ý)ô X(2) � óõï�ö�?Uï$� � ù.�Nï$� ð���åqù ý���ï X(1) 	\ý)ô

X(2) 	\óõïßù ý)ô)ï$?Uï�ý)ô)ï�ý � � �Nù.�Nï�ý X0 = x � ù � �|ò"���üò�ñ�ö � !�	 �
L(1) 	\ýºô

L(2) 	bóZï 	
�üöõò
ù ý)ô)ï$?Uï�ý)ôºï�ý � � �Nù.�Nï�ý X0 = x

�
��ï$��	>��� & öZï�ï � � ����	\ý)ô � è��2?�� � ��' � !�	 � ù �

Y (1) 	\ý)ô
Y (2) 	\óõï � ñ�òßù ý)ô)ï'?Uï�ý)ô)ï�ý �ýºòNý��Îý)ï'� 	 � ù.�Nï � ù���ï&� !ºò"��ò
�Nï�ý)ï�òNûºösô)ù ú4û)öZù òNý)ö � !)ï�ý

Y (1) + Y (2) ùüö=	Sôºù ú4û)öZù òNýCù �
	bý)ô#òNý��Éðßù � � !)ï��Nï�ý)ï�ó<	 � ò\óZö�ò
�

Y (1) 	bý)ô Y (2) 	\óZï
ò
� � !)ï �|òNó �Øö

ax
d2

dx2
+ (bx+ ci)

d

dx
, i = 1, 2,

óõï�ö ?Uï'� � ù.�Nï$� ð � ñB!)ï�óZï a > 0 � ci ≥ 0 � b ∈ R
� � !)ï �Nï�ý)ï�ó�	 � ò\ó�ò
�

Y (1) + Y (2) ùüö

ax
d2

dx2
+ (bx+ (c1 + c2))

d

dx
.

�}óõò"� � !ºï�òNóõï'�
2.8

ñ�ïsò
� � 	\ù ý�ýºò�ñ � !)ï � 	�ð�3qî
ý)ù��
! �E� !ºï�òNóõï'� �|òNó
L(e) �

í �



� 6 �0�"$��2: �,��� ��� TkI�M]R�DfRnTkI K r�r SNTkI X0 = x J
{L(e)(y) : 0 ≤ y ≤ x} d

= {Z(4,2µ)
y : 0 ≤ y ≤ x},

{L(e)(x+ y) : y ≥ 0} d
= {Z(0,2µ)

y : y ≥ 0},
~�H CAowCOD H C
|�owT1}sCsPsP Z(4,2µ) RZP3PAD K oeDVC M%UeowTkp�� K I�M D H C
|�osT1}sCsPsP Z(0,2µ) RZP3PAD K oeDVC MUeowTkp D H C3|mT1PAR�DfRnTkI TVU

Z(4,2µ) K DgDfR�p C x _��2DOTkD H CAo ~ RZP1C Z(4,2µ) K I�M Z(0,2µ) K owCR�I"M C�|mCAI�M2CAImD E
�
�2: : � �,��!��,� B7CAD

H0(L) := inf{y ≥ 0 : L(e)(X0+y) = 0} EOF H CAI[D H C o K I�M2Tkp^ K oeR K _arZCsP H0(L) K I�M L(e)(X0) K owC C.Xy|mTkIjCAImDfR K r�r S8M]RZPADfoeR�_��2DVC M ~ R�D H | K o K pNCAD�CAowP
2µ K I�M µ J osCsP�|mCs}AD�R�^]CAr S Ev osT1TVUyx ÷`ï&D}ý)ï

M (1) := sup{Xt : 0 ≤ t ≤ d0}
	\ý)ô

M (2) := sup{Xt : g0 ≤ t ≤ 0}.
�E!)ïsô)ù ö � óõù��)û � ùüò\ýfò
�

M (i) & i = 1, 2 '�ùüö �Nù �Nï�ý �Jð & öõï�ï � è��0?���í 
 '

Px(M
(i) < y) = Px(H0(X) < Hy(X)) =

S(y)− S(x)

S(y)− S(0)
.

�"ï �
M̃ (i) :=M (i) − x

�/� !)ï�ý

Px(M̃
(i) < y) = Px(M

(i) < x+ y) =
e2µ(x+y) − e2µx

e2µ(x+y) − 1 ,

ñ !)ï�óõïsñ�ïsû)öõï�ô � !A	 � �|òNó
RBM

ñ�ù � !#ô)óõù�� �

S(x) =
1

2µ
(1− e2µx).

	�ï�ý���ï � �Jðfùüý � ï'�Nó�	 � ù òNý �
P(H0(L) < y) =

∫ ∞

0

2µe−2µx Px(M̃
(1) < y)Px(M̃

(2) < y) dx

=

∫ ∞

0

2µe−2µx

(
e2µ(x+y) − e2µx

e2µ(x+y) − 1

)2

dx

= 1− e−2µy.

í 




�,ïEÿ � ñ�ï�ö�!ºò�ñ � !A	 �
L(e)(X0) ∼ Exp(µ) � � !A	 � ù ö L(e)(X0)

ù ö,ïÑÿ�?UòNý)ï�ý � ù�	
��� ðôºùüö � óZù��)û � ï�ôCñ�ù � ! ?A	\ó<	>�Øï � ï�ó
µ
� ��ï'�'	
��� � !�	 � �|òNó:(�óõò�ñ�ý)ù�	\ý ��ò � ù òNý�ñ�ù � !iôºóZù�� �

−µ ��ù���� ï�ô5	 � ��ï�óZò
Ĝ0(x, x) =

1

2µ

(
e2µx − 1

)
.

�E!)ï=�9	
?���	
��ï � ó<	\ý)ö �|òNó�� ò
�
L(H0, x)

ù ö & öZï�ï � è �9?�� � ��'

Ex

(
e−αL(H0(X), x)

)
=

1

Ĝ0(x, x)m(x)α + 1
=

µ

(1− e−2µx)α + µ
. & ��� í � '

�}óõò"�
(2.19)

ñ�ï�D}ýºô

E
(
e−αL(e)(X0)

)
=

∫ ∞

0

2µe−2µx
( µ

(1− e−2µx)α + µ

)2

dx =
µ

µ+ α
.

#%$��"&
��'(�����)��� � ��!"!"� F H Cdo K I�M2Tkp ^ K oeR K _arZCsP I(+) J I(−) J�K I�M d0 H K ^]CdD H C P K p Cr K ~ Ev owT1TVUyx $Cïsö !)ò�ñ D)óZö �B� !�	 �
I(+) d

= I(−) �C(�ð5��óõò"?UòNöZù � ù òNý
2.9

	bý)ô
(2.18) �

E
(
e−αI(+))

= E
(
exp

(
− α

∫ ∞

0

1{Xs>X0}ds
))

= E
(
exp

(
− α

∫ ζ

0

Z(0,2µ)
y dy

))
,

ñ !)ï�óõï
Z

(0,2µ)
0 ∼ Exp(µ)

	bý)ô
ζ ∼ Exp(2µ)

ù ö � !)ï � ù��|ï � ù���ï�ò
�
Z(0,2µ) � �,ò � ï

� !A	 � & �&� � � è��0?�� � é '
{Z(0,2µ)(ζ − y) : 0 ≤ y ≤ ζ} d

= {Z(4,2µ)(y) : 0 ≤ y ≤ τ},
ñ !)ï�óõï

τ ∼ Exp(2µ)
ùüö�ù ý)ô)ï'?Uï�ý)ô)ï�ý � ò
�

Z(4,2µ) ��æ�òNýºöZï�5�û)ï�ý � � ð � �Jð ��óõò"?UòNöõù � ù òNý
2.9 �

E
(
e−αI(+))

= E
(
exp

(
− α

∫ ζ

0

Z(0,2µ)
y dy

))

= E
(
exp

(
− α

∫ ζ

0

Z
(0,2µ)
(ζ−y) dy

))

= E
(
exp

(
− α

∫ τ

0

Z(4,2µ)
y dy

))

= E
(
e−αI(−))

.

í��



�6òfô)ï�ô)û���ï � !A	 �
I(+) d

= d0 � ñ�ï�	\ô)ò"? � � !)ï�	bó��Nû���ï�ý � ù ý � � í��lû)öZï�ôdùüý � !)ï�?)óZò�ò
�
ò>� � !)ï (�ù�	\ýºï63�; � !)ò
�6ù ô)ï�ý � ù � ð�� �Gù óZö � óZï$��	
��� � !A	 �

I(+) =

∫ ∞

0

Zs ds,

ñ !)ï�óõï � !)ï�?)óZò���ï�öõö
Z = Z(0,2µ) ù ö � !)ï�öZò
�üû � ùüòNýfò>� � !ºï�åq÷uþ

dZt = 2
√
Zt dWt − 2µZt dt, Z0 ∼ Exp(µ). & ���*�\é '

;ný � óõò�ô)û���ï�ý)ïÑÿ �
At :=

∫ t

0

Zs ds

	bý)ô��üï �
αt

�4ï � !ºïÓóõù��"! � � ��òNý � ù ý�ûºòNû)ö6ùüý �Nï�óZöõïÓò
�
At

�låqùüý���ï � !ºï)5�ûA	bô)ó<	 � ù�� �>	\óõù�	 � ùüò\ýò>� � !)ï��üò���	>� �
	\ó � ùüý�� 	
�Éï
Yt =

∫ t

0

√
Zs dWs

ùüö �Nù �Nï�ý �Jð

〈Y, Y 〉t =
∫ t

0

Zs ds = At,

ù � �|ò"���üò�ñ�ö �|óZò
� ������ð � ö�� !A	\ó�	
� � ï�óZù���	 � ùüò\ý � !)ï�òNóZï$� � !A	 �
Yαt

ù ö 	 (�óZò�ñ�ý)ù�	\ý ��ò>�
� ùüò\ý � ö�	�ð Bt � ö � 	\ó � ï�ô 	 � ��ï�óZò
	\ý)ô#ö � ò"?�?Uï�ô 	 �

A∞
� 	,ï�ý���ï � �|ò\ó t < A∞ �

Zαt − Z0 = 2

∫ αt

0

√
Zs dWs − 2µ

∫ αt

0

Zs ds

= 2Yαt − 2µAαt

= 2Bt − 2µt.
�"ï ��� ù ý��

t → A∞
�Nù �Nï�ö

Z0/2 = B
(µ)
A∞
,
ñB!)ï�óZï

B
(µ)
t := −Bt + µt

� � !�ûºö � � 	���ù ý��ù ý � ò 	
�$��òNûºý �B� !A	 �
0 < Zαt = Z0 + 2Bt − 2µt, 0 ≤ t < A∞,

ð�ù ï'� ô)ö
A∞ = inf{t : B(µ)

t = Z0/2}. & ���*�qí�'å�ùüý���ï
Z0 ∼ Exp(µ)

	\ýºô#ùüö<ùüýºô)ï'?Uï�ý)ô)ï�ý � ò
�
B(µ) � (2.21) ùüö<ï�5�ûºù.�>	>�üï�ý � ñ�ù � !

I+ = A∞
d
= Hλ(B

(µ)), & ���*����'
ñ !)ï�óõï

λ ∼ Exp(2µ)
ùüö�ù ý)ô)ï'?Uï�ý)ô)ï�ý � ò
�

B(µ) ����ò � ùüý�� � !A	 � � !)ïsóZù��"! � � !A	bý)ô�öZù ô)ï
ò>�
(2.22)

ù ö<ùüô)ï�ý � ù���	>�hù ý5��	�ñ � ò
H0(X)

�\ù.�Nï�ö
I(+) d

= d0 � 	\öB�'��	\ù���ï�ô��
í�è



� ��� 
 � -98$1:+ -91 * -�� �	� 6E4 / 
08$1=+ -���� 1 /��

	 ��� � ( �0��')(���	��q(+/�* /
�
(−g0, d0)

(>* �q@h')= ��/
���
	h5 � =?@"% � 	�')@
æ�òNý)öZù ô)ï�ó � !)ï�ô)ùüö � óZù��)û � ùüòNýßò
�

d0 & 	\ý)ô −g0

'4� �}óZò"�
(2.4) �

E
(
e−αd0

)
= E (eαg0) =

1

MαGα(0, 0)
. & � �Éí�'

��ïÑÿ � �üï �
`(t, 0)

�Uï � !)ï
� ò���	
� � ù��Øï�	 � ��ï�óZòpû�? � ò � ù��Øï
t & ñ�ù � ! óõï�ö ?Uï'� �:� ò � !ºïö ?Uï�ï�ô ��ï�	böZû)óZï#'Æò
� {Xs : s ≥ 0} � X0 = 0

� ��ï �
A = {At : t ≥ 0} �Uï � !ºïóõù��
! � � ��òNý � ù ý�ûºòNû)öÓùüý �Nï�óõöZïsò>�

`
�/� !ºï ?)óZò���ï�öõö

A
ùüöB	Pöõû��UòNóZôºùüýA	 � òNóB	\ýºô

E0

(
exp(−αAt)

)
= exp(−tΨ(α)),

ñ !)ï�óõï � !)ï �9	
?���	
��ï
ïEÿ�?Uò\ý)ï�ý �
Ψ
ù ö �Nù.�Nï�ý ��ð

Ψ(α) =

∫ ∞

0

(
1− e−αt

)
n+(dt) = α

∫ ∞

0

e−αtn+(t,∞) dt

ñ<ù � ! � !)ï 	böZöZò���ù�	 � ï�ô ������ð5��ï'	\öZû)óõï
n+(dt)

�
#%$��"&
��'(�����)���*{ ��!"� F H C
B K |�r K }sC3C.Xy|mTkIjCAImD Ψ(α) TVU A RZPi\]R�^]CAI`_aS

Ψ(α) =
1

Gα(0, 0)
= − d

dS(x)
Ex

(
e−αH0

) ∣∣∣
x=0+

. & � �*��'
v owT1TVUyx åqï�ï � í � �0?����qí 
 �
#%$��"&
��'(�����)���*{ �+�,� B7CAD

n+(dt)
_ACgD H CcB��A^1S p C K P � owC3TVU A E[F H CAI

P(−g0 ∈ dt) = P(d0 ∈ dt) =
n+(t,∞)

M
dt; & � � � '

P(V ∈ dv) = v

M
n+(dv), ~�H CAosC V := d0 − g0; & � � 
 '

P(d0 > v,−g0 > w) =
1

M

∫ ∞

v+w

n+(t,∞) dt; & � �*��'

P(d0 ∈ dt,−g0 ∈ ds)/dt ds = −
1

M

d

dt
n+(t+ s,∞). & � � è '

í �



v owT1TVUyx �}òNó��Æû���	
(3.3)

ùüö=	 ��òNý)öõï�5�û)ï�ý���ïßò
�
(3.1)

	bý)ô ��óZò"?UòNöõù � ùüòNý
3.1 � 	\ýºô ùüö

�\ù.�Nï�ý�ù ý � � � � 	bý)ô � � 

� ����� & � !)ï \]rZT]_ K r<U(Tkoep �2r K '4� �}òNó��Æû���	\ï
(3.4) � (3.5) � 	bý)ô

(3.6)
�|ò"��� ò�ñøù��
��ï�ô)ù�	 � ï'�Éð �|óZò"�

(3.3)
	\ýºô ��óõò"?UòNöõù � ù òNý

2.2
�

� � :�� $���{ �+{ �E; � ù ö,ù ý � ï�óZï�ö � ù ý�� � ò
��ò"� ?A	\óõï � !)ïzóZù��
! � � !A	\ýºôSöZù ô)ï�ö,ò
�
(3.6)

	\ý)ô
(2.5)

� �}òNó � !ºùüö � ýºò � ù���ï D}óZö � �|óZò"� (3.2)
� !A	 �

n+(t,∞) = d

dS(x)
Px(H0 ≥ t)

∣∣∣
x=0+

. & � � � '
�E!�û)ö � ñ�ï !A	#�Nï

− d

dt
n+(t+ s,∞) =

d

dt

d

dS(x)
Px(H0 < t+ s)

∣∣∣
x=0+

=
d

dS(x)

d

dt
Px(H0 < t+ s)

∣∣∣
x=0+

=
d

dS(x)

d

dS(y)
p̂(t+ s;x, y)

∣∣∣
x,y=0+

.

	 � � : 
z@ 	���')%�3Ö')@ 
,')@���@"* �q%u�q(+/2* � ��/�'
d0

%2*i�
V = d0 − g0

;ný � !)ùüöÓöõï'� � ùüò\ýfñ�ï
ö�!)ò�ñ � !A	 �E� !)ï
ô)ù ö � óõù��)û � ùüò\ýßò>�
d0 & 	\ý)ô −g0

'�ùüö 	���ùÉÿ � û)óõïuò>�ïEÿ�?UòNý)ï�ý � ù�	
� ô)ùüö � óZù��)û � ùüò\ý)öE	bý)ô � !)ï
ôºùüö � óZù��)û � ù òNý×ò
�
V = d0 − g0

ù ö 	:�Øù¶ÿ � û)óZï`ò>�
�"	
� � 	�ô)ùüö � óZù��)û � ùüò\ý)ö��!� !)ï ��ùÉÿqù ý��=��ï�	böZû)óZï�ö 	\óõï � !)ï`ö<	>�Øï 	\ý)ô �'� òNöZï$� ð�óZï$��	 � ï�ô
� ò � !)ï×öõò �'	
���üï�ô ?)óõùüý���ù�?A	>�2ö ?Uï'� � ó<	>� ��ï�	\öõû)óZï×ò>� � !)ï ?)óZò���ï�öõö

X � 	\özô)ï$D}ýºï�ôÒùüý
î
óõï�ù ý � ö � !)ï�òNó>ðPò>� ö � óõùüý��\ö � öZï�ï � í 

� í�è � í � ��� 1
ûºó2ö � 	\ó � ù ý���?UòNùüý � ùüö � !)ï�óõï�öZû�� � ô)û)ï
� òÖî
ý)ù��"! � & öZï�ï � í���� '�ñB!)ù��@!fö � 	 � ï�ö � !A	 � � !)ï ���4��ð ��ï�	\öõû)óZï

n+(dt)
ù öE	
�)öõò"�üû � ï'�Éð

��òNý � ùüý�û)òNû)ö,ñ�ù � !	óõï�ö�?Uï$� � � ò � !ºï.�"ï'�Uï�ö��Nû)ï.��ï'	\öZû)óõï.	bý)ô � !)ï�óõïÆïÑÿqù ö � ö 	×ûºý)ù 5�û)ï
��ï'	\öZû)óõï

∆
öõû��@! � !A	 �

ν(t) := n+(dt)/dt =

∫ ∞

0

e−zt∆(dz). & � � � '
ä#òNóZï�ò��Nï�ó � ∆ !A	\ö � !)ï�?)óZò"?Uï�ó � ùüï�ö

∫ ∞

0

∆(dz)

z(z + 1)
<∞ & � � � '

	bý)ô
∫ ∞

0

∆(dz)

z
=∞. & � �Éí�é '

í �



$CïØóZï$� 	bó � & �$� � � í�� � ' � !A	 �
(3.9)

ùüösï�5�ûºù.�>	>�üï�ý � ñ�ù � ! � !ºïØô)ï$D}ýºùüý�� ?ºóZò"?Uï�ó � ðdò
�
� !)ï ������ð5��ï�	böZû)óZï�ò>�F	ÖöZû��UòNóõô)ùüý�	 � òNó � ù�� ï�� �

∫ ∞

0

(1 ∧ t)n+(dt) <∞.

�E!)ï ?)óõò"?Uï�ó � ðPùüý
(3.10)

ù ö7	 ��òNýºöZï�5�û)ï�ý���ïuò
� � !)ïB� 	
� �C� !�	 �C� !)ï�ö�?Uï�ï�ô �Øï'	\öZû)óõï,ù ö
ö � óõù�� � � ð ?UòNöZù � ù �NïÖï��Nï�óõð�ñB!)ï�óZï 	\ý)ô � ùüý ?A	bó � ù���û���	\ó � ù ý�	�óZù��"! � ý)ï�ù��"! �UòNû)ó !)ò�ò�ôdò>�
0 � öZï�ï � í 
 � ?�� � � � �}òNóE	\ý)ò � !)ï�ó ?)óõò�ò
�6ò
� (3.10) öZï�ï � í � � � ñB!)ï�óZï ∆ ù öÓùüý � ï�ó�?)óõï � ï�ô
	bö � !)ï�?)óõùüý���ù�?A	>� ö�?Uï'� � ó�	
�9��ï�	\öõû)óZï�ò>�F	 ��ù���� ï�ôfö � óZù ý����
#%$��"&
��'(�����)��� { ���7� B7CAD

∆
_AC D H C p C K P � owC R�ImD�owT(M��m}sC M K _ATk^]C K I�M K PsP1T1}AR K DVC M ~ R�D HD H CL|�owT1}sCsPsP X E.F H CAI D H C%p C K P � owC
∆̃(dz) = ∆(dz)/(Mz2)RZP K |�owT]_ K _aR�r R�D�S p C K P �2osC E � TkowCsTk^]CAo J

P(d0 ∈ dt)/dt =
∫ ∞

0

ze−zt ∆̃(dz), & � �ÉíNí�'

K I�M
P(V ∈ dv)/dv =

∫ ∞

0

z2v e−zv ∆̃(dz). & � �Éí���'
v owT1TVUyx ��ï$��	>��� � !�	 � ùüý � !ºïsóõï'��û)óZóõï�ý � ��	\öõï & öõï�ï � � � �9?�� ���\é�	\ý)ô � è��0?����bé ' �

lim
α↘0

αGα(x, x) =
1

m{I} ,
�|ò\ó 	>���

x ∈ I. & � �Éí � '
(2ð
(3.13) � (3.8) � 	\ý)ô �}û��ºùüý)ù � ö � !)ï�òNóZï$� �

M := m{I} = lim
α↘0

1

αGα(0, 0)

=

∫ ∞

0

n+(t,∞) dt

=

∫ ∞

0

dt

∫ ∞

t

ν(s) ds

=

∫ ∞

0

dt

∫ ∞

0

∆(dz)
e−zt

z

=

∫ ∞

0

∆(dz)

z2
,

	bý)ô � � !)ï�óZï$�|ò\óZï � ∆̃ ù ö 	 ?)óõò"�A	
�ºù��üù � ð=��ï�	böZû)óõï��#�}òNó �Æû���	bï
(3.11)

	bý)ô
(3.12)

�|ò"��� ò�ñ
ýºò�ñ �|óZò"� ��óZò
?UòNöZù � ùüò\ý

3.2
	\ýºô#ö�?Uï'� � ó�	
��óõï'?)óõï�öZï�ý � 	 � ù òNý

(3.8)
�

í �



� � :�� $�� { � � ���Wóõò"� � !)ï ?)óZò�ò
�zò
����óZò
?UòNöZù � ùüò\ý
3.4

	�ý)ïÑñ � ï�ö � �|òNó ?UòNöõù � ù.�Nïóõï'��û)óZóõï�ý���ïkï'��ï�ó��\ï�ö�ç�	 óZï$��û)óõóZï�ý � ô)ùÉú û)öõùüòNý
X

ùüö
?UòNöZù � ù �Nï'� ð�óõï'��û)óZóZï�ý � ù ��	\ý)ô
ò\ý�� ð×ù��

∫ ∞

0

∆(dz)

z2
<∞.

	 �
	 � � 	<	,' ��(+/�* �,')(V����@��
;ný � !)ù ö�öõï'� � ùüò\ýLñ�ï#û)öZï � !ºï � !ºï�òNó>ð�ò>� � !)ï ��	
��� �Øï'	\öZû)óõï�ö � òCö�!)ò�ñ � !A	 ��� !)ïóõï�öõû�� � ùüý � !)ï�òNóZï$� ���*� !�	\ö 	=��ò\û)ý � ï�ó�?�	\ó � ù ý � !)ï �|ó<	
��ïÑñ�òNó �Öò>�"ïEÿ���û)óZöõùüòNýºö �|óõò"�é � ò�éPò>� � !ºï�ö � 	 � ùüò\ýA	\óõð×ý)òNý��ný)ï$� 	 � ù �Nï
ô)ù ú4û)öõùüòNý

X.
�"ï �

M := {t ∈ R : Xt = 0}
�Uï � !)ï ��ï�óõò�öZï � ò
�

X
	\ý)ô

L := {t ∈M : ∃ ε > 0 ∀ 0 < s < ε Xt+s > 0}
�Uï � !)ï�öZï � ò
� � !)ï�ö � 	\ó � ùüý�� � ù��Øï�ö<ò
�7ïÑÿ���ûºóZöZù òNý)öB�|óZò
��é � òØéÖòNý 	.?A	 � !�ò
�

X.$Cïkùüý � óZò�ôºû���ï	ý)ïEÿ �5� !)ïkö ?A	
��ï
E

��ò\ý)öZù ö � ù ý��Òò>� ��òNý � ù ý�û)òNûºö �|ûºý�� � ùüòNý)ö
e :

R+ 7→ R+

öõû�� ! � !�	 �
e(0) = 0

	\ýºô �|ò\ó`ñB!ºù�� ! � !)ï�óõïÖïÑÿqù ö � ö
ζ = ζ(e) > 0

ñ�ù � !
� !)ï ?)óZò
?Uï�ó � ð

e(t) > 0
�|òNó
0 < t < ζ

	\ý)ô
e(t) = 0

�|òNó
t ≥ ζ.

� !)ï�ö ?A	
��ï
(E, E),ñ !)ï�óõï E ùüö � !)ï

σ
� 	>���Nï$�)ó<	 �\ï�ý)ï�ó<	 � ï�ô �Jð � !ºï:��ð��üù ý)ô)ï�ó,öõï � ö`ùüý � !ºï�û)öZûA	>�7ñ 	�ð � ùüö�'	
���üï�ô � !)ï
�'	\ý)òNýºù��'	
��ïÑÿ���ûºóZöZù òNýiö ?A	
��ï
�|ò\ósïÑÿ���ûºóZöZù òNý)ö=�|óZò
� é � ò	é & 	\öõöZò���ù�	 � ï�ôñ<ù � !

X
'6�C�}òNó

t ∈ L ô)ï&D}ý)ï
X(ex,t) = {X(ex,t)

s : s ≥ 0} ñB!ºï�óZï

X(ex,t)
s :=

{
Xt+s,

�|òNó
t+ s < R

0,
�|òNó

t+ s ≥ R,

	bý)ô
R := inf{u > t : Xu = 0}.

æ � ï�	\ó � ð � X(ex,t) ∈ E 	\ý)ô
ζ(X(ex,t)) = R.$Cï �|ò
��� ò�ñ ý)ò�ñ � � � �9	\ý)ô�ô)ï&D}ý)ï � !ºï���òNý���ï'? � ò
�6ï�5�û)ù��üù��ºóZù û�� ïÑÿ���ûºóZöZù òNý ��ï�	 �

öõû)óZïPñB!)ù�� !Cùüö 	 ?A	bó � ù���û���	\ó �'	\öZï�ò
� � !)ï ��	>��� ��ï�	böZû)óõï ��òNý)ö � óõû�� � ùüòNý��fåqï�ï � � � ��|ò\óC�Nï�ý)ï�ó�	
�Uóõï�öõû�� � ö�òNý ��	
������ï�	böZû)óõï�ö 	\ý)ô �|û)ó � !)ï�ó2óZï&�|ï�óõï�ý���ï�ö��C�}òNó �A	
� � �NóZòNûºý)ôò\ý ��	
��� ��ï�	\öõû)óZï�ö � ï�ö�?Uï$��ù�	
���Éðßù ý 5�ûºï�û)ï�ùüý�� � öõï�ï � ï�� ��� � � í���������������������*{ ���,� �}òNó
B ∈ E �üï �

Q(B) := E
(∣∣{t : 0 < t < 1, t ∈ L, X (ex,t) ∈ B}

∣∣) , & � � í 
 '
ñ !)ï�óõï | · | ôºï�ý)ò � ï�ö � !)ï,ý�û����Uï�ó2ò
�hï'� ï'��ï�ý � ö2ùüý � !)ï,öõï � û)ý)ôºï�ó � !)ï ��òNýºöZùüôºï�ó<	 � ùüò\ý���E!)ïE��ï�	\öõû)óZï

Q
ùüö2�'	
��� ï�ô � !)ï�ï�5�û)ù�� ù��)óõù û��ÞïÑÿ���ûºóZöZù òNý.��ï�	böZû)óõï7�|òNó � !)ï�ïÑÿ���ûºóZöZù òNý)öò>�

X
�|óZò"��é � ò�é
�

�\é



� !)ïØý)ïEÿ � ?)óõò"?UòNöõù � ù òNý�	\ý)ôCù � ö���òNóZò"����	bóõð 	bóZï
	\ô)ò
? � ï�ô �|óZò"� � � � � & � !)ï�òNóZï$�?0� � � é '�ñB!)ï�óZï 	���òNóZï5�\ï�ý)ï�ó<	
��ö � 	 � ï$�Øï�ý � ò\óZù��\ùüý�	 � ùÉý�� �|óõò"� � �qí�� 	\ý)ô � ��� ��ùüö
�\ù.�Nï�ý���(�ï$��	\ûºöZï�ò
� � !)ï �\ï�ðkù�� ?UòNó � 	\ý���ïÆò>� � !)ùüö
óõï�öõû�� � �|òNó
ò\û)ó�	
?�?�� ù��'	 � ù ò\ý � ñ�ïóõï�ö � 	 � ï 	\ý)ô:�|òNó��Æû���	 � ï�ù � ï�ö ?Uï'��ù�	
��� ð��|òNó7ïÑÿ���ûºóZöZù òNý)ö & �$� �låqï'� � ùüò\ý.; ; ;�ùüý � � � �qñB!)ï�óZï��òNý)ýºï'� � ùüòNýºö�ñ�ù � ! � !)ïzä 	\ù öZòNýºý)ï�û
�\ï �|ò\ó��Æû���	.	bóZï�ôºùüö���û)öZöõï�ô	'6�
#%$��"&
��'(�����)��� { ���j� F H C p C K P � owC Q

RZP
σ
l��
ImR�D�C K I�M U(Tko K r�r�p C K P �2o K _arZC f :

R× E → [0,∞) J
E
(∑

t∈L

f(t,X(ex,t))
)
=

∫

R

∫

E

dsQ(de) f(s, e). & � �Éí���'
v osT1TVUyx �}òNó � !)ï�?)óZò�ò
�7ò
� � !)ï D}óõö � �'��	\ù�� � öZï�ï � � � � �/�7ò ?ºóZò��Nï �|òNó �Öû���	

(3.15) �ò
�)öZï�ó��Nï��|óZò"� � !)ï�ô)ï$D)ý)ù � ùüòNýfò
�
Q � � !�	 � (3.15) ùüö<ï�5�û)ù �>	
� ï�ý � ñ�ù � !

E
(∑

t∈L

f(t,X(ex,t))
)
= E

( ∑

t∈L∩(0,1)

∫

R

dsf(s,X (ex,t))
)
. & � � í�è '

�"ï �
θ = {θt : t ∈ R} �Uï � !)ïØû)öõûA	
��ö�!)ù � � ò"?Uï�ó<	 � òNósô)ï&D}ý)ï�ôiùüý � !)ïØûºý)ô)ï�ó�� ð�ù ý��

?ºóZò"�A	>�)ù�� ù � ð×ö ?A	
��ï �qù�	
Xs ◦ θt(ω) = Xt+s(ω) ∀t, s ∈ R.

��ò � ù���ï � !A	 �E� !)ï ��	�ñøò>�
X

ùüöÓù ý � 	\óZù�	\ý � û)ý)ô)ï�ó
θ
ë � !)ù öÓùüö � ùüýfòNûºó �'	\öZï � ï�5�û)ù �>	
� ï�ý �ñ<ù � ! � !)ï�ö � 	 � ùüòNýA	bóZù � ðØò
�

X
�2æ�òNý)öõï�5�û)ï�ý � � ð � �Jðfö � 	 � ù òNýA	\óõù � ð �

E
( ∑

t∈L∩(0,1)

∫

R

ds f(s,X (ex,t))
)

=

∫

R

ds E
( ∑

t∈L◦θs∩(0,1)

f(s,X(ex,t) ◦ θs)
)

=

∫

R

ds E
( ∑

t∈(0,1),t+s∈L

f(s,X(ex,t+s))
)

=

∫ 1

0

dt E
( ∑

s∈R,s∈L◦θt

f(s,X(ex,s) ◦ θt)
)

=

∫ 1

0

dt E
(∑

s∈L

f(s,X(ex,s))
)

= E
(∑

s∈L

f(s,X(ex,s))
)
,

�qí



!ºï�ý���ï
(3.16)

ùüö ?)óõò��Nï�ô �Nù.��ù ý��
(3.15)

�
� �"$���9f9 � $�� { ��� � � Tko K �(TkR�ImDfr S p C K P �2o K _arZC h : R× E 7→ [0,∞)

E
(
h(−g0, X

(ex,g0))
)
=

∫

E

Q(de)
(∫ ζ(e)

0

h(s, e) ds
)
. & � � í � '

b I[| K oAD�Rn} �2r K o J U(Tko a > 0, v > 0, K I�M e ∈ E
P(−g0 ∈ da, X(ex,g0) ∈ de) = daQ(de)1(a<ζ(e)), & � � í � '

P(X(ex,g0) ∈ de) = Q(de)ζ(e), & � �Éí � '
P(−g0 ∈ da)/da = Q(ζ > a), & � �*�\é '

K I�M
P(V ∈ dv) = vQ(ζ(e) ∈ dv). & � �(�qí�'v osT1TVUyx �6ò ?)óõò��Nï �|òNó��Æû���	 & � �Éí � ' � ñ�ï�öZï � ùüý & � �Éí���'
f(t, e) = h(−t, e)1(0<−t<ζ(e))

ñ<ù � !
h
�õòNù ý � �Éð.�Øï'	\öZûºó<	
��� ï & �&� � � � � � ?0� � � í 	bý)ô � ��� �,?�� ��� ��'6�"� !)ï�ý � ôºû)ï � ò � !)ï

?�	\ó � ù���û���	\ó7�|òNó�� ò>�
f,

E
(∑

t∈L

f(t,X(ex,t))
)
= E

(
h(−g0, X

(ex,g0))
)

=

∫

E

Q(de)
(∫ ζ(e)

0

h(s, e) ds
)
. & � �(����'

æ7!)ò�òNöZù ý��
h
	>?�?)óZò
?)óZù�	 � ï$� ð×ùüý & � � í � '�ð�ù ï'� ô)ö & � � í � ' � & � � í � ' � 	\ý)ô & � �(�\é�'4�C�Gù ýA	
���Éð �� 	��\ï�ùüý & � �*����' h(s, e) = 1B(e), B = {ζ > v}, v > 0, � òPò"� � 	\ùüý

P (V > v) = Q (ζ(e) ; ζ(e) > v)

ñ !)ù�� !#ùüö<ï�5�û)ù �>	
� ï�ý � ñ�ù � ! & � �*�qí�'4�
� � :�� $�� {,��� �sí�'��}óõò"� & � �Éí � '�	\ý)ô & � �Éí � '�ù � �|ò"��� ò�ñ�ö � !A	 �=� !)ï×ô)ù ö � óõù��)û � ùüò\ýCò>�
−g0

�Nù �Nï�ý � !)ïÓïÑÿ���û)óZöõùüòNýPù öGû)ý)ù �|òNó�� òNý
(0, V )

	bý)ô � ùüý�?A	bó � ù���û���	\ó � (−g0, d0) ∈ K& �$� � ��óõò"?UòNöõù � ù òNý 2.3 '4���'�; � ù ö�öõï�ï�ý �|óõò"� ��óZò"?Uò\öZù � ùüòNý
3.2

	\ý)ôpæ�ò\óZò"����	\ó>ð
3.8

� !�	 �

Q(ζ(e) ∈ dv) = n+(dv)

M
.

���



�6ò5?)óõò���ï�ï�ô � � ï � M
ô)ï�ýºò � ï � !ºï.; ��
 ïEÿ���û)óZöõùüòNý ��	�ñ �|òNó � !)ïÆïÑÿ���ûºóZöZù òNý)ö�ò>�

X�|óõò"��é � ò�é
� � !)ï�ýSù � ùüöÓñ�ï'��� � ��ý)ò�ñ�ý � !A	 �

M(ζ > a) = c

∫ ∞

0

m(dx)nx(0, a),

ñ !)ï�óõï
c
ùüöB	Öý)òNó � 	>�üù���ù ý�����òNýºö � 	\ý � 	\ý)ô

nx(0, a) := P(H0 ∈ da)/daù ö � !)ï#ôºï�ý)öõù � ð�ò
� � !)ï5D)óZö � !)ù � � ù ý�� � ù���ï
H0 := inf{t : Xt = 0} �Nù �Nï�ý � !A	 �

X0 = x.
�,ò�ñ & � �(�bé '�ð�ùüï$�üô)ö

M(ζ > a) = c′Q(ζ > a)
�|ò\ó
öZò"��ï & ý)òNó � 	
� ù ��ù ý�� ' ��òNý)ö � 	\ý �

c′.
;ný�� 	>� � � 	\ö���	bý �UïPô)ï�ô)û���ï�ô �|óZò
� & � �Éí � ' �� !)ï���ï�	\öõû)óZï�ö

M
	bý)ô

Q
	\óõï � !)ï�ö�	
��ï & û�? � ò 	���ò\ý)ö � 	\ý � 'Ñç

#%$��"&
��'(�����)���*{ ��! �,� F H CAowC3C.XYRZPAD)P K }sTkIQPAD K ImD c′ P �m} H D H K D�U(Tko K r�r B ∈ E
M(B) = c′Q(B). & � �*� � '$Cï�óZï&�|ï�ó � ò � � � � �|ò\óB	Öô)ù ö���û)öZöZù òNý 	>�UòNû � & � �(� � 'E	bý)ô � !)ï 	böZöZò���ù�	 � ï�ô�ý)òNó��
	
� �

ù���	 � ùüò\ý)ö���åqï�ï=	
� öZò � � � �|òNó � !ºï (�óZò�ñ�ý)ù�	\ý5��ò � ùüòNý ��	\öõï��
�6ò �|ò\ó��Æû���	 � ï � !)ï�� 	\ù ý óZï�öZû�� � ò
� � !)ùüö�öZï'� � ù òNý � ñ�ïCý)ï�ï�ô � !)ï���òNý���ï'? � ò>�

ïEÿ���û)óõöZù òNý �)óõùüô��\ïzò
�
X.

�}òNó�óZï&%}ï'� � ù ý�� (�óõò�ñ�ý)ù�	\ý ��ò � ùüòNý � !ºï�ïÑÿ���û)óZöõùüòNý �)óZù ô��Nï
ù ö 	 � �Îô)ù���ï�ý)öZù òNýA	
� (�ï�öZöZï$�#�)óõùüô��\ï=�|óZò"� é � ò�é & ò
��öZò"��ï:�üï�ý�� � !

l
'6��;ný �Nï�ýºï�ó<	>� �� !)ï×ïÑÿ���û)óõöZù òNý �)óZù ô��NïØò
�

X
�|óZò
� é � òképò
� � !)ï � ï�ý�� � !

l
�'	\ý �Uï×ô)ï�ö ��óZù��Uï�ô 	\ö

� !)ï.?)óZò���ï�öZö
X(0,l,0) ò"� � 	\ùüýºï�ô �|óõò"�

X
ñ�ù � !

X0 = x > 0
��òNý)ôºù � ù òNý)ï�ô � ò5!)ù � é

�|ò\ó � !ºï D}óõö �B� ù���ï 	 �E� ù���ï
l
�Jð � ï � � ùüý��

x→ 0.
æ � ï�	bó�� ð � ô)ï$D}ýºùüý�� X(0,l,0)

t = 0
�|òNó

t ≥ l
ù � !ºò"�üôºö

X(0,l,0) ∈ E.
� 6 �0�"$��2: { ��!"!"� B CAD

X(0,l,0) = {X(0,l,0)
t : t ≥ 0} _AC3D H C C.X } �2owPARnTkI _aoeR�M1\2C K PM2C �
I<CwM K _ATk^]C K I�M�rZCAD U _AC K � ImR U(TkoepOr SGTkI

(0, l)
M]RZPAD�oAR�_��2D�C M�o K I�M2Tkp ^ K oeR K _arZCR�I"M C�|mCAI�M2CAImD TVU

X(0,l,0).
B7CAD

I(l,+) :=

∫ l

0

1
{X

(0,l,0)
s >X

(0,l,0)
U }

ds

K I�M
I(l,−) :=

∫ l

0

1
{X

(0,l,0)
s <X

(0,l,0)
U }

ds.

FjH CAI I(l,+) K I�M I(l,−) K osC R�M2CAImD�Rn} K r�r S K I�M �2ImR U(TkoApOr S TkI
(0, l)

M]RZPAD�oeR�_�� D�C M�o K ImlM2Tkp ^ K oeR K _arZCsP E
� �



v osT1TVUyx $Cï�û)öZï �|òNó��Æû���	 & � �Éí � 'E	bý)ô �üï � � !)ï�óZï�ù ý

h(s, e) = F (ζ(e))G
(∫ ζ(e)

0

1{et>es}dt
)

1{s<ζ(e)}

ñ<ù � ! (�òNóZï$� � �Øï'	\öZû)ó�	
��� ï �|û)ý�� � ùüò\ý)ö
F

	\ý)ô
G.

��ï$��	
��� � !)ï�ý)ò � 	 � ùüò\ý
V = d0 − g0,	bý)ô ��ò\ý)öZù ô)ï�ó D}óõö �B� !)ï�� ï$� � � !A	\ýºô�öZù ô)ï�ò
� & � � í � '�ñ�ù � ! h 	\ö 	>�Uò��Nï\ç

E
(
h(−g0, X

(ex,g0))
)
= E

(
F (V )G

(∫ V

0

1
{X

(ex,g0)
t >X

(ex,g0)
−g0

}
dt
)

1{−g0<V }

)

= E
(
F (V )G

(∫ V

0

1{Xg0+t>X0}dt
))

= E
(
F (V )G(I (+))

)
, & � �(� 
 '

ñ !)ï�óõï � 	\öB�Uï&�|òNóZï �
I(+) :=

∫ d0

g0

1{Xt>X0}dt.

�}ò\ó � !)ï�óõù��"! � � !A	\ý)ôföZù ô)ï�ò
� & � �Éí � '2ñ�ï !�	��Nï
∫

E

Q(de)
(∫ ζ(e)

0

h(s, e) ds
)

= Q
(
F (ζ(e)) ζ(e)

∫ ζ(e)

0

G
(∫ ζ(e)

0

1{et>es}dt
) ds

ζ(e)

)

=
1

c′
M
(
F (ζ(e)) ζ(e)

∫ ζ(e)

0

G
(∫ ζ(e)

0

1{et>es}dt
) ds

ζ(e)

)
, & � �(����'

ñ !)ï�óõï�ùüý � !)ï ��	\ö � ö � ï$? ��óZò"?Uò\öZù � ùüòNý � �Éí�éÆù öÓû)öõï�ô����,ïEÿ � óõï'��	>��� � !A	 �E� !)ï
ô)ï�ö���óZù�?��� ùüò\ýiò
� � !)ï ; ��
 ��ï�	\öõû)óZï �qù�	 � !ºï �üï�ý�� � !)öÆò>� � !)ïßïEÿ���û)óZöõùüòNýºö & öõï�ï � ï�� ��� � � �\è � ?��
�� � � � è��0?��2è\é � � � � �0?�� 
 ��í�'�ö<	�ð�ö � !A	 � �|òNóB	>��� B ∈ E �
M(B) =

∫ ∞

0

M(ζ ∈ dl)P(0,l,0)(B),

ñ !)ï�óõï
P(0,l,0) ùüö � !ºï�?)óõò"�A	>�)ù�� ù � ð��Øï'	\öZûºóZï�	\öZöõò���ù�	 � ï�ôØñ�ù � ! � !)ï�ïÑÿ���û)óõöZù òNý �)óZù ô��Nï

?ºóZò���ï�öZö
X(0,l,0) ô)ï&D}ý)ï�ô�ù ý � !)ï ��	\ýºòNý)ù���	
�UïÑÿ���û)óZöõùüòNýfö ?A	
��ï

E.
æ�òNý)öZï�5�û)ï�ý � �Éð � ñ�ï

� 




ò
� � 	bùüý

M
(
F (ζ(e)) ζ(e)

∫ ζ(e)

0

G
(∫ ζ(e)

0

1{et>es}dt
) ds

ζ(e)

)

=

∫ ∞

0

M(ζ(e) ∈ dl)F (l) l E(0,l,0)
(∫ l

0

G
(∫ l

0

1{et>es}dt
) ds
l

)

=

∫ ∞

0

M(ζ(e) ∈ dl)F (l) l E(0,l,0)
(
G
(∫ l

0

1{et>eU}dt
))
, & � �(�bè '

ñ !)ï�óõï
U

ù ö�û)ý)ù �|òNó�� �Éð�òNý
(0, l)

ô)ù ö � óõù��)û � ï�ôió<	bý)ô)ò"� �>	\óõù�	
���üïØùüýºô)ï'?Uï�ý)ô)ï�ý � ò
�
X(0,l,0).

(2ð & � �Éí � ' � � !)ïzóZù��"! � � !A	bý)ôSöõùüô)ï�ö`ò
� & � �*� 
 'B	\ýºô & � �(����'B	\óZïzï�5�ûA	
� �`æ�òNý��öõï�5�û)ï�ý � �Éð � û)öõùüý�� & � �(�qí�'�ùüýSæ�ò\óZò"����	\ó>ð � � � 	\ý)ô & � �(�bè ' � ñ�ïsò
� � 	\ù ý
∫ ∞

0

P(V ∈ dl)F (l)E
(
G(I(+))|V = l

)
=

∫ ∞

0

P(V ∈ dl)F (l)E(0,l,0)
(
G(I(l,+))

)

�\ù.��ùüý��
E
(
G(I(+))|V = l

)
= E(0,l,0)

(
G(I(l,+))

)
.æ�ò"���)ùüý)ù ý�� � !)ù ö<ñ�ù � ! � !)ï�óõï�öZû�� � ù ý � !)ï�òNóZï$� ���*�.��ò"� ?��üï � ï�ö � !)ï�?ºóZò�ò
� �

� ����� ��/�� 
 1=+ -���� + 4�
 
 /��B6E4 / / �B+.- 6�� 
��

� � :�� $�� �7��!"�6åqû�?�?Uò\öZï�ý)ò�ñ � !�	 �
X
ùüö"ý�û����Jóõï'��û)óZóõï�ý � �!� !)ï�ý � !)ï�ö�?Uï�ï�ô:�Øï'	\öZûºóZï

m(dx)
öõï�ó��Nï�öÆö � ù����#	\ö � !)ïØö � 	 � ùüò\ýA	\ó>ð ��ï�	böZû)óZïØò>�

X
�)û � �Uï$��	\ûºöZï

m{I} = ∞ù � �'	\ý)ý)ò � �Uï�ý)òNó��
	
� ù���ï�ô � ò�	 ?)óõò"�A	
�)ù��üù � ð �Øï'	\öõû)óZï�� 	,ò�ñ�ï��Nï�ó � � !)ï�óõï�öZû�� � ùüý�E!)ï�òNóõï'�
2.5

ùüöB	
� öZò �>	
�üù ôfùüý � !)ùüö ��	böZï\ç
∫

I

m(dx)Ex

(
e−αI(+)−βI(−))

=

∫

I

m(dx)Ex

(
e−αd0+βg0

)

=
1

α− β

(
1

Gα(0, 0)
− 1

Gβ(0, 0)

)
. & 
 �Éí�'

;ný ?A	\ó � ù���û���	\ó � �Nù.�Nï�ý � !A	 �
V := d0 − g0 = v � I(+) 	\ý)ô

I(−) 	bóZï	û)ýºù��|òNó �
�Éð
ôºùüö � óZù��)û � ï�ô×òNý

(0, v)
�F;ný � !ºï ��	böZï,ñB!)ï�ý

X
ù ö 	zö � 	 � ùüò\ýA	\óõðÖóZï$%)ï'� � ùüý���(�óZò�ñ�ý)ù�	bý

���



��ò � ùüò\ý �üù ��ùüý��.	
�Uò��Nï ��ï�óõò
(4.1)

�Nù �Nï�ö
∫

I

m(dx)Ex

(
e−αI(+)−βI(−))

=

∫

I

m(dx)Ex

(
e−αd0+βg0

)

=
1

α− β

(√
2α−

√
2β
)

=

√
2√

α +
√
β
.

; � ù ö:	
� öZòSï�	\öõù��Éð�� !)ï$�6�\ï�ô � !A	 � D)ý)ù � ï�ý)ï�öZöÆò
�
m

ù özý)ò � ý)ï�ï�ô)ï�ô�ù ý � !ºï ?)óZò�ò
�
ò>�%� !)ï�ò\óZï'�

3.11
	\ý)ô � !)ï�ý���ï � �|òNó 	>���,ô)ùÉú4û)öZù òNý0ïÑÿ���ûºóZöZù òNý �)óZù ô��Nï�ö

X(0,l,0) ò>�
� ï�ý�� � !

l
� !)ïÖó�	\ý)ô)ò"� �>	bóZù�	
���üï�ö

I(l,+) 	\ý)ô
I(l,−) & ô)ï$D}ýºï�ô 	\ö
ùüý � !)ï�ò\óZï'�

3.11
'

	bóZï�ûºý)ù��|ò\ó�� �Éð×ô)ù ö � óZù��ºû � ï�ô#ò\ý
(0, l)

�
� � :�� $�� �7�+�,�C�}ò\ó 	�(�óõò�ñ�ý)ù�	\ý×ïÑÿ���ûºóZöZù òNý � !ºï�óZï`ùüö 	\ý 	
� � ï�óõýA	 � ù �Nï,öõù�� ?��üïB?)óZò�ò
�
ò>� � !)ï�óZï�öZû�� � ùüý � !)ï�òNóõï'�

3.11
�A	\öZï�ôiò\ý
��ï�ó�� 	"	 � � ö=?A	 � ! � ó<	\ýºö �|òNó � 	 � ù òNý & öõï�ï� ����� 
�� � � '4�2;ný)ô)ï�ï�ô � �üï � X(0,l,0) ô)ï�ýºò � ïE	,ö � 	\ý)ôA	\óõô.(�óZò�ñ�ý)ù�	bý�ïÑÿ���û)óZöZù òNýÆò
�A�üï�ý�� � !

l � � !A	 � ùüö0	 � �nô)ù��Øï�ý)öZù òNýA	>�
(�ï�öZöõï'� �ºóZùüô��Nï�ò>���üï�ý�� � ! l � 	bý)ô U �UïC	<ó�	\ý)ô)ò
� �>	bóZù�	>���üï
ûºý)ù��|ò\ó�� �ÉðØô)ù ö � óõù��)û � ï�ôfòNý

(0, l)
	\ý)ô�ù ý)ô)ï'?Uï�ý)ô)ï�ý � ò
�

X(0,l,0) � � !)ï�ý � !)ï ?)óZò���ï�öõö
Xbr = {Xbr

t : 0 ≤ t ≤ l} ô)ï&D}ý)ï�ô 	\ö

Xbr
t =





X
(0,l,0)
t+U −X

(0,l,0)
U , t+ U ≤ l,

X
(0,l,0)
t+U−l −X

(0,l,0)
U , t+ U ≥ l

ï�5�ûA	
� öÖùüýiô)ùüö � óZù��)û � ùüò\ý � ò�		ö � 	\ý)ô�	\óZô (�óZò�ñ<ý)ù�	\ý �)óZù ô��Nïßò
� � ï�ý�� � !
l
�iæ � ï�	\ó � ð �ñ<ù � ! � !)ï�ý)ò � 	 � ùüòNýfù ý � !)ï�ò\óZï'�

3.11 �

I(l,+) =

∫ l

0

1{Xbr
s >0} ds =: I

(br,+)

	bý)ô
I(l,−) =

∫ l

0

1{Xbr
s <0} ds =: I

(br,−).

�E!)ï.�$��	\ù�� �|ò
��� ò�ñ�ö,ýºò�ñ �|óZò"� � !)ï�ñ�ï'��� � ��ý)ò�ñ�ý	óZï�öZû�� � ô)ûºï � ò ������ð � ö<	�ð�ù ý�� � !A	 �
I(br,+) 	bý)ô I(br,−) 	bóZï
û)ý)ù��|ò\ó�� �ÉðØô)ùüö � óõù��)û � ï�ô�ò\ý

(0, l) & öZï�ï � ï�� ��� � � è �0?���í�è � 	\ý)ô� � ���9?0� 
 � '6�

�\è



� � � � � � 
 � 


�6òsù����Éû)ö � ó<	 � ï � !ºï�óZï�öõû�� � ö�ù ýØåqï'� � ù òNý
2
ñ�ï ��òNý)öõùüô)ï�ó�öZò"��ï<ïÑÿ�	
� ?�� ï�ö�ò
�4ö � 	 � ùüò\ýA	\óõðôºù ú4û)öZù òNý)ö<ù ý�ö � 	 � ùüò\ýA	\ó>ðßö � 	 � ï��

��� �m:;&�9�� � ��!m�d- �N�����	�]���f��

�3$k�	�[��� �m�z:;�m���)�����[�)�16��7$k��4f� > ��ï �
X

�Uï 	
ö � 	 � ùüòNý�	\óõð#óZï$%)ï'� � ùüý��5(�óõò�ñ�ý)ù�	\ý ��ò � ùüòNýSñ�ù � !kôºóZù�� � −µ < 0 �üù ��ù ý�� 	
�Uò��Nï ��ï�óZò��
�E!)ïsö�?Uï�ï�ô ��ï�	böZû)óõï�ùüö

m(dx) = 2e−2µx dx,
� !)ï�ö��'	
�üï �|û)ý�� � ùüò\ý#ù ö

S(x) =
1

2µ
(1− e2µx),

	bý)ô � !)ïzì
óZï�ï�ý5�|û)ý�� � ù òNý 	 �
(0, 0)

ù ö

Gα(0, 0) =
1√

2α + µ2 − µ
.

	�ï�ý���ï ��ð � !)ï�òNóZï$�
2.5

	\ý)ô
(2.4) & �&� � � � � � ' �

E
(
e−αI(+)−βI(−))

= E
(
e−αd0+βg0

)

=
µ

α− β

(
(
√
2α + µ2 − µ)− (

√
2β + µ2 − µ)

)

=
2µ√

2α + µ2 +
√
2β + µ2

. & ���Éí�'
�E!)ï � ó�	\ý)öZù � ù òNýfô)ï�ý)öZù � ð �|ò\ó � !)ï ��ù����üï�ô ?)óZò���ï�öZö�ùüö

p̂(t;x, y) =
1

2
√
2πt

eµ(x+y)−µ2t
2

(
e−

(x−y)2

2t − e−
(x+y)2

2t

)
.

�E!�û)ö ��ð
(2.5) � � !)ï �õòNù ý � ô)ï�ý)öZù � ðfò
� (−g0, d0)

	\ý)ô
(I(+), I(−))

ù ö

f(t, s) = µ

(
d

dx

d

dy
p̂(s+ t;x, y)/(S ′(x)S ′(y))

) ∣∣∣
x,y=0

=
µ√

2π(t+ s)3
e−

µ2

2
(t+s).

� �



�6ò � !)ï'� � � !)ïPò"� � 	\ù ý)ï�ô �|òNó �Öû���	bï�ñ�ï��Nù.�Nï.!)ï�óZï
	>�üöZò � !)ï.�|ò"���üò�ñ�ù ý��ßïÑÿ�?)óõï�öZöõùüòNý)ö
�|ò\ó � !)ï���òNóZóõï�ö�?Uò\ý)ô)ùüý�� �9	>?���	
��ï � ó�	\ý)ö �|ò\ó���öÓñB!)ï�ý

X
ö � 	\ó � ï�ô 	 �

x
ç

Ex

(
exp

(
− α

∫ H0(X)

0

1{0≤Xs<x} ds− β

∫ H0(X)

0

1{Xs>x} ds
))

√
2α + µ2eµx√

2α + µ2 cosh(x
√
2α + µ2) +

√
2β + µ2 sinh(x

√
2α + µ2)

& öZï�ï � è � � �|òNó��Æû���	 ���(� � è
�Éí�?�� � éNé ' � ñB!)ù�� ï

Ex

(
e−αH0(X)

)
= e(µ−

√
2α+µ2)x.

��� �m:;&�9�� � �+� ��- �3$k�	�[��� �m�;:;�m���)��� $������	�]�1�	� �Q�
0
�m� �

1 > æ�ò\ý)öZù ô)ï�ó2ýºò�ñ 	
ö � 	 � ùüòNý�	\óõð5(�óZò�ñ�ý)ù�	\ý �Øò � ùüò\ý

X
� ù.��ù ý��Pùüý � !ºï�ù ý � ï�ó�� 	
�

I = [0, 1]
	\ýºôpóZï$%)ï'� � ï�ô

	 �
0
	\ý)ô 	 �

1
�2� !ºïÆö�?Uï�ï�ô ��ï�	böZû)óZï�ò>�

X
ùüö
m(dx) = 2 dx � � !ºïÆö ��	>�üï=�|û)ý�� � ù òNý

S(x) = x � 	\ý)ô � !)ïzì�óõï�ï�ý �|ûºý�� � ùüòNý 	 �
(0, 0)

ùüö & öõï�ï � è�� � ?0��í�����'

Gα(0, 0) =
coth(

√
2α)√

2α
.

	�ï�ý���ï � !)ï �9	
?���	
��ï � ó<	\ýºö �|òNó ��ò>�
(−g0, d0)

	\ýºô
(I(+), I(−))

ùüö & α 6= β
'

E
(
e−αI(+)−βI(−))

= E
(
e−αd0+βg0

)

=
1

α− β

(√
α/2 tanh(

√
2α)−

√
β/2 tanh(

√
2β)
)

	bý)ô
E(e−α(d0−g0)) =

1

4
√
2α cosh2(

√
2α)

(
sinh(2

√
2α) + 2

)
.

��� �m:;&�9�� � �Z{ � - ����� � $�� �`$�� ��� �m9��=$k� 'y�1�2�f���	�G6 9��2��

�	���8& $k� �Y�2'(' > �"ï � X =
{Xt : t ∈ R} �Uï 	�ö � 	 � ùüò\ýA	\óõðÆö�5�ûA	\óZï�ô×ó<	\ôºù�	
� 1
óõý)ö � ï�ù ý�� � !��üï�ý��Uï$�6�.?ºóZò���ï�öZö2ñ�ù � !
?�	\ó<	>�Øï � ï�óõö

ν = n/2− 1 	\ýºô
γ
� � !)ï �\ï�ý)ï�ó<	 � òNó�ò>� {Xt : t ≥ 0}

ù ö

G = 2x d2

dx2
+ (n− 2γ x) d

dx
.

�E!)ï ?)óZò���ï�öõö
X

��	\ý �Uï�ô)ï$D)ý)ï�ô 	\ö
X(t) = e−γtSQBES(e2γt/2γ), t ∈ R, & ���*��'

� �



ñ !)ï�óõï
SQBES

ù ö#	uö 5�ûA	bóZï�ô
(�ï�öZöõï'�A?)óõò���ï�öõö�ò
�Uô)ù���ï�ý)öZù òNý
n = 2ν+2 & öZï�ï � � 
 � '4� ,öZöõû��Øï � !A	 � −1 < ν < 0

	\ý)ô
0
ùüö 	�óõï$%}ï$� � ùüý����UòNûºý)ôA	\ó>ð�� � !)ï�ý � !)ï ?)óZò���ï�öõö<ù ö

?Uò\öZù � ù.�Nï$� ð×óõï'��ûºóZóZï�ý � ñ�ù � ! � !)ï�ö ?4ï�ï�ô �Øï'	\öZûºóZï��Nù �Nï�ý �Jð & öZï�ï � è��9?0��í 
 é�'

m(dx) =
1

2
xνe−γx dx,

� !A	 � ù ö & 	>� � ï�óGý)òNó � 	>�üù ��	 � ù ò\ý	' � !)ïE� 	>�
�
	 �Îô)ï�ý)öZù � ð
ñ�ù � !�?A	\ó<	>�Øï � ï�óõö
γ
	\ý)ô

ν+1
�

�E!)ï�ì�óõï�ï�ý �|ûºý�� � ùüòNý 	 �
(0, 0)

ùüö �Nù �Nï�ý5��ð & öõï�ï � è��0?���í 
 í�'

Gα(0, 0) = γν
B( α

2γ
,−ν)

Γ(1 + ν)
,

ñ !)ï�óõï
Γ(x)

	bý)ô
B(x, y)

ô)ï�ý)ò � ï � !)ï=� 	
� �
	 	bý)ô �Uï � 	 �|û)ý�� � ùüò\ý)ö � óõï�ö ?Uï'� � ù.�Nï$� ð��(2ð � !)ï�ò\óZï'�
2.5 �

E
(
e−αI(+)−βI(−))

= E
(
e−αd0+βg0

)
=

1

M(α− β)

( 1

Gα(0, 0)
− 1

Gβ(0, 0)

)

=
2γ

α− β

( 1

B( α
2γ
,−ν) −

1

B( β

2γ
,−ν)

)
.

�"ï ��� ù ý��
β = 0

	\ýºô � 	���ù ý�� � !)ïfù ý �Nï�óZöZï5�9	
?���	
��ï � ó<	bý)ö �|òNó � & öõï�ï � íNí��E?�� �bèºí�'
�\ù.�Nï�ö � !)ï�ô)ï�ý)öZù � ðfò>�

d0 & 	bý)ô I(±) 'E	\ý)ô � !ºï�ïÑÿ�?)óZï�öZöZù òNý �|òNó
n+(t,∞)/M ç

P(d0 ∈ dt)/dt =
n+(t,∞)

M
=

2γ

Γ(−ν)Γ(1 + ν)e
2µνt

(
1− e−2µt

)ν
. & ��� � '

�}ò\ó��Æû���	
(5.3)

�'	\ý �Uï.	>�üöZòØò"� � 	bùüý)ï�ôpû)öZù ý��
(5.2)

	\ö`ù ý � � 
 � �2� !)ï �õòNùüý � ô)ï�ý)öõù � ðò>�
d0

	\ý)ô
g0 & 	bý)ô I(±) '�ùüö �Nù �Nï�ý � !)ï�ý ��ð

f(t, s) = − 1

M

d

dt
n+(t+ s,∞) = − 4µνγ

Γ(−ν)Γ(1 + ν)e
2µν(s+t)

(
1− e−2µ(s+t)

)ν−1
.

� ��� �E/��B+56	� 


� í��=� �B( 	
�'��ï'���üù 	\ý)ô ���B(�ó��$� 	bû)ô���� rZCAp CAImD�P;TVU�� �mC �mCAR�I2\ FjH CsTkoeS E�� Cs}sTkI�MC M]R�DfRnTkI ��å�?)óõùüý��Nï�ó ��ï�ó ��	
� � (�ï�ó�� ùüý 	,ï�ùüô)ï$���Uï�ó � �,ï�ñ	�2ò\ó � � �\éNé � �
� � ��ê
� (�ï�ó � òNù ý � � �4æ !A	\û���òNý � � 	bý)ôkê
� ��ù � �
	\ý��E��	 � ! � ó<	\ý)ö �|òNó��
	 � ùüò\ý)ö�ò
��D}óõö �

?A	\öõö<	
�\ï �)óõùüô��Nï�ö��
� rZCs}ADfowTkI E � TkpOp � I E v osT]_ K _ E � � çÉí�����3Wí�èNè � �\éNé � �
� �



� � �=�#!�� (�ù�	\ý)ï��Øæ�ò"� ?A	\ó�	\ùüöõòNý�ï�ý � óZï � ï'� ?)ö�ô � 	 ��� ï�ùüý � ïPï � � ï'� ?)ö�ô)ï�öõï �õòNûºósô)ï
��ï�ó � 	\ùüý)ï�ö<ô)ù ú4û)öZù òNý)öÓóõï�ï'���üï�ö���;nýpê
�
 � �'�
	�	\ý)ôSä � �2ò\ó � ï�ô)ù � òNóõö � � �Ap=R�I K R�owCM2C v owT]_ K _aR�r R�D �sP ��b�� � ý�û����Uï�ósí\í�� � ù ýpå�?)óZù ý��Nï�ó��"ï$� � ûºóZï �,ò � ï�ö�ùüýpä 	 � !)ï@�
�
	 � ù���ö � ?A	>�Nï�ö � � í63
� � è � (�ï�ó �üù ý � 	,ï�ùüô)ï$���Uï�ó � � ��ï�ñ	�2òNó�� � í � � ���

� 
 �=�#!��0(�ù�	bý)ï��=��ï'��	 � ù òNý)ö`ï�ý � óZï.?UòNý � ï � ïEÿ���û)óõöZùüò\ýdô)û ��òNû
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