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7. FORMELL SATSLOGIK (SL)

7.1 VEM BEHOVER FORMELL LOGIK?

Ingen anviénder formell logik i det dagliga livet. Den logik vi anvénder, den naturliga
eller intuitiva logiken, &r, som vi sett, varierande och komplicerad. Att uttrycka den som ett
formellt system dr omdjligt. Vi lidr oss den inte genom att memorera regler utan genom att
anvinda den i praktiken @nda fran barnsben. Men manga typer av slutledningar kan
rekonstrueras i formella logiska system. Den moderna forskningen om sadana system
borjade 1 mitten av 1800-talet och var mycket intensiv under 1900-talet.

Vem behover formell logik, och varfor? Detta dr en fraga som otaliga studenter har
fragat sig (men latit bli att fraga ldararen). For att fa ett svar maste man kénna till den
historiska bakgrunden.

Aristoteles var den forste som insag att vissa argument far sin giltighet pa grund av
den logiska funktionen hos nagra fa ord. Innehallet, begreppen spelar i sadana argument
ingen roll for giltigheten. Vi kan dirfor bortse fran innehallet och bara se till formen. Vi
har redan haft en méngd exempel t.ex. syllogismerna. Genom formalisering kan vi uttrycka
generella regler, som sedan kan tillampas pa en odndlig méngd olika konkreta exempel. I
modern formell logik gar man ett steg langre och bygger upp system i vilka man inte alls
anvinder naturliga sprak utan enbart exakt definierade tecken. Man skapar ddrmed system
av den typ vi dr vana med fran matematiken. Den formella logiken kallas darfor ibland
matematisk logik. En annan bendmning dr symbolisk logik. Den dr dock missvisande
dérfor att ocksa den intuitiva logiken arbetar med symboler. All logik &r i grund och botten
symbolisk. Denna text t.ex. bestar enbart av symboler. En symbol ir ett tecken av nagot
slag som har en mening.

Vi far samma fordelar som matematiken ger, dvs klara och exakta regler for hur vi
far och inte far hantera symbolerna. Naturliga sprak ir inte klara, entydiga och exakta. Det
finns néstan alltid flera tolkningsmdjligheter. De flesta uttryck dr mer eller mindre vaga.
Det finns inga exakta regler for vilka slutsatser som foljer. Detta dr for det mesta inget
problem, utan en fordel. Det gor spraket ofantligt flexibelt for nistan vilka &ndamal som
helst.

Naturliga sprak har utvecklats for att hjdlpa oss i det vardagliga livet. De dr
oovertriffade for detta andamal. De ar levande, stiandigt fordnderliga, anpassas till livets
och sambhiillets fordndringar. Deras frimsta fordel dr att vi kan uttrycka mycket information
kort och enkelt. Men att 16sa komplicerade matematiska problem gar inte alls om vi maste
uttrycka oss i naturliga sprak. En enkel naturlag, t.ex. Newtons gravitationslag blir
otymplig om vi uttrycker den i ett naturligt sprik. An mer otympligt blir det att beskriva
matematiska bevis. De blir mycket snabbt obegripliga.

For formella logiska sprak giller detsamma. De medger att vi uttrycker oss med
klarhet och exakthet enligt noggrannt stipulerade regler. Ett formellt system ger inget rum
for tolkningar. Medan naturliga sprak ar ytterst flexibla dr formella sprak helt rigida.
Svagheten ir att vi forlorar information. Endast vissa typer av problem kan formaliseras.
Formella sprak dr omojliga att anvinda i t.ex. normala samtal. Lasaren kommer att inse
varfér om han/hon bekantar sig med min presentation av nagra grundldggande formella
system nedan.

Efter Aristoteles hinde det foga nytt inom den formella logiken forridn under mitten
av 1800-talet. Grundaren av den moderna formella logiken blev en tysk matematiker och
filosof vid namn Gottlob Frege (1848-1925). Frege var en tillbakadragen teoretiker som
arbetade med ett hogst abstrakt problem som diskuterades livligt av filosofiskt sinnade
matematiker under 1800-talet. Den store tyske filosofen Immanuel Kant (1724-1804) hade
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hivdat att artimetikens sanningar, t.ex. 5+7= 12 &r syntetiska. Detta innebér att man kan
forneka en matematisk sanning utan att gora sig skyldig till en motsigelse. Den
inflytelserika engelska filosofen John Stuart Mill (1876-1873) gick dnnu ldngre och pastod
att matematiska sanningar dr empiriska och baserade pa induktion. Vi har manga ganger
iakttagit att tva objekt som ldggs ihop med tva andra objekt ger fyra objekt. Denna
observation har vi generaliserat till den aritmetiska sanningen att 24+2=4. Om Kant eller
Mill och deras anhéngare har ritt sa innebér det att aritmatiken vilar pa en tdmligen osiker
grund. Kant konstruerade en ytterst invecklad teori om att den vilade pa i var natur
inbyggda sitt att uppfatta rum och tid. Mills uppfattning var enklare men innebar att det
inte finns nagon annan grund for matematiken dn vara observationer i kombination med
induktion. Som vi tidigare har sett ger induktion sannolikhet snarare &n sikerhet. Enligt
Mill borde vi salunda sdga att det dr sannolikt att 5+7=12, inte att det dr orubbligt sikert!

Denna diskussion spaddes pa av att matematikerna i borjan av 1800 hade upptéckt
att det finns s.k. icke-euklidiska geometrier. Anda sedan antiken hade alla matematiker
varit overtygade om att Euklides geometri dr den enda mdjliga beskrivningen av ytor och
rum. De utgick ifran att hur stora rum v i dn tdnker pa, t.o.m. hela virldsrymden, beskrivs
korrekt av denna enda geometri. Eftersom det inte finns ndgot annat motségelsefritt sitt att
beskriva ytor och rum dn Euklides sa maste han teorem vara absolut sikra. Kant var sa
saker pa detta att han utvecklade ett invecklat bevis som innebdr att vart sétt att uppfatta
vérlden &r en del av var natur. Vi kan inte uppfatta rum pa nagot annat sitt dn sa som
Euklides beskriver det.

Men nagra decennier efter Kants dod gjorde nagra matematiker just det som enligt
Kant var omgjligt. De konstruerade nya geometrier som beskrev rummet pa ett annat sétt
dn Euklides. Dirmed var det inte ldngre sjdlvklart att Euklides geometri, som i alla tider
betraktats som ett ideal av absolut sanning, var sann. Det var mgjligt att Euklides teorem
bara gillde i vara sma omstiandigheter och att helt andra geometrier gillde mycket stora
eller extremt sma rum. Och om man inte lingre kunde lita pa Euklides - kunde man da lita
pa nagonting alls inom matematiken? Kan vi ens lita pa vanlig enkel aritmetik?

Dessa tvivel pa matematikens orubblighet bekymrade Frege i hog grad. Han
koncenterade sig pa det enklaste omradet inom matematiken, dvs aritmetiken och beslot att
en gang for alla bevisa dess orubbliga sanning. Men hur bevisa detta en gang for alla och
sa att ingen kunde ifragasitta bevisen?

Detta blev ett livslangt projekt for Frege. Det kriavde att han kunde utga fran helt
sdkra och orubbliga sanningar som axiom. Var finner man sadana? Endast inom logiken,
menade han. Men hur skulle hiirledningen kunna goras absolut siker? Anda sedan antiken
hade matematiker och filosofer producerat otaliga bevis. Gemensamt for dessa var att de
helt eller delvis skrevs ut i vanligt sprak och att de i hog grad byggde pa intuitiv logik. Det
fanns darfor mojligheter till misstag. For att helt eliminera dessa behdver vi, menade Frege,
ett helt formell, exakt sprak med entydiga regler for hur man hirleder teorem fran axiomen.

Det var ett vildigt projekt for en enda, ensam man, som for ovrigt ronte foga
forstaelse. Filosoferna var inte intresserade ty de menade att han sysslade med matematik,
inte med filosofi. Konstigt nog var matematikerna lika ointresserade. De tyckte att det
fanns alltfor mycket filosofi, som de inte intresserade sig for, i Freges publikationer. Frege
genomforde dock sitt projekt och blev ddrmed sméaningom, men forst pa dldre dagar,

erkidnd som en av de stora inom bade filosofi och matematik. Anders Wedberg skriver:
“Trots manga tidigare ansatser till formalisering - sérskilt inom den logiska algebran (Leibniz, Boole
m.fl.) - gav Frege med sin Begriffsschrift, eine der aritmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen
Denkens (1879) det forsta exemplet pa ett stréingt formaliserat och mycket uttrycksfullt sprak. Inom ramen
for detta sprak gav han en stringt formaliserad logisk teori, som innefattade en formaliserad satslogik (den
klassiska tvavirdiga), en formaliserad kvantifikationslogik (med kvantifikation av “féremal” och “funktioner
av forsta ordningen”) och en formaliserad identitetsteori. Dessutom gav han som sagt en - 1at vara
fragmentarisk, och som det senare skulle visa sig, motsidgelsefull - formaliserad médngdteori. Ingen har fore
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Frege lika klart som han fattat och genomfort formaliseringens idé. Pa detta omrade 4r han den store
pionjiren.”!

Freges Begriffsschrift vickte till en borjan foga intresse. Han var t.o.m. tvungen att
sjalv betala for publiceringen av detta verk som smaningom blev en klassiker inom
logiken.

I England fanns en ung filosof som i slutet av 1800-talet téinkte i alldeles samma
banor som Frege. Ocksa han grubblande 6ver aritmetikens hallbarhet. Ocksa han kom till
slutsatsen att man maste forsoka visa att aritmetiken kan hirledas fran enkla och sjilvklara
logiska sanningar. Nér han inledde sitt projekt kéinde han inte alls till Frege och hans
insatser, men nér han fick kinnedom om den tyske filosofen lidste han med iver och
sakkdnnedom hans skrifter. Salunda kom det sig att ndr Frege ar 1903, nér han stod i berad
att ge ut en ny upplaga av boken Die Grundgesdtze der Aritmetik, fick ett brev av den da
31-arige filosofen i vilken denne papekade att Freges system inneholl en motsigelse, som
senare kom att kallas Russells paradox. Den unge filosofen hette alltsa Bertrand Russell
(1872- 1970). Tillsammans med matematikern A.N. Whitehead arbetade Russell senare pa
ett stort arbete vars mal var att formellt hiarleda aritmetiken fran logiken. Resultatet av
deras moda blev boken Principia mathematica, ocksa den en klassiker inom logiken, som
utkom i tre delar 1910-1913. Denna bok fick stort inflytande inom savél matematik som
filosofi. De flesta ldirobocker i formell logik har sedan dess baserat sig pa detta arbete.
Boken behandlar satslogik, predikatlogik och mingdlédra. I mingdldran infors regler som
gor att Russells paradox inte kan uppsta. Forfattarna bevisar sedan en miangd aritmetiska
sanningar, t.ex. att 2+2=4 med hjilp av sitt formella logiska sprak. Boken bevisar darmed
att det faktiskt &r mojligt att hidrleda aritmetiken ur logiken. Nagon egentlig praktisk
betydelse fick detta bevis dock aldrig eftersom ingen nagonsin pa allvar betvivlat att 2 + 2
=4 eller att 7 + 5 = 12. Diremot fick det formella sprak som Frege och senare Russel och
Whitehead skapade stor betydelse inom andra omraden, och speciellt inom
informationsteknologin. Boken stimulerade i hog grad intresset for formella sprak.
Mingder av nya logiska system har konstruerats under 1900-talet.

Den formella logiken uppstod salunda som ren grundforskning och forblev detta
fram till 1930-talet. Da insag flera forskare, oberoende av varandra, att formell logik
lampar sig utmérkt ndr man bygger elektroniska maskiner som behandlar data, dvs
elektronhjédrnor, som manga till en borjan kallade dem med en minst sagt fantasifull
bendmning. Forvéntningar pa dessa maskiner var enorma under 50- och 60-talet, men det
var ocksa dystopierna, de skrimmande framtidsscenarierna om en virld styrd av datorer. . .
Som sa manga ganger tidigare och senare i vetenskapens historia blev det som borjat som
ett hogst abstrakt problem inom den rena grundforskningen med tiden av enorm praktisk
betydelse.

Det enda sittet att forsta vad formell logik &r och vad den handlar om ir att ldra sig
grunderna for nagra system. Detta dr inte svart, men kriaver att man jobbar en smula med
ovningar och ldr sig anvénda exakta definitioner och regler. Man far da en viss forstaelse
for vad man kan och inte kan uppna med formella metoder. Viktigt &r att man hela tiden
har i minnet att allt i sista hand bygger pa intuitiv logik. Jag citerar logikern Daniel
Bonevac: “Logiska system dr matematiskt exakta modeller av hur man resonerar inom
vissa sprakliga omraden. Nar logikerna konstruerar sadana modeller maste de gora
antaganden om meningen hos de uttryck de studerar. Logikerna forsoker skapa [formella]
system i vilka just de argument blir giltiga, som de som talar spraket, niar de funderar Gver
saken, anser vara giltiga.”2 Vad detta betyder konkret kommer att klarna nér ldsaren lir
kinna de formella system som jag presenterar medan.

' Anders Wedberg, Filosofins historia.Frin Bolzano till Wittgenstein. Bonniers 1966, s. 104.
? Daniel Bonevac Deduction. Introduction to Symbolic Logic. Mayfield Publishing Company 1987, s. 336.
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Jag borjar med ett mycket enkelt, men dock hogst anvindbart system som kallas
formell satslogik (SL). Det har blivit praxis att 1dirobocker i formell logik inleds med detta
system. Jag behandlar detta system tdmligen detaljerat. Nar man kan SL dr det l4tt att ga
vidare till formell modal satslogik (MSL). Sedan behandlar jag formell deontisk satslogik
(DSL). Dessa bada system behandlar jag kortfattat eftersom de dr mindre viktiga &n SL.

Ett betydligt mera kompliceratg system &dr den formella predikatlogiken (PL). Den
kallas ocksa kvatifikationslogik. Den baserar sig pa SL men gor en langt noggrannare
analys mojlig. Min presentation dr ganska kortfattad. Dessa system kan sedan utvidgas och
kompletteras pa olika sitt. Man kan t.ex. utvidga PL genom att inféra modala och
deontiska operatorer i systemet.

Yrkeslogikerna har skapat massvis med olika system for olika dndamal. De flesta dr
av intresse endast for den som sysslar med ren grundforskning. De som behandlas hér &r de
som historiskt sett spelat den viktigaste rollen och som kommit att fa tillimpningar inom
olika omraden sasom vetenskapsteori, beslutsteori, teknologi och informationsbehandling.

7.2 FORMALISERING INOM SL.

Det enklaste och mest grundldggande formella systemet ér den s.k. satslogiken (i
fortsdttningen SL). Redan under antiken studerade en del filosofer logiken hos ord som
inte, och, eller och om-sa. SL ir ett formellt system for dessa ord. Larobockerna i formell
logik borjar vanligen med formell SL

For ovanlighetens skull &r det inte Aristoteles som dr upphovsmannen. Satslogik
borjade utforskas forst efter hans dod. Det var frimst inom den stoiska skolan, en filosofisk
riktning med stort inflytande under antiken, som man intresserade sig for hur dessa ord
fungerar. Stoikerna utgick fran begreppet axioma. (Ordet har forstas gett upphov till vart
ord axiom, men det betyder alltsa sats). Det finns, menade de tva typer av satser, enkla och
sammansatta. Exempel pa enkla satser dr Det dr dag. Solen skiner. Det dr ljust. Exempel
pa sammansatta dr Det dr dag och solen skiner. Om det dr dag sa dr det ljust. Det dr dag
eller det dr natt. Man diskuterade sedan vilka slutsatser som foljer av olika typer av
sammansatta satser.

I ett naturligt sprak kan vi urskilja flera huvudkomponenter. For det forsta har vi
ordforradet, som vi hir kallar vokabuldren. Vokabulidren 1 svenskan bestar av tiotusentals
ord. For att forsta vardaglig text maste man kénna flera tusen ord. Men orden kan inte
radas efter varandra hur som helst. Man maste ha en grammatik. Den ger reglerna for hur
vi far och inte far kombinera ord. Slutligen har vi en semantik. Denna talar om vad som
menas med sanning och under vilka villkor en sats &r sann. Varje sprak, ocksa formella
sadana, maste ha nagot som motsvarar vokabulir, grammatik och semantik hos naturliga
sprak. Det enklaste sittet att kort presentera ett formellt sprak dr darfor att ange dessa. For
SL &r detta enkelt.

Vokabuléren for SL.

Vokabuléren bestar av s.k. satsbokstidver och konnektiver (sammanbindare). Vi
later sma bokstidver a,b,c osv sta for enkla satser. Man kan vid behov anvinda al, a’ osv.
Att en sats dr enkel betyder i SL att den inte innehaller nagot av orden inte, och, eller, om-
sa och om och endast om, eller nagot ord som anvénds synonymt med dessa. Vidare ingar i
vokabuldren ett antal specialtecken som &r kinnetecknande for SL. Olika bocker anvinder
nagot olika tecken. Hér anvénder vi foljande: -, &, v, —, <>. Dessa tecken kallas
konnektiver (sammanbindare). De binder ihop enkla satser till sammansatta. Tekniskt
uttryckt sett anger de funktioner pa samma sitt som tecknen +, - , X , : i aritmetiken. Dartill
innehaller vokabulédren parenteser () och klamrar { }. Andra tecken &n dessa finns inte i
standardversionen av SL.
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Nir vi resonerar inom SL far vi endast anvianda dessa tecken och reglerna for dem.
Men nir vi beskriver SL och diskuterar dess for och nackdelar etc far vi forstas anvinda
det naturliga spraket och vilka andra system som helst. SL kallas da objektsprak. Det &r
objektet for vart intresse. Det sprak vi anvander nér vi talar om SL, dvs det naturliga
spraket, kallas metasprak. Objektspraket har alltsa en hogst begrinsad vokabulir.
Metasprakets vokabulér dr diremot mycket stor.

Grammatiken for SL.

Grammatiken i SL talar om for oss vilka rickor av tecken som godkidnns som
formler i SL. Den bestar av blott tre regler. (En enklare grammatik kan man knappast tinka
sig!) Nér jag skriver ner dessa regler anvinder jag A och B som variabler for formler i SL,
s.k. metavariabler. I stéllet for A och B kan man sitta in vilken formel som helst 1 SL. A
och B ingar salunda inte i vokabuldren for SL, utan anvinds i det metasprak vi anvinder
nir vi talar om SL. Hér 4r reglerna:

® Varje satsbokstav ir en formel.

e Om A iren formel sa &r -A en formel.

e Om A och B dr formler sa iar A & B, A v B, A—B och A<~B formler.
Exempel: Enligt regel 1) édr a en formel, men ocksa b och ¢. Om vi tillimpar regel 2) pa
dessa sa far vi att -a, -b, och -¢ &dr formler. Om vi tillampar regel 3) pa a,b,c far vi en rad
nya formler t.ex. a & b, a vb, a—c, bec. Enligt 2) far vi alltid en formel nir vi skriver -
framfor en formel. Alltsa &r ocksa t.ex. - a & b) och -(a v b) formler. Om vi tillimpar regel
3) pa dessa far vi att -(a & b) v -(a v b) dr en formel. Man kan salunda bygga hur langa
formler som helst med hjilp av vokabuldren och grammatiken. Mérkvil att reglerna tillater
konstiga formler som a & a & a & a. Parenteserna och klamrarna anvénder vi for att
markera vad som hor ihop. Om en formel enbart innehaller & eller v eller sa behover vi
inte skriva ut paranteser. Men det dr inte heller forbjudet. Om en formel innehéller — eller
<> maste vi ddremot alltid skriva ut paranteser for att det skall vara klart vad som hor ihop.
Vi far alltsa inte skriva A—B—C. I stillet maste vi antingen skriva (A—B)—C eller
A—(B—-C).

Semantiken for SL.

Semantiken berittar for oss vad tecknen betyder och under vilka villkor en formel
betraktas som sann i SL. Detta system &r av den typ som kallas klassisk logik. Det betyder
att det finns tva sanningsvirden. Eftersom jag ofta maste anvianda ordet sanningsvirde i
fortsittningen forkortar jag det till SV. Dessa betecknar vi med bokstidverna S och F. S =
sant, F = falskt, osant. For SL giller forstas logikens grundlagar. Varje formel antas
salunda ha virdet S eller F, och ingen formel kan ha bada viardena samtidigt. T.ex. formeln
-{(a & b) v -(b v -¢)} har ett bestamt SV. Hur far vi reda pa detta. Har kommer vi in pa
sjdlva grundidén med SL.

Om man kdnner till SV for de enkla formlerna a,b och ¢ sa kan man rent mekaniskt
riikna ut SV for hela den sammansatta formeln. Uttryckt pa ett annat sitt: SV hos varje
komplex formel ir en funktion av SV for de enkla (atoméra) formler av vilka den
komplexa formeln dr uppbyggd. Anta att vi har féljande SV a=S, b=F och c = S. Vilket
SV far da hela formeln? Den far virdet F.

Hur riknar man ut SV for en godtycklig formel? For att kunna gora detta maste vi
ge exakta definitioner av konnektiverna. Vi maste ge dessa tecken en exakt mening. Det
gor vi genom att ange deras sanningsvillkor, dvs. under vilka forhallanden de dr sanna
respektive falska.

For att rikna ut SV for en komplex formel behover vi, som jag nimnde ovan,
kdnna SV for de atomira formler av vilka den &dr uppbyggd. Hur far vi reda pa dessa? Det
far vi inte! Detta problem kan inte losas inom ramen for SL. Tag som exempel pastaendet
Aristoteles hade tre barn. Vi vet inte om det dr sant eller inte. Det som vi vet dr att det
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antingen 4r sant eller inte. SL ger oss alltsa ingen metod att bestimma SV for atoméra
satser. Men den ger en metod att bestimma SV for komplexa satser forutsatt att vi kdnner
virdena for de atoméra. Men det viktigaste &r att SL ger oss en metod att systematiskt ga
igenom alla tinkbara mdajligheter. Detta gor vi genom att rita upp nagot som kallas
sanningsvirdetabeller, 1 fortsidttningen SV-tabeller. Betydelsen hos varje konnektiv
definieras exakt genom en sadan tabell.
Tabellen for - dr enkel och sjilvklar. (Nir jag skriver ner dessa regler anvinder jag
igen metavariabler, bokstidver som &r variabler for formler i SL). Om en formel A har
vardet S sa har - A forstas motsatt virde, dvs. F. Och om A har virder F sa har - A
sjalvklart vérdet S. Detta konnektiv kallas negation. Regeln for negationen ér salunda att
den édndrar, kastar om, SV pa den formel som den styr. Hér ar SVT for de 6vriga
konnektiverna:
Sanningsvirdetabellerna for konnektiverna i SL.
AB A&B AvBA—B A+<B

SS S S S S
SF F S F F
FS F S S F
FF F F S S

Detta dr grundtabellen for konnektiverna i SL. Man utgar alltid fran denna tabell ndr man
riknar ut sanningsvirdena for alla andra formeler 1 SL.

For tva formler A och B finns det fyra och blott fyra mojliga kombinationer av SV.
Dessa fyra kombinationer ser vi i kolumnen ldngst till vinster. For var och en av dessa
kombinationer far varje formel, som innehaller ett konnektiv, ett bestimt virde. Dessa SV
finns 1 kolumnen under respektive konnektiv. Ex: I den Oversta raden ser vi lingst till
vénster att bade A och B &r sanna. Nar vi gar mot hoger ser vi vilket SV en formel med
vart och ett av de olika konnektiven far i detta fall. Vi ser att alla blir sanna om bade A och
B ér sanna.

En formel dédr huvudkonnektivet dr & kallas konjunktion. (Av lat. conjugere= att
sammabinda). Tecknet & i SL motsvarar manga, men inte alla, anvindningar av och i
naturliga sprak. Det motsvarar ocksd manga anvindningar av men. I tabellen ser vi att en
formel A & B dr sann om och endast om (som vi i fortséttningen forkortar till omm) bade
A och B dr sanna. Om nagondera eller bada &r falska sa blir ocksa konjunktionen falsk.
Denna regel kan vi tillimpa pa varje formel som &r en konjunktion, hur ménga
satsbokstiver den dn innehaller. Salunda &r en formel A & B & C sann omm alla tre
atomdra satser dr sanna. For att en formel A & B & C & D skall vara sann maste alltsa var
och en av formlerna A,B,C och D ha virdet S. Annars dr den osann.

En formel dédr huvudkonnektivet ér v kallas disjunktion. (Av lat. disjungere =
atskilja). Tecknet v motsvarar anvindningen av eller i naturliga sprak forutsatt att man
avser det s.k. inklusiva eller. Detta anvidnds nir A och B inte utesluter varandra. Det
motsvarar diremot inte antingen eller som kallas for exklusivt. For att uttrycka antingen
eller kan vi skriva (A v B) & -(A & B). Men vi kan, om vi sa vill, anvinda ett skilt tecken
v for antingen eller. 1 kolumnen under v ser vi att en disjunktion dr sann omm bade A och
B eller nagondera dr sann. Det ricker m.a.o. att en enkel formel i en disjunktion &r sann for
att hela den sammansatta formeln skall vara sann. Om t.ex. A har virdet S i formeln A v B
v C v D sa blir hela formeln sann. Diaremot #dr en formel som innehaller det exklusiva eller,
t.ex. A v B v C, sann endast om inte alla tre dr sanna eller alla tre falska. For att en formel
A v B v Cv D skall vara falsk maste salunda alla de atomira formlerna vara falska.

En formel dédr huvudkonnektivet dr — kallas materiell implikation.(Av lat.
implicare = att forbinda). Detta konnektiv anvinds som motsvarighet till uttrycket om-sd
eller synonyma uttryck i naturliga sprak. Det dr dock ingen exakt motsvarighet. SV for en
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sats som innehaller om-sd i ett naturligt sprak kan inte bestimmas enbart utgaende fran en
SVT. Av SVT ovan ser vi att formeln A — B ir sann i alla andra fall utom nér A =S och B
=F. Salunda ir formeln alltid sann nir A = F, dvs. nir forsatsen ar falsk. Detta stimmer
inte med intuitiv logik. Tag t.ex. satsen Om Hans Rosing dr 50 ar gammal dr 2003 (falskt),
sd dr han fodd dr 1944 (sant). Annu konstigare #r att t.ex. satsen Om Hans Rosing cir 100
dr gammal sa dr Finland en del av Ryssland ér sann enligt SL. Satserna dr sanna enligt SL,
men knappast enligt intuitiv logik. I sjidlva verket dr det omgjligt att konstruera en
motsvarighet till om-sd inom ramen for SL. Den materiella implikationen &r det ndrmaste
man kan komma.

En formel dédr huvudkonnektivet dr < kallas ekvivalens.(Av lat. aequivalere = att
ha samma kraft). Detta tecken motsvarar uttrycket om och endast om i naturliga sprak. Av
SV-tabellen ser vi att formeln A«<>B dr sann omm bada har samma sanningsvérde.

I larobockerna i logik talar man om formalisering av satser i naturliga sprak. Denna
paminner nagot om en dversittning fran ett sprak till ett annat. Formalisering innebér att
man analyserar satser (eller pastaenden, argument, teorier etc) med hjilp av ett formellt
system. Det som vi gor nir vi formaliserar med hjélp av SL &r, exakt uttryckt, att med
formler visa upp hur de enkla satserna ir “kopplade” till varandra. Dessa kopplingar har de
logiska egenskaper som framgar av SVT.

Nir man formaliserar en sats 1 SL borjar man med att soka efter motsvarigheter till
konnektiverna i satsen. Man sitter sedan in konnektiver for ord som inte, icke, ej, och,
men, eller, antingen eller, om-sd, ifall, endast om och om och endast om. Detta ér inte en
mekanisk procedur utan kriver forstaelse. Oversittningen kan dirfor inte mekaniseras, den
kan inte skotas av ett datorprogram. Sedan sétter man in satsbokstidver for de enkla
satserna.

Exempel: formalisera satsen “Om man iter hdlsosamt och motionerar mycket sa blir man
inte sjuk.” Jag markerar uttryck som motsvarar konnektiver med fetstil. Vi sitter in
konnektiver for dessa uttryck och far “Man idter hdlsosamt & motionerar mycket — - man
blir sjuk.” Nu ersitter vi de enkla satser som dr kvar med godtyckligt valda bokstéver, t.ex.
sa har

h = Man éter hilsosamt.

m = Man motionerar mycket.

s = Man blir sjuk.

Nir vi sitter in dessa bokstiver i st.f. satserna far vi den slutgiltiga formeln (h & m) — - s.
Vi anger med en parantes att h och m hor ihop. Vi utldser formeln: h och m implicerar icke
S.
Exempel: formalisera satsen “Man bor dta mycket frukt och bir, och vidare morkt brod,
fisk och magert kott, men inte mycket socker och fett.” Hir dr ett och underforstatt mellan
morkt brod, fisk. Ocksa hir sitter vi alltsa ut ett &. Vi ersitter de enkla satserna med
bokstéver. Sjdlvklart far samma bokstav inte anvéndas for tva olika satser. Om samma sats
forekommer flera ganger skall den givetvis ha samma bokstav.

f= Man bor dta mycket frukt.

b= Man bor dta mycket bér.

m= Man bor dta morkt brod.

i= Man bor ita fisk.

k= Man bor dta magert kott.

s= Man bor dta mycket socker.

t=Man bor dta mycket fett.

Vi farda formeln f& b & m & i & k &-s &-t. Vi behover inga parenteser darfor att det
bara finns en mojlig tolkning av formeln nir vi endast anvinder konnektivet &.
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Ytterligare ett exempel. Formalisera foljande berdmda uttalande av Jesus 1 Bergspredikan.
“Om nagon slar dig pa den hogra kinden sa vind den andra till & honom; och om nagon
vill ga till ritta med dig for att berova dig din livklddnad, sa 1at honom fa manteln med;
och om nagon tvingar dig att till hans tjinst ga med en mil, sa ga tva med honom.” Vi
markerar alla motsvarigheter till konnektiver, sétter in symbolerna for dessa och ersitter de
enkla satserna med satsbokstidver, n = Nagon slar etc; v = Vind den andra etc; g = Nagon
vill ga till ritta. etc; 1 = Lat honom fa etc; t = Nagon tvingar dig etc; v = Ga tva med
honom.

Formaliseringen i SL blir alltsd (n—v) & (g—1) & (t—V)

Lisaren bor sjdlv forsoka formalisera foljande satser.

1) Det var Runeberg eller Topelius, men inte Lonnrot som skrev Finrik Stéls ségner.

2) Regeringen maste ta upp mera lan om den inte minskar statens utgifter eller hojer
skatterna.

3) Den sokande far den lediganslagna tjansten om och endast om hon dr kompetent,
ogift och inte har alltfor hoga Ionekrav.

4) Antingen 4r slutsatsen i ett deduktivt argument sann eller sd dr argumentet ogiltigt
eller minst en av premisserna falsk.

5) Ett argument dr deduktivt och sunt om och endast om det 4r omdjligt att alla
premisser dr sanna och slutsatsen falsk samt premisserna de fakto dr sanna.

7.3 DEN AXIOMATISKA BEVISMETODEN

Frege och Russell skapade SL for att kunna bevisa satser pa ett exakt sétt. Det var
forstas grekerna som hittade pa begreppet bevis. Aristoteles skrifter vimlar av bevis. Han
var ocksa den forste som konstruerade ett axiomatiskt system genom att axiomatisera sin
teori om syllogismerna. Historiens mest inflytelserika axiomatiska system konstruerades
emellertid av en grekisk matematiker som hette Euklides. Om hans liv har de bevarade
killorna inget att beritta. Vi vet inte ens med sdkerhet nédr han levde, men troligen omkring
300 f.Kr. Euklides sammanfattade sin tids matematiska vetande i ett stort arbete Elementa.
Han utgick fran ett fatal definitioner av begrepp samt fran ett antal axiom, grundlaggande,
sjalvklara sanningar. Fran axiomen hirledde han sedan en stor méngd teorem, t.ex. det
berdmda Pytagoras teorem.

Den axiomatiska metoden har sedan antiken framstatt som den bista bevismetod
som finns. Anledningen till detta dr litt att forsta. Axiomen bor véljas sd att det inte kan
rada nagra tvivel om deras sanning. Euklides utgar fran 10 axiom. (Fem av dem kallar han
postulat, men de dr av samma karaktir som axiomen). Nagra exempel pa axiom:

1. Man kan alltid dra en rit linje fran en punkt till en annan.
Varje begrinsad linje kan forldngas obegrinsat.
Kring en medelpunkt kan man alltid beskriva en cirkel med en bestdmd radie.
Alla rita vinklar ar lika.
Storheter som ticker varandra dr lika stora.
Det hela ir storre &@n sin del.
Fran axiomen hérleder man sedan teorem med hjélp av deduktivt giltiga regler. Som vi
tidigare har sett definieras deduktiv giltighet sa att man fran sanna premisser aldrig kan
komma till en falsk slutsats. Regeln dr som man siger sanningsbevarande. Detta betyder
att om axiomen faktiskt dr sanna och hérledningsreglerna giltiga sa dr ocksa alla teorem
sanna.
Det fanns dock ett problem med denna metod. En noggrann analys har visat att Euklides,
sdkerligen omedvetet, ibland anvinde antaganden som han inte explicit formulerat. Nir
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han gjorde slutledningar forlitade han sig pa intuitiv logik. Det fanns salunda ett visst
spelrum for tolkningar och misstag.

Det tyska universalgeniet G.W. Leibniz (1646-1716) var den forsta som foreslog att
man borde forsoka skapa ett exakt, formellt sprak i vilket ocksa slutledningsreglerna kunde
formuleras. Nir tva filosofer var oeniga i nagon fraga skulle de, menade han, kunna
formulera fragan som en formel i ett exakt formellt sprak. Sedan kunde de med hjilp av
samma typ av rikneregler som finns i matematiken rikna fram det ritta svaret. For
mangsysslaren Leibniz, som for 6vrigt var mycket fortjust i Aristoteles logik, blev detta
dock blott en vision. Han forsokte aldrig sjédlv skapa den characteristica universalis, det
universella formella sprak, som han dromde om.

Det skulle ga mer dn hundra ar efter hans dod innan nagon tog ett forsta steg mot
forverkligandet av denna vision. Denne nagon var en engelsk matematiker vid namn
George Boole (1815-1864). Han lade maérke till likheter mellan vissa regler i algebran och
regler inom satslogiken. Han skapade ett slags logisk algebra som har samma struktur som
den SL som Frege och Russell utvecklade. Sadana strukturer géar i dag under bendmningen
boolsk algebra.

Booles upptickt vickte inget storre intresse. Han hade inte samma storslagna vision
som Frege och Russell. Han utvecklade varken nagot formellt sprak, predikatlogik eller
mingdlara. Han hade foga intresse for de grundldggande filosofiska fragor som de senare
kdmpade med. Det dr darfor helt korrekt att ge Frege dran av att vara den moderna formella
logikens fader.

Frege och Russell anvinde forstas den axiomatiska metoden i sina system. Vi skall
hir mycket kort se hur Russell arbetade. Axiomen maste sjdlvklart viljas med yttersta
omsorg. Det dr ju pa dem hela systemet grundar sig. Tanken &r att axiomen i sig implicit
skall innehalla allt som #r sant i systemet. Teoremens funktion dr blott att tydligt uttrycka
det som redan implicit finns i médngden av axiom. Axiomen maste vara sanna. Darfor
maste de vara sa enkla att det inte kan rada nagon oenighet om deras sanning. De skall
forstas vara av logisk natur. Meningen var ju att hiarleda matematiken, atminstone
aritmetiken, fran logiken. Vidare maste axiomen vara sa fa som maojligt.

Russell utgick fran blott fem axiom. Senare kunde det dock visas att ett av dessa
fem i sjdlva verket kunde hirledas som ett teorem ur de fyra 6vriga. Salunda kom SL i
Principia att bygga pa blott fyra axiom. (For predikatlogiken och mangdldran maste
ytterligare exiom forstas antas). Dessa kan formuleras i det formella sprak jag ovan
beskrivit. De ser ut sa hér:

Al)(ava)—a

A2)a— (bva)

A3)(avb)—(bva)

A4)(a— b) —[(cva) — (cvb)]

For att kunna hirleda teorem ur dessa axiom anvinda Russell endast tre grundregler. Av
dessa har ldsaren redan bekantat sig med modus ponens. Dessutom anvinde han
substitutionsregeln som sédger att en bokstav A kan ersitta en annan forutsatt att detta
utbyte sker pa varje stille i formeln dir A forekommer. Genom denna regel kan man t.ex.
fran A3) hirleda (¢ vd) — (d v ¢). Den sista regeln sdger att ekvivalenta formler kan
ersdtta varandra.

Dessutom anvinde han foljande definitioner. Uttrycket = df utlédses: “dr enligt definition
detsamma som”.

D1l)a—b=df-avb

D2)a&b=df-(-av-b)

D3)a<—b=df(a—b)&(b—a)
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Hir ett enkelt exempel pa ett bevis.

Bevisa att (a — -a) — -a dr ett teorem.

Bevis

Vi utgar fran axiom A1). Genom att tillimpa substitutionsregeln ersitter vi alla forekoster
av a med -a. Vi far (-a v -a) — -a. Vi tillimpar D1) pa disjunktionen inom parentesen och
far ett uttryck som innehaller — i st.f. v, dvs (--a — -a). Men tva negationstecken efter
varandra tar ut varandra. Sa vi far (a — -a). Enligt ekvivalensregeln far vi nu sétta in denna
implikation 1 st.f. for disjunktionen. Ddarmed har vi kommit fram till det teorem som skulle
bevisas. Q.E.D.

Denna bevismetod har flera nackdelar. Den viktigaste &r att det krdvs stor
skicklighet for att kunna anvinda den. Man maste kunna en stor méngd formler utantill och
ha klara begrepp om hur man skall kunna, steg for steg, komma fram till 6nskat resultat.
Sjalvklart far man utnyttja teorem som redan bevisats i de nya bevis man konstruerar. Men
for att gora detta maste man komma ihag vad man redan bevisat. Det finns sdlunda inga
enkla regler att f6lja och allra minst nagon mekanisk procedur som ger korrekta resultat.
Anta att vi vill veta huruvida en viss formel dr sann, dvs ett teorem, i SL. Vi bor da soka
finna ett bevis for formeln. I beviset far vi forstas anvinda axiomen, definitionerna och
tidigare bevisade teorem samt reglerna. Anta att vi inte lyckas komma pa nagot bevis.
Betyder detta att formeln inte dr ett teorem? Inte alls. Det kan lika gérna vara sa att var
formaga att finna ett bevis inte ricker till.

7.4. BEVIS MED HJALP AV SANNINGSTABELLER.

Det innebar dirfor ett stort framsteg nir flera logiker oberoende av varandra under
1920-talet utvecklade en helt ny bevismetod for SL. Den nya metoden innebar att man
bevisar genom att gora upp tabeller 6ver alla mojliga kombinationer av sanningsvérden. Vi
kallar den tabellmetoden. Med denna metod behdver vi varken axiom eller
slutledningsregler. Skillnaden mellan axiom och teorem forsvinner. Metoden gor det
mojligt att, genom en mekanisk rikneoperation, for varje (4ndlig) formel avgora om den dr
en logisk sanning eller inte.

En SV-tabell for en formel i SL bestar av alla kombinationer av sanningsvirden
som dr mojliga for formeln i fraga. I denna metod fungerar grundtabellerna for
konnektiverna pa samma scitt som axiomen i den axiomatiska metoden. De anger de exakta
villkor under vilka en formel innehallande ett visst konnektiv dr sann resp. falsk. Lat oss ta
implikationen a — b som exempel. Den innehéller tva satsbokstiver (variabler). For tva
satser finns det exakt fyra mojliga kombinationer av sanningsvérden: bada dr sanna, den
forsta sann och den andra falsk, den forsta falsk och den andra sann, och bada falska.
Skrivet i tabellform far vi tva kolumner och fyra rader.

SS

SF

FS

FF

Om vi har tre variabler som i formeln a & b & ¢ sa okar antralet mojliga kombinationer till
exakt atta. Namligen
SSS

SSF

SFF

SFS

FSF

FFS
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FSS

FFF

Om vi har fyra variabler far vi igen en fordubbling av antalet mojliga kombinationer till
sexton. For fem variabler blir det foljaktligen 32 rader i tabellen osv. Tabellerna blir snabbt
sa stora att de dr helt ohanterliga for en ménniska. For en dator géar det daremot forstas
blixtsnabbt att gora upp tabeller med manga variabler. Metoden &r alltsa i praktiken
ohanterlig, men principiellt dr den ytterst elegant och filosofiskt dr den enkel och Iitt att
forsta.

Denna metod innebar att Leibniz” vision om att mekaniskt kunna rikna ut svaret pa
ett problem forverkligades. Visserligen blott for en mycket enkel och begrinsad logik. Med
SVT kan man nimligen for varje problem, som kan formuleras i SL, mekaniskt rikna ut
losningen. Det trakiga dr bara att mycket fa verkligt intressanta filosofiska problem kan
formuleras 1 SL!

Exempel: Bevisa att Russells axiom A2) faktiskt dr sant i SL. Vi gor upp SVT {or
axiomet. Det innehaller tva variabler. Vi far alltsa fyra rader i tabellen. Sedan riaknar vi ut
SV for parentesen (a v b). Dessa virden ser vi rakt under v. Vi har pa s. 89 sett att en
disjunktion far virdet F omm bade a och b har virdet F, annars S. Slutligen rdknar vi ut
SV for implikationen. Den far, som vi sett viardet F omm a har vérdet S och b viérdet F,
annars S. Virdena ser vi rakt under pilen. Tabellen ser ut sa hir.

ab a—(bva)

SS S S
SF S S
FS S S
FF S F
12 3 4

Jag har numrerat kolumnerna (langst ner) for att kunna uttrycka mig kort. Forst rdknade vi
ut kolumn 4 genom att kombinera virdena i kolumn 1 och 2 med hjélp av regeln for
disjunktion. (Vi borjar alltid rdkna kolumnen f6r den innersta parentesen och gar sedan
utat). Sedan riknade vi ut kolumn 3 genom att kombinera viardena i kolumn 1 med de
vérden vi fatt i kolumn 4. Da anvinder vi forstas regeln for implikation.

Kolumn 3 innehaller endast S. Vad betyder det? Det betyder att vilka
sanningsvirden de enkla formlerna a och b dn har sa blir formeln a — (a v b) alltid sann.
Det dr m.a.o. omdjligt att denna formel &r falsk. Formeln &r giltig, en nddvéndig sanning,
en tautologi. P4 samma sitt kan vi enkelt bevisa att de 6vriga axiomen ocksa ar giltiga.
Lisaren bor forsoka gora detta for axiom Al) och A3).

Med denna metod &r det mycket enkelt att bevisa teoremet som vi ovan bevisade
axiomatiskt. Teoremet innehaller endast en bokstav. Det finns alltsa endast tva mojligheter
och tabellen blir denna.

a (a—-a)—-a

S F S
F S S
1 2 3

Forst riknar vi ut virdena inne i1 parentesen, dvs kolumn 2, och sedan kolumn 3. Den
innehaller endast S vilket betyder att formeln blir sann oberoende av om a dr sann eller
falsk. Formeln ér alltsa nodvandigt sann.

Lat oss dnnu bevisa att A4) dr en logisk sanning. Formeln innehaller tre variabler. Vi far
dérfor atta raderi SVT.

abc (@a—b)—[(cva)— (cvb)]

SSS S S S S S
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SSF
SFF
SES
FSF
FFS
FSS
FFF
123
Vi borjar inifran och gar utat. Forst far vi kolumnerna 6 och 8 genom att anvinda regeln
for disjunktion. Nér vi kombinerar virdena i 6 och 8 genom regeln for implikation far vi
kolumn 7. Denna kolumn ger SV for formeln inom klammern. Sedan riknar vi ut kolumn
4. Och slutligen kombinerar vi kolumnerna 4 och 7 genom regeln for implikation och far
kolumn 5. Denna kolumn, som innehaller virdena for den sammansatta formeln, bestar
endast av S, vilket betyder att denna formel blir sann oberoende av hur vi tolkar a,b,c, dvs
oberoende av vilka SV variablerna har.

AL ULVLULVLWVMTTIWV
Nnnnnnwnvnwnwn
M wrnwynmwynnwn
QLU nnwvnmwn
corm WM wn

Men vi kan gora mycket mera med tabellmetoden &@n bevisa att en formel 4r en
logisk sanning. Genom att studera slutkolumnen for en formel kan vi dessutom avgora om
formeln dr en motsédgelse (en kontradiktion, nddvéndigt falsk, en logisk falskhet), om den
ar satisfierbar, och om den ir kontingent. Foljande regler giller.

Om slutkolumnen for en formel innehaller endast S sa dr formeln en logisk sanning.
Om slutkolumnen for en formel innehdller endast F sa dr formeln en logisk falskhet.
Om slutkolumnen for en formel innehaller bade S och F sa dr formeln kontingent.
Om slutkolumnen for en formel innehdaller minst ett S sd dr formeln satisfierbar.

Slutligen kan vi anvinda tabellmetoden for att avgdra om en slutledningsregel
(argumentform) dr giltig eller inte. Vi definierade giltighet 1 avsnitt 3.7. Definitionen sciger
att en regel dr giltig omm det inte kan intrdffa att alla premisser dr sanna, men slutsatsen
dnda falsk. Om vi finner en sadan tilldelning av SV att premisserna dr sanna, men
slutsatsen dnda falsk, sa har vi ett motbevis (ett motexempel).

Det ir enkelt att soka motbevis genom tabellmetoden. Metoden innebér ju att vi gar
igenom alla mojliga kombinationer av SV. Om vi inte kan finna nagon rad dér alla
premisser dr sanna, men slutsatsen falsk, sa har vi bevisat att regeln &r giltig.

Jag har tidigare flera ganger namnt tva av de viktigaste logiska reglerna, ndamligen
modus ponens och modus tollens. Nu skall vi visa att dessa regler &r giltiga i SL. med hjélp
av en SV-tabeller. Vi borjar med tabellen for modus ponens. Premisserna dr a — b och a.
Slutsatsen dr b. Vi skriver dessa formler efter varandra och gor upp tabellen.
ab a—b a b

SS S S S 1
SF F S F 2
FS S F S 3
FF S F S 4
12 3 4 5

For att kunna uttrycka mig sa klart som mdojligt har jag numrerat bade rader och kolumner.
Ett motbevis &r en rad dir alla premisser dr sanna men slutsatsen falsk. Vi ser att det inte
finns nagon rad dir detta géller. Alltsa finns det inga motexempel, och regeln &r giltig. Vi
ser att bada premisserna dr sanna endast pa rad 1, men pa denna rad &r ocksa slutsatsen
sann. Detta betyder att sa fort vi sitter in sadana SV i modus ponens att premisserna blir
sanna sa blir ocksa slutsatsen sann. Regeln ar alltsa sanningsbevarande.
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Mirk att vi inte alls behdver bry oss om de rader dér en eller bada premisserna &r falska,
dvs raderna 2, 3 och 4. Meningen med en giltig regel &r att den skall garantera att om alla
premisser dr sanna sa maste ocksa slutsatsen vara det. Med en giltig regel skall det vara
omdjligt att hirleda falskhet fran sanning. Vad som sker om minst en av premisserna ar
falsk ar darfor likgiltigt. Men vi ser av tabellen att slutsatsen i sa fall kan vara falsk (rad 2)
eller sann (rad 3, 4).

Vi fortsitter med att bevisa att regeln modus tollens ér giltig i SL. Regeln siger att av
premisserna a — b och -b f6ljer slutsatsen -a. Man kan ocksa skriva regeln sa hir

a—b

-b

-a

Vi gor upp SVT f6r premisserna och slutsatsen

ab a—b -b -a

SS S F F

SF F S F

FS S F S

FF S S S

Vi ser att den enda rad ddr bada premisserna dr sanna &r den sista. Men i denna rad dr
ocksa slutsatsen sann. Det kan alltsa inte existera nagot motexempel. Q.E.D.

Den uppmairksamma ldsaren undrar kanske vad som hiander om det inte alls finns nagon
rad ddr bada premisserna dr sanna. Lat oss undersoka. Vi testar om foljande regel ar giltig.
-(a—b)

-avb

a&b Vi gor upp SVT.

ab -(a—b) -avb a&b

SS F S F S S

SF S F F F F

FS F S S S F

FF F S S S F
1 2 3 4 5

Forst riaknar vi ut kolumn 2. Eftersom vi har ett negationstecken framfor parentesen dndrar
vi vérdena i kolumn 2 till de motsatta och far kolumn 1. Detta dr kolumnen for den forsta
premissen. I kolumn 3 har vi kastat om virdena for a. Kolumn 4 far vi genom att
kombinera kolumn 3 med kolumnen for b. Nér vi jimfor kolumn 1 (den forsta premissen)
med kolumn 4 (den andra premissen) mirker vi nagot intressant. Vadda? Jo att det inte
finns ndgon rad dir bada premisserna dr sanna. Tabellen visar att det dr omgjligt att tilldela
SV till formlerna sa att bada premisserna blir sanna. Alltid nér den ena blir sann, blir den
andra falsk. Detta betyder att premisserna motsdger varandra. Tillsammans bildar de en
kontradiktion, en logisk motsigelse. Vi sdger att méngden av premisser dr inkonsistent.
Och nu foljer en viktig, men egendomlig slutsats. En regel dr giltig omm det inte
finns nagot motexempel, dvs ndgon rad dér bada premisserna &r sanna och slutsatsen falsk.
I denna tabell finns ingen rad ddr bada premisserna dr sanna. Da kan det ju inte heller
finnas nagon rad dir bada premisserna dr sanna och slutsatsen falsk. Enligt denna formella
definition av giltighet dr regeln ovan alltsa giltig!! Vi ser att det inte spelar nagon roll
vilken formel vi har som slutsats. Vad vi @n har som slutsats kan det inte finnas nagot
motexempel och regeln &r giltig. Inom formell logik giller det sdlunda att
ur en motsigelse kan man hérleda vilken formel som helst!!
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Detta giller forstas inte inom intuitiv logik. Om nagon siger att det ur pastaendena
Abo dir en stad och Abo dir inte en stad foljer att Mdnen dir en ost s tar vi detta som ett
skdmt. Men i SL och i formell logik generellt dr det blodigt allvar. Vi har just bevisat att
man i SL kan hirleda vilken formel som helst ur en motséigelse. Eftersom SL &r
grundldggande for all mer komplicerad formell logik sa giller detta generellt for formella
system. Vad lir vi oss av detta? Borde vi forsoka skapa en formell logik dér detta inte
giller? Det gar inte darfor att vi i sa fall maste utesluta disjunktionen ur systemet och da
blir det ingenting av nagot vérde kvar. Slutsatsen blir i stillet att néir man arbetar med
formella system mdaste man vara mycket noga med att inga motsdgelser finns med i
systemet.

Lisaren bor nu forsoka 16sa foljande uppgifter.

Avgor genom tabellmetoden for var och en av formlerna om den &r a) nddvindigt sann, b)
nodvindigt falsk, eller ¢) kontingent.

1)(a<b)— -(a&-b)

2)-(-avb) <= (a—Db)

3Y)(a—b)v(a&b)

4Y@a—b)&(-c—-b)—(a

5 @a&b&c)—(avbve)

Avgor genom tabellmetoden vilka av foljande slutledningsregler som r giltiga.

Ia—b 2)a<b 3)avb 4)-a—-b
b -a bvce -(-b v a)
a -b a&b a&b &c

7.5. BEVIS GENOM SANNINGSTRAD.
Detta avsnitt saknas tillsvidare.
7.6. EGENDOMLIGHETER I SL

Det finns manga egendomligheter t.o.m. i ett sa enkelt system som SL. (I
logikbockerna talar man mycket litet om detta). Det lilla ordet och betecknas 1 SL med &.
Men det finns manga skillnader mellan & och och. (Det giller att hinga med!) Vi tar som
exempel satsen “Pelle 6ppnade dorren och steg in”. Vi later p vara ‘“Pelle 6ppnade d6érren”
och s “Pelle steg in”. Motsvarande formel i PL ser da ut sahdr p & s. Men enligt reglerna i
PL dr p & s exakt detsamma som s & p. Formlerna &r ekvivalenta. Detta stimmer inte med
intuitiv logik for satsen “Pelle steg in och 6ppnade dorren” betyder nagot helt annat dn
satsen som vi utgick ifran. Detta betyder att ordet och i denna sats inte verhuvudtaget kan
formaliseras 1 SL. I sjdlva verket finns det en hel rad anvéndningar av och som inte kan
formalieras. Ett annat exempel dr “Pelle och Oskar lyfte upp kanoten”. Enligt reglerna for
SL kan man av denna sats sluta sig till att “Pelle lyfte upp kanoten” vilket ju ir fel. Inte
heller denna sats kan salunda formaliseras korrekt i SL. Den intuitiva logiken for det lilla
ordet och ar alltsa mycket mer komplicerad &n for & i SL.

De formella systemen, inklusive matematiken, dr mycket enkla i jimforelse med
vanliga sprak och inituitivt tinkande. Anledningen till att vi uppfattar dem som svara ir att
var hjdrna inte dr nagon datamaskin utan fungerar enligt helt andra principer. Vart
tankande dr alltsd av annan typ dn datorernas sitt att processa information. Det 4r enkelt att
skriva ett program som spelar schack bittre @n de flesta vuxna ménniskor, men mycket
svart att skriva ett program som kan fora ett helt tvivialt samtal av den typ som ett barn
utan minsta besvir klarar av.
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Jag skall ndmna ytterligare ett par exempel pa hur SL, och givetvis alla system som
innehéller SL, skiljer sig fran intuitiv logik. Som exempel tar vi satsen “Om Abo ir en stad
s& dr manen en ost.” Ar denna sats sann eller falsk? Eller #r den rent av meningslos? Enligt
SL ir den sann! Men ocks satsen “ Om Abo inte ir en stad si ir ménen en ost” ir sann
enligt SL. Detta foljer av den SV-tabell som definierar — . Enligt intuitiv logik dr dessa
satser nonsens. Det finns inget logiskt samband mellan Abo och ménen. Enligt intuitiv
logik kan endast saker som har nagot att gora med varandra kombineras genom om-sa.
Detta kan vi kalla relevansregeln. Den giller stenhart i intuitiv logik, men inte alls i
formell logik.

Men kan man inte infora en sadan regel? Nej, déarfor att det strider mot grundidéen i
formell logik, namligen att man bara studerar formen och ignorerar innehallet. Man kan
avgora om det finns nagot slags relevant samband mellan tva satser bara om man forstar
innehallet. Eftersom en maskin fungerar enligt ett formellt system och eftersom formella
system inte kan forsta mening och dérfor inte innehalla relevansregler foljer det att
maskiner inte kan avgdra om utsagor &r relevanta i ett visst ssmmanhang eller inte. En
maskin som “talar” kan darfor gladeligen sédga helt fel saker i sammanhanget. Att
konstruera en digital maskin baserad pa formell logik som verkligen forstar vad den sidger
forefaller vara omojligt.

I intuitiv logik spelar motsédgelser en viktig roll darfor att de visar att ndgonting &r
fel. Om en person motsdger sig sjéalv forstar vi att han maste missta sig eller ljuga. Men i
formell logik har motsigelser, som vi bevisade i foregaende avsnitt, en ytterligare
konsekvens som forefaller helt absurd ur intuitiv synvinkel. Om en person motséger sig
sjdlv, t.ex. genom att pasta att han var hemma vid ett visst klockslag och en stund senare
forneka detta, sa inser vi att man inte kan dra nagra andra slutsatser av detta #n just att han
ljuger eller misstar sig. Men i formell logik kan man fran en motsigelse logiskt korrekt,
dvs. enligt reglerna, inom systemet hirleda vilket pastdende som helst, t.ex. att viarlden gar
under 1 morgon.

Denna egendomlighet kan, som vi sag, inte elimineras utan att SL utarmas sa
mycket att det blir ointressant. Men SL ingar i alla mer omfattande system. Darfor géller
att om ett formellt system innehaller motségelser sa kan vilken formel som helst inom
systemet bevisas. Darfor dr motsidgelser “dodligt farliga” i varje formell logik. I intuitiv
logik kan man ddremot inte hirleda nagot alls fran en motségelse.
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