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10. GODELS BEVIS FOR OFULLSTANDIGHET

Kurt Godel (1906-1978) dr en av 1900-talets mest beromda, men kanske ocksa mest
missforstadda, logiker. Som ménniska var denne Osterrikiske tdnkare skygg och
misstdnksam. Han levde hela sitt liv nédra grédnsen till sinnessjudom. Han var hypokondriker
och led av depressioner. Mot slutet av sitt liv blev han paranoid. Han trodde att nagon ville
forgifta honom. Darfor vigrade han att dta nagon annan mat dn den som hans hustru
tillredde. Nar hon lades in pa sjukhus 1977 dog han snart av undernéring. En av 1900-talets
framsta logiker var salunda i sjdlva verket en ytterst irrationell médnniska. Av detta kan vi
dra slutsatsen att logik inte nodvindigtvis gor en minniska klok! (Ar detta resonemang
giltigt? Induktivt eller deduktivt?)

Godel ar framst kédnd for tva ofullstindighetsteorem. Bevisen for dessa framlade
han ar 1931. Det forsta sédger att i varje formellt system som uppfyller vissa villkor existerar
en sats som varken kan bevisas eller motbevisas. Det andra sédger att om ett sadant system
ar konsistent sa kan detta inte bevisas inom ramen for systemet sjéilv.1

Dessa teorem verkar, vid forsta paseende, inte sirskilt viktiga. Inom den formella
logiken &r de dnda av stor betydelse rent principiellt darfor att de sitter granser for vad man
kan astadkomma med formella system. Man bor dock varna for att 6verdriva deras
betydelse. Den som inte kénner till formell logik tror létt att teoremen uttrycker nagot slags
djupa sanningar. De handlar uttryckligen om formella system, inte om vanliga sprak och
intuitiv logik.

I en mycket last populdrvetenskaplig bok hojer Tor Ngrretranders Godels forsta
ofullstandighetsteorem till skyarna som en epokgorande upptickt. Han skriver bl.a.: “Det
var ett bevis som totalt fordandrade matematikernas och logikernas situation, ett bevis som
tvang forskarna att inse att de aldrig kommer att kunna bevisa allt hir i virlden, att
manniskans forestdllning om vérlden i all evighet kommer att innehélla insikter som inte
kan bevisas...Godels teorem har ndmligen faststillt granserna for all kunskap och ddarmed i
viss mening gett oss den enda visshet vi ndgonsin kan fa...Drommen om visshet hade
krossats.””

Godel publicerade sitt resultat pa tyska 1931 2 Vid den tiden hade den formella
logiken redan existerat i ca 50 ar. Det vid den tiden bést kéinda formella systemet fanns i
boken Principia Mathematica (tre band 1910-13) och hade utarbetats av Bertrand Russell
och A.N. Whitehead. Vid den tiden fanns det ocksa ett annat formellt system, Zermelo-
Fraenkels axiomatiska méangdléra. Logikerna och matematikerna antog att dessa system var
fullstindiga (complete). Att ett formellt system &r fullstindigt innebdr att varje formel i
systemet antingen kan bevisas eller motbevisas. Ingen formel inom systemet blir sa att sdga
hingande i luften sa att varken formeln sjilv eller dess negation kan hirledas.

Satslogiken dr ett exempel pa ett fullstindigt formellt system. For varje formel som
kan skrivas med hjilp av de symboler, som finns i systemet, giller att man med en
bevismetod inom systemet, t.ex. tabellmetoden, alltid kan avgora om den ir sann eller inte
inom systemet. Det kan inte existera nagon formel inom systemet som inte dr avgorbar med
tabellmetoden.

' Raymond Smullyan beskriver i boken Forever Undecided. A Puzzle Guide to Gédel (1987), Oxford UP
2000, den typ av logiska problem som Godels bevis handlar om pa ett relativt littbegripligt sitt. For en
tekniskt mer fullstindig behandling se t.ex. Raymond Smullyan “Gddel s Incompleteness Theorems” ss. 72-
89 1 Lou Goble (ed) The blackwell Guide to Philosophical Logic. Blackwell Publishers 2001

? Tor Ngrretranders Mcirk viirlden. En bok om vetenskap och intuition. Utkom pa danska 1991. Forsta svenska
utgavan 1993, Bonnierpoket 1999. Citat pa s. 62.

? En 6versittning till engelska med titeln “On Formally Undecidable Propositions in Principia Mathematica
and related Systems” finns i Davies, M. (ed) The Undecidable, Raven Press, New York 1964.
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Godels ofullstindighetsteorem géller salunda inte for enkla system sasom SL eller
andra system som uppfyller villkoren for s.k. boolsk algebra. Nir Ngrretranders, i citatet
ovan, sédger att drommen om visshet krossats sa har han fel nir det giller system som
uppfyller villkoren f6r boolska algebror. Han har ocksa fel nar det giller PL, d.v.s. forsta
ordningens predikatlogik med identitet. PL. maste utvidgas med de anturliga talen for att
Godels bevis skall kunna genomforas. Sjalvklart giller Godels teorem inte for naturliga
sprak. Strikta bevis av den typ som finns i formell logik kan inte existera i naturliga sprak.

Vad sidger da Godels ofullstindighetsteorem? Det séger att i varje formellt system,
som dr tillrdckligt komplicerat for att innehalla de naturliga talen, kan man skriva en sann
formel som inte kan bevisas inom systemet. Lat oss kalla ett sadant system ett G-system.

Principen i beviset kan forklaras pa foljande sitt. Ett system &r fullstindigt omm
varje sann formel i systemet kan bevisas, och varje falsk formel motbevisas, med de
bevismetoder som finns inom systemet. Om man alltsa kan hitta en sats S, som dr sann
inom varje G-system, men inte kan bevisas inom systemet, sa har man bevisat att varje G-
system dr ofullstiandigt.

Godel hittade pa foljande procedur. Antag ett system G. Antag vidare att varje
formel inom G tilldelas ett tal. Detta tal fungerar som ett namn pa formeln. Talet gor det
mojligt att ndmna formeln utan att skriva ut formeln sjélv. Sadana tal kallas godeltal.
Eftersom det finns odndligt manga tal sa kan varje formel fa ett eget godeltal. Med hjilp av
dessa tal kan man referera till vilken formel som helst i systemet. Sadana tal kan
konstrueras t.ex. pa foljande sitt:

For — skriver vi 12, for & 122, for v 1222, for — 12222 och {for «» 122222. For de
ovriga symbolerna skriver vi enligt foljande: ( 13, ) 1333, E 13333, osv. For variablerna
skriver vi x 14, y 144, z 1444 osv. Med hjélp av sadana tal kan man sedan skriva varje
formel.

Godel kom pa tanken att man med hjélp av talen kan konstruera formler i varje G-
system som refererar till sig sjilva. Han konstruerade sedan en formel F som sédger att ett
visst godeltal n &r namnet pa en formel som inte dr bevisbar inom systemet.

F sdger alltsa, uttryckt i vanligt sprak: Det finns en formel vid namn n i G som inte
kan bevisas med metoderna inom G.

Och hir kommer nu det fina i kraksangen. Talet n dr i sjilva verket namnet pa
formeln F. F sédger alltsa att en formel med talet n inte dr bevisbar, och n ir i sjdlva verket
namnet pa F. Man kan populért uttrycka det sa att formeln sdger om sig sjélv: Jag dr inte
bevisbar inom G.

Godels bevis bygger alltsa pa sjdlvreferens. 1 SL och PL kan man inte skriva
formler som refererar till sig sjdlva. Darfor drabbas de inte av beviset. Men genom att
infora de naturliga talen, och anvindea dessa som namn pa formler, sa kan man skriva
formler som refererar till vilken eller vilka andra formler som helst.

Vi har alltsd en formel i systemet G som séger att den inte kan bevisas inom G. Men
hur skall vi kunna bevisa att F maste vara sann i G om den inte kan bevisas inom G? Om vi
skulle vara tvugna att hélla oss inom G sa kan vi sjdlvklart inte bevisa att F dr sann inom G.
F sjilv sdger ju att den inte dr bevisbar inom G. Om vi med bevismetoderna inoim G skulle
kunna bevisa att F de fakto dr sann sa skulle vi fa en motsigelse. Vi skulle inom G bevisa
en formel som séger att den inte dr bevisbar inom G. Om beviset stimmer sa kan det inte
stimma! Om F bevisligen &r bevisbar sa dr den inte bevisbar. Alltsa kan F inte bevisas
inom G.

Men hur kan vi da vara sékra pa att F faktiskt 4r sann? Vi maste ga utanfor G, till ett
system som &r storre dn G och ddarmed ger fler bevismojligheter. Detta storre system éar i
sjalva verket det naturliga spraket och den klassiska logiken. Resonemanget dr foljande.
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Enligt klassisk logik dr F antingen sann eller falsk. Antag att F faktiskt dr sann. Da &r den
inte bevisbar inom G darfor att detta dr vad den sidger. Antag sedan att F &r falsk. Da dr den
bevisbar inom G. (Den sédger att den inte dr bevisbar. Detta stimmer inte om den &r falsk.
Alltsa dr den bevisbar.) Harav foljer att vi har tva och endast tva mojligheter. Om vi med
sdkerhet kan eliminera nagon av dessa sa maste den andra med sidkerhet vara sann.

1) F dr sann, men inte bevisbar inom G.

2) F ér falsk, men bevisbar inom G.
Vilket av alternativen dr korrekt? Alternativ 2) dr de facto omdjligt. Varfor? Om alternativ
2) staimmer sa innebdr det att vi inom G kan bevisa en formel som ir falsk. Varfor ir detta
omdjligt? Det skulle vicka enorm uppstandelse bland logikerna, och rasera grunden f6r den
formella logiken, om man faktiskt kunde hirleda en falsk formel inom ett systema av typ G.
Grundidén med formell logik har, inda sedan Gottlob Frege lade grunden till den, varit att
utveckla system inom vilket det d4r omojligt att hirleda falska formler. Axiomen och
bevismetoderna inom G ar valda sa att det skall vara omgjligt att hédrleda falska formler.
(Ett formellt system som gor det mojligt att bevisa falska satser dr forstas vérdelost).

Alternativ 2) dr darmed uteslutet. Alltsa maste alternativ 1) stimma. Déirmed har vi

bevisat att det i varje G-system finns atminstone en formel, som dr sann, men som inte kan
bevisas inom systemet. Foljaktligen dr varje G-system ofullstindigt. Q.E.D.

Hur viktigt 4r da detta bevis? Vilken betydelse har det? Jag citerar Ngrretranders
popul'eira bok dnnu en gang: “Detta bevis, inte utan grund betecknat som det djupsinnigaste
som nagonsin har utforts, ror granserna for den ménskliga kunskapens visshet, grinserna
for vad vi kan bevisa. Det ir ett bevis for att vi inte kan bevisa allt. Aven om vi ir sikra pa
att det dr rlktlgt.”4

V1 har just bevisat Godels teorem (eller, mer exakt, klargjort strukturen hos
beviset). Teoremet innebir foljaktligen ingen allvarlig begrinsning for den ménskliga
formagan att bevisa teorem av varierande slag. Men vi har bevisat teoremet inte inom
systemet utan inom ett storre system. I denna mening finns det inga grénser for vara
mojligheter att bevisa. For varje system kan vi alltid, vid behov, skapa ett storre system 1
vilket vi kan betrakta det mindre systemet.

Ngrretranders har uppenbarligen grovt missforstatt bevisets kunskapsteoretiska
betydelse. Det dr mycket vanligt att den som inte forstar formell logik tror att den
innehaller djupsinniga filosofiska sanningar. Endast genom att sjélv bekanta sig med den
kan forsta vad den egentligen handlar om. Godels teorem innebir alltsa inte nagon allvarlig
begrinsning av var formaga att bevisa pastaenden av varierande slag. Det sitter endast
granser for vad man kan bevisa med formella, mekaniska metoder. For ménsklig intelligens
och kreativitet sétter det inga grinser. Det bevisar tvirtom den intuitiva logikens
overldgsenhet over alla formella metoder.

Men vi bevisade inte teoremet inifran G utan utifran ett storre system. Lat oss kalla
detta U. En liknelse kan hir vara till hjdlp. Antag att vi sitter handklovar och fotbojor pa en
man och laser in honom i en cell. Vi forbjuder honom att anvidnda nagra som helst knep.
Sedan uppmanar vi honom att ta sig ut. Det dr forstas omojligt. Nér vi dr inne i ett G-
system &r vi i en liknande situation. Vi har fullstindigt rigida regler for vad man far och
inte far gora inom systemet. Detta ir sjdlva idéen med formella system. All kreativitet &r
forbjuden. Godels bevis r ett exempel pa kreativitet, men det dr fragan om keativitet inom
U, inte inom G.

*Senot 93 s. 62.
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Men anta att mannen i cellen far anvinda hela sin kreativitet. Alla knep som ténkas
kan &r tillatna for att smita ut ur cellen. En s.k. utbrytarkung klarar uppgiften med glans.
Han anvinder sig av ett system analogt med U. I sjédlva verket dr U det naturliga spraket
och logiken 1 U dr den intuitiva logiken. Detta system har inga exakta regler, inga skarpa
grinser. Det fordndras hela tiden. Delar av systemet anpassas for nya situationer. Ddrfor
kan ett bevis av godel-typ aldrig konstrueras for systemet U.

Men kan man da 6éverhuvudtaget bevisa nagot alls inom U? Naturligtvis. Vi har just
bevisat (skissat beviset) for Godels teorem. Det finns en enorm méngd bevis av alla
tankbara slag inom U. Men det finns forstas en avgorande skillnad mellan bevis inom ett G-
system och U. Reglerna inom G é&r en gang for alla givna, mekaniska. Detta giller inte
inom U. Hérav far man dock inte dra slutsatsen att bevis inom U skulle vara mindre
palitliga. Man kan 6verhuvudtaget inte bevisa nagot generellt om bevismetoderna inom U.
Det finns alla tdnkbara typer av bevis fran rigida matematiska bevis till bevis inom
empiriska vetenskaper till bevis vid domstolar till vardagliga bevis. Alla dessa har sina
uppgifter och fungerar bra inom sitt omrade. De ger den grad av visshet som vi behover i
det sammanhanget. Men i det avseendet skiljer de sig inte fran G-system.

Godels teorem innebir salunda inga begriansningar, varken for médnniskans formaga
att na kunskap eller for var formaga att bevisa olika typer av sanningar. Det innebér
ddremot att det finns grinser for vad man kan gora med vissa typer av formella system.

Det finns ett annat viktigt teorem, som anger grianser for vad man kan gora med
formella system. Det bevisades av logikern Alonzo Church 1936. Teoremet innebdr att det
inte finns nagon mekanisk bevisprocedur med hjélp av vilken varje formel i PL kan
avgoras. Man kan alltsa inte programmera en maskin, som for varje formel inom PL, som
vi matar in i den, avgdr om den ér giltig eller ogiltig. Om formeln &r giltig kommer
maskinen visserligen att bevisa detta. Men for en del ogiltiga formler inom PL giller att
maskinen aldrig kommer till en punkt dér den kan séga att formeln 4r ogiltig.

Godels teorem sidger salunda att alla mer komplicerade formella system innehaller
minst en sann formel som inte kan bevisas inom systemet. Churchs teorem siger att for PL
(och foljaktligen for alla system som innehaller PL) giller att de inte kan fullstédndigt
mekaniseras. Det finns inom systemet falska formler som inte kan bevisas vara falska med
bevismetoderna inom systemet.

Logikern Richard Jeffrey skriver: “The theorems of Gédel and Church are of the
first importance, both mathematically and philosophically. In particular, on the
philosophical side, Godel s theorem dealt the deathblow to the theory which identifies
mathematical truth with provability, and Church’s theorem established that logic can never
be fully mechanized.”

Slutligen bor det betonas att, hur filosofiskt-teoretiskt intressanta dessa teorem dn
ar, sa har de mycket liten praktisk betydelse.

> Richard Jeffrey Formal Logic: Its scope and Limits. McGraw-Hill, 1967 s. 169.
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