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Formaali menetelmFormaali menetelmää kkääytytäännnnöössssää

miten todistetaan ohjelman oikeellisuus?miten todistetaan ohjelman oikeellisuus?
miltmiltää todistus ntodistus nääyttyttääää??
isot ohjelmat?isot ohjelmat?

““miljoona rivimiljoona riviää koodiakoodia””
nykyajan ohjelmat?nykyajan ohjelmat?

rinnakkaisuus, vuorovaikutteisuus, ...rinnakkaisuus, vuorovaikutteisuus, ...
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Todistamisen asemaTodistamisen asema

todistaminen on formaalin menetelmtodistaminen on formaalin menetelmään ydinn ydin
mitmitää tarkoittaa tarkoittaa ””todistustodistus””??

matematiikan epmatematiikan epääformaali todistusformaali todistus
geometrian aksiomaattinen todistusgeometrian aksiomaattinen todistus
logiikan formaali todistuslogiikan formaali todistus
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EpEpääformaali ja formaali todistusformaali ja formaali todistus

matematiikan kuva todustuksestamatematiikan kuva todustuksesta
vakuuttavavakuuttava
periaatteessa formalisoitavissaperiaatteessa formalisoitavissa
havainnollinen (surveyable)havainnollinen (surveyable)

ttääysin formaali todistus matematiikassa?ysin formaali todistus matematiikassa?
ei kei kääytytäännnnööllistllistää
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Miiksi formaali todistus?Miiksi formaali todistus?

ohjelman oikeellisuustodistus on erilainenohjelman oikeellisuustodistus on erilainen
todistuksen luotettavuus ttodistuksen luotettavuus täärkerkeäämpi kuin kauneusmpi kuin kauneus
todistus pittodistus pitääää saada heti oikeaksisaada heti oikeaksi
todistukset suuria... todistukset suuria... 
...mutta sis...mutta sisäältltäävväät paljon pienit paljon pieniää rutiinitodistuksiarutiinitodistuksia
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Ohjelma matemaattisena olionaOhjelma matemaattisena oliona
ohjelmointikielen nohjelmointikielen nääkköökulmakulma

i := 1i := 1
s := 0s := 0
while i <= n:while i <= n:

s := s+is := s+i
i := i+1i := i+1

algebrallinen nalgebrallinen nääkköökulmakulma
i=1 ; s=0 ; while (ii=1 ; s=0 ; while (i≤≤n) (s=s+i ; i=i+1) n) (s=s+i ; i=i+1) 
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OhjelmointilogiikkaOhjelmointilogiikka

ohjelmia varten tarvitaan ohjelmointilogiikkaohjelmia varten tarvitaan ohjelmointilogiikka
tavoitteena oikeellisuuden todistaminentavoitteena oikeellisuuden todistaminen
pohjalla klassinen logiikkapohjalla klassinen logiikka
lislisääksi erikoispiirteetksi erikoispiirteet

muuttujan kmuuttujan kääsite erilainen kuin matematiikassasite erilainen kuin matematiikassa
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Ohjelmointilogiikan perusideatOhjelmointilogiikan perusideat

oikeellisuusvoikeellisuusvääittittäämmää (ns Hoare(ns Hoare--logiikka)logiikka)
{pre}  program  {post}{pre}  program  {post}

““jos jos prepre ppäätee alussa niin ohjelman suoritus tee alussa niin ohjelman suoritus 
ppäääättyy tilassa jossa ttyy tilassa jossa postpost ppääteetee””
eri ohjelmointirakenteille omat seri ohjelmointirakenteille omat säääännnnöött
todistus jakautuu pienempiin osatodistuksiintodistus jakautuu pienempiin osatodistuksiin
pohjatason osatodistukset usein triviaalejapohjatason osatodistukset usein triviaaleja
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Ohjelmointilogiikan sOhjelmointilogiikan säääännnnöött

sijoitusssijoitussääääntntöö
pre pre →→ post[x:=E]post[x:=E]
{pre}  x=E  {post}{pre}  x=E  {post}

sekvenssissekvenssisääääntntöö
{pre} S1 {mid}     {mid} S2 {post}{pre} S1 {mid}     {mid} S2 {post}

{pre}  S1;S2  {post}{pre}  S1;S2  {post}
toistostoistosääääntntöö

p p →→ inv    {C & inv} S {inv}     inv & inv    {C & inv} S {inv}     inv & ¬¬C C →→ q    {C & inv} S {inv}q    {C & inv} S {inv}
{p}  while C S  {q}{p}  while C S  {q}
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OsatodistuksetOsatodistukset

i:=0 ; s:=0 ; while (i≤n) (s:=s+i ; i:=i+1)

i:=0 s:=0 while (i≤n) (s:=s+i ; i:=i+1)

s:=s+i ; i:=i+1

i:=i+1s:=s+i



10.1.200310.1.2003 Tieteen pTieteen pääiviväät 2003 Helsinkit 2003 Helsinki

OikeellisuustodistusOikeellisuustodistus

todistettava:todistettava:
{n{n≥≥0}  0}  s:=0;i:=0;while(is:=0;i:=0;while(i≤≤n)(s:=s+i;i:=i+1)n)(s:=s+i;i:=i+1) {s=1+2+...+n}{s=1+2+...+n}

sekvenssissekvenssisääääntntöö: kolme osatodistusta: kolme osatodistusta
{n{n≥≥0} 0} s:=0s:=0 {n{n≥≥0 & s=0}0 & s=0}
{n{n≥≥0 & s=0} 0 & s=0} i:=0i:=0 {n{n≥≥0 & s=0 & i=0}0 & s=0 & i=0}
{n{n≥≥0 & s=0 & i=0} 0 & s=0 & i=0} while(iwhile(i≤≤n)(s:=s+i;i:=i+1)n)(s:=s+i;i:=i+1) {s=1+2+...+n}{s=1+2+...+n}

vvääliin tulevat vliin tulevat vääiittiittäämmäät tt tääytyy keksiytyy keksiää itseitse
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Osatodistus 1 Osatodistus 1 

{n{n≥≥0} 0} s:=0s:=0 {n{n≥≥0 & s=0}0 & s=0}
sijoitusssijoitussäääännnnöön avulla saadaann avulla saadaan

nn≥≥0 0 →→ nn≥≥0 & 0=00 & 0=0
peruslogiikka todistaa tperuslogiikka todistaa täämmäänn
ensimmensimmääinen osatodistus hoidettu, inen osatodistus hoidettu, 
rutiininomaisestirutiininomaisesti



10.1.200310.1.2003 Tieteen pTieteen pääiviväät 2003 Helsinkit 2003 Helsinki

Todistuksen esittTodistuksen esittääminenminen

voiko todistus samalla ollavoiko todistus samalla olla
formaali jaformaali ja
ihmiselle ymmmihmiselle ymmmäärrettrrettäävvää??

ryhmryhmäässssäämme kehitetty esitysmuoto: mme kehitetty esitysmuoto: 
rakenteinen johto (structured derivation)rakenteinen johto (structured derivation)
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Rakenteisten johtojen selailuRakenteisten johtojen selailu

htmlhtml--teknologiateknologia
todistusta voi katsoa webilttodistusta voi katsoa webiltää

todistusta voi selaillatodistusta voi selailla
osatodistus avataan: yksityiskohdat nakyvosatodistus avataan: yksityiskohdat nakyväätt

todistusta voi kehitttodistusta voi kehittääää
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Rakenteisten johtojen kRakenteisten johtojen kääyttyttöö

sopiva matemattisten ratkaisujen esitysmuotosopiva matemattisten ratkaisujen esitysmuoto
ryhmryhmäässssäämme kehitetmme kehitetääään ratkaisumetodiikkaa n ratkaisumetodiikkaa 
joka kjoka kääyttyttääää logiikkaa ja rakenteisia johtojalogiikkaa ja rakenteisia johtoja

yhtyhtäällööiden ratkaisemineniden ratkaiseminen
lausekkeiden sievennyslausekkeiden sievennys
analyysi, ymanalyysi, ym

testaus: yotestaus: yo--matematiikan tehtmatematiikan tehtääviviää
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KoulumatematiikkaKoulumatematiikka--projektiprojekti

yhteisprojekti yhteisprojekti ÅÅA A -- TY TY -- Kupittaan lukioKupittaan lukio
pitkpitkään matematiikan ryhmn matematiikan ryhmää kkääyttyttääää
metodiikkaa lmetodiikkaa lääpi koko lukion (op. Mia pi koko lukion (op. Mia 
PeltomPeltomääki)ki)
vertausryhmvertausryhmäällllää perinteinen opetusperinteinen opetus
kokeilu aloitetty syksyllkokeilu aloitetty syksyllää 2001, alustavat 2001, alustavat 
tulokset lupaavia tulokset lupaavia 
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OhjelmointimetodiikkaOhjelmointimetodiikka

suuren ohjelman oikeaksi todistaminen suuren ohjelman oikeaksi todistaminen 
jjäälkeenplkeenpääin (verifiointi) ei onnistuin (verifiointi) ei onnistu
todistaminen on osa ohjelman rakentamistatodistaminen on osa ohjelman rakentamista
ryhmryhmäässssäämme kehitetmme kehitetääään tarkennuskalkyylin tarkennuskalkyyli

Dijkstran weakest preconditionDijkstran weakest precondition--kkääsitteeseen sitteeseen 
perustuva ohjelmointilogiikka ja perustuva ohjelmointilogiikka ja --metodiikkametodiikka
voimaakkaampi kuin Hoarevoimaakkaampi kuin Hoare--logiikkalogiikka
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TarkennuskalkyyliTarkennuskalkyyli

ohjelmointiilogiikassa mohjelmointiilogiikassa määääritellritellääään n 
tarkennusrelaatio (refinement, tarkennusrelaatio (refinement, ≤≤))
SS11 ≤≤ SS22 tarkoittaa etttarkoittaa ettää SS22:lla on kaikki S:lla on kaikki S11:n :n 
oikeellisuusominaisuudetoikeellisuusominaisuudet

SS22 on Son S11:n uusi/parannettu/laajennettu versio:n uusi/parannettu/laajennettu versio
kalkyylin skalkyylin säääännnnööt kertovat miten saadaan St kertovat miten saadaan S22
kun tiedetkun tiedetääään Sn S11 ja toivottu lisja toivottu lisääysys
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TarkennusmetodiikkaTarkennusmetodiikka

OhjelmaV.2
lisäominaisuuksien
oikeellisuustodistus

OhjelmaV.1 perusominaisuuksien
oikeellisuustodistus

tarkennusaskeleen
todistus
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KKääsin todistamisen rajatsin todistamisen rajat

kkääsin voidaan todistaasin voidaan todistaa
yleisiyleisiää ssääääntntööjjää
pienipieniää esimerkkejesimerkkejää
erityisen vaativia yksityiskohtiaerityisen vaativia yksityiskohtia

nykypnykypääivivään haasteetn haasteet
ohjelmat ovat suuriaohjelmat ovat suuria
rinnakkaisuus, vuorovaikutteisuus, jne...rinnakkaisuus, vuorovaikutteisuus, jne...
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Todistaminen tietokoneellaTodistaminen tietokoneella

miten hallitaan suuret todistukset?miten hallitaan suuret todistukset?
tarvitaan tietokoneen apuatarvitaan tietokoneen apua

tietokoneen ktietokoneen kääyttyttöö todistustytodistustyöössssää::
kertakkertakääyttyttööohjelma (esim 4ohjelma (esim 4--vvääriteoreema, 1976)riteoreema, 1976)
todistusjtodistusjäärjestelmrjestelmää (mekanisoitu logiikka)(mekanisoitu logiikka)
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MikMikää on todistusjon todistusjäärjestelmrjestelmää??

interaktiivinen ohjelma joka manipuloi kaavojainteraktiivinen ohjelma joka manipuloi kaavoja
tietyt kaavat saavat statuksen tietyt kaavat saavat statuksen ““teoreemateoreema””

pieni ydin: aksiomat + ppieni ydin: aksiomat + päääättelysttelysäääännnnöött
teoreema todistetaan aina formaalisti teoreema todistetaan aina formaalisti 
todistusstrategioita voi ohjelmoidatodistusstrategioita voi ohjelmoida
teoreemoja voi steoreemoja voi sääääststääää, k, kääyttyttääää, ..., ...
mahdollistaa todistusten teollista tuotantoamahdollistaa todistusten teollista tuotantoa
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TodistusjTodistusjäääärjestelmrjestelmään rakennen rakenne

thm
ax

todistusjärjestelmä

ydin
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Mekanisoitu ohjelmointilogiikkaMekanisoitu ohjelmointilogiikka

HOLHOL--jjäärjestelmrjestelmää sissisäältltääää peruslogiikanperuslogiikan
�� xx •• ∃ ∃ yy •• x x = = yy

ohjelmointikohjelmointikääsitteet formalisoidaansitteet formalisoidaan
;  = ...;  = ...
while = ...while = ...

todustusstodustussäääännnnööt todistetaan oikeiksit todistetaan oikeiksi
todistusstrategiat ohjelmoidaantodistusstrategiat ohjelmoidaan
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Mekanisoitu oikeellisuustodistusMekanisoitu oikeellisuustodistus

sysyöötettetääään todistettava (goal)n todistettava (goal)
HOL hyvHOL hyvääksyy ja odottaaksyy ja odottaa

valitaan svalitaan sääääntntöö
HOL  nHOL  nääyttyttääää mitmitää pitpitääää viellviellää todistaa (subgoals)todistaa (subgoals)

tarvittaessa annetaan starvittaessa annetaan säääännnnöön argumentitn argumentit
invarianttiinvariantti

ttäämmää interaktio vaatii osaamistainteraktio vaatii osaamista
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Kohti automatisoitua todistustaKohti automatisoitua todistusta

tarkennuskalkyyli on mekanisoitu (HOL)tarkennuskalkyyli on mekanisoitu (HOL)
inkrementaalinen ohjelmointi: osatodistukset inkrementaalinen ohjelmointi: osatodistukset 
sopivan kokoisiasopivan kokoisia
todistusta ohjaava tieto sijoitetaan todistusta ohjaava tieto sijoitetaan 
ohjelmatekstiin: esim. invariantitohjelmatekstiin: esim. invariantit
HOL todistaa sen minkHOL todistaa sen minkää voi ja nvoi ja nääyttyttääää mitmitää
vielvielää tarvitsee todistaatarvitsee todistaa
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Nykyajan ohjelmistotNykyajan ohjelmistot

rinnakkaisuusrinnakkaisuus
useita pankiiautomaattia kuseita pankiiautomaattia kääytytöössssää yhtaikaayhtaikaa

vuorovaikutteisuusvuorovaikutteisuus
kkääyttyttääjjää ohjaa automaattia, valitsee toimintojaohjaa automaattia, valitsee toimintoja

olioolio--ohjelmointiiohjelmointii
jne...jne...
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RinnakkaisuusRinnakkaisuus

samanaikainen ohjelmansuoritussamanaikainen ohjelmansuoritus
rinnakkaiset toiminnot tulkitaan toisensa rinnakkaiset toiminnot tulkitaan toisensa 
jjäälkeen tapahtuviksi (jossain jlkeen tapahtuviksi (jossain jäärjestyksessrjestyksessää))
uusi kuusi kääsite: site: ““epepäämmäääärrääisyysisyys”” (nondeterminism)(nondeterminism)
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RinnakkaisuusRinnakkaisuus

SA

SB

?

SA SB SASB
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Rinnakkaisuus ohjelmointilogiikassaRinnakkaisuus ohjelmointilogiikassa

epepäämmäääärrääinen valintaoperaattori | (inen valintaoperaattori | (““taitai””))
rinnakkaisuutta ilmaistaan valinnallarinnakkaisuutta ilmaistaan valinnalla

SSAA;S;SBB | S| SBB;S;SAA

uudentyyppisiuudentyyppisiää todistusehtojatodistusehtoja
sopivasti laajennettu ohjelmointilogiikka sopivasti laajennettu ohjelmointilogiikka 
toimii yhtoimii yhää
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VuorovaikutteisuusVuorovaikutteisuus

perinteinen ohjelma laskee tuloksen perinteinen ohjelma laskee tuloksen 
suorituksen lopputulos riippuu vain lsuorituksen lopputulos riippuu vain läähthtööarvoistaarvoista

nykypnykypääivivään ohjelma palvelee kn ohjelma palvelee kääyttyttääjijiää
kkääyttyttääja voi olla ihminen, kone, toinen ohjelma...ja voi olla ihminen, kone, toinen ohjelma...

ohjelmointilogiikan tohjelmointilogiikan tääytyy huomioida eri ytyy huomioida eri 
osapuolia ja niiden tavoitteet, oikeudet, jneosapuolia ja niiden tavoitteet, oikeudet, jne
lislisäättääään kn kääsite site ““pelipeli””
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Vuorovaikutteisuus ohj.logiikassaVuorovaikutteisuus ohj.logiikassa

oikeellisuusvoikeellisuusvääittittäämmää {pre} prog {post}{pre} prog {post}
klassinen tulkinta: ohjelma saavuttaa aina klassinen tulkinta: ohjelma saavuttaa aina postpost
pelitulkinta: tekempelitulkinta: tekemäällllää oikeat valinnat koikeat valinnat kääyttyttääjjää
voi varmistaa sen ettvoi varmistaa sen ettää postpost saavutetaansaavutetaan
sopivasti laajennettu ohjelmointilogiikka   sopivasti laajennettu ohjelmointilogiikka   
toimii yhtoimii yhää
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PPäääätelmtelmäätt

virheettvirheettöömimiää ohjelmia voi rakentaaohjelmia voi rakentaa
formaaleilla menetelmillformaaleilla menetelmillää on tulevaisuus on tulevaisuus 
kkääytytäännnnöön ohjelmistotyn ohjelmistotyöössssää
tavoitteena ohjelmointiymptavoitteena ohjelmointiympääristristöö jonka jonka 
yhdessyhdessää valikossa on vaihtoehto valikossa on vaihtoehto ““todistatodista””
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